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Animacao com Harmonicos de Variedade

Hoje em dia, podemos encontrar varios métodos de visualizacao de
musica, porém muito poucos relacionam a musica a deformagoes (ou até
movimentos rigidos) de modelos tridimensionais. Neste capitulo introduzimos
as ferramentas necessdarias para correlacionar as deformagoes de uma malha
as frequéncias da musica. O passo inicial para representar uma deformagao no

dominio da frequéncia é a Transformada de Fourier.

2.1
Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier continua expressa uma funcao real integravel
definida no dominio do tempo s(t) como uma funcao definida no dominio de

frequéncias §(€), pela férmula:

() = [ sea, (2-1)

Ela decompoe a fungao s(t) na base das fungoes exponenciais complexas
e~2mi&t  que chamamos de harménicas. A Transformada de Fourier é um
operador linear inversivel. A transformada inversa, isto é, a transformada que
leva funcgoes definidas no dominio da frequéncia de volta em funcoes definidas

no dominio do tempo, é dada pela férmula:

s(t) = fR 5(=€)e2 gt (2-2)

De forma similar ao modo como pontos sao descritos no espaco Euclidiano
como combinacao linear de vetores de uma base, a Transformada de Fourier
descreve uma onda como combinacao linear das harmonicas. A figura 2.1 ilustra
a decomposicao de um sinal em suas respectivas bases harmonicas.

De forma andloga, podemos definir uma Transformada de Fourier para
funcoes definidas num intervalo fechado e limitado da reta. Estamos interessa-
dos em funcoes periddicas cuja transformada pode ser adequadamente repre-
sentada por uma expressao mais simples que a equacao (2-1). Para tais fungoes
a Transformada de Fourier se representa como um vetor no R*, no qual cada

entrada corresponde a uma frequéncia. Seja £ € NU{0} uma frequéncia. A &-
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Figura 2.1: Decomposicao e reconstrucao de sinais.

ésima entrada da Transformada de Fourier da fungao s(t), definida no intervalo

[0,1] da reta por simplicidade, se escreve como:

5(6) = fo 1 s(t)e 2™t dt. (2-3)

A férmula da transformada inversa se escreve, neste caso:

S(1) = gg(g)e%ftdt (2-4)

Considere, por exemplo, um sinal de som como a funcao de entrada
periddica s(t), exibida na figura 2.2. O som pode ser representado como
uma fungao do tempo, que a cada t € R associa uma amplitude s(t) € R.
A Transformada de Fourier aplicada a fun¢ao de som s(t) nos diz quanto de
cada frequéncia esta presente no som.

Muitas vezes os harmonicos sao representados como:
He(t) = et (2-5)

Usando a equagao (2-5), podemos reescrever a equagao (2-3) na forma §(&) =

IBR \ ."” 'S

| I :
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Figura 2.2: Conversao do dominio de tempo, no dominio de frequéncias pela
Transformada de Fourier.
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(s, He), onde (-,-) denota o produto interno no espaco das funcoes periédicas.
Nestas condicoes, as fungoes H, sao chamadas de harmonicos do circulo. Elas
sdo uma base ortonormal para as funges periédicas do intervalo [0,1] (o
circulo), pois satisfazem: (He, He) = 1, (H;, H,,) = 0 para [ # m e, como é bem
conhecido, qualquer funcao periédica do [0, 1] se representa como combinagao
linear das H (série de Fourier). Na préxima secao discutiremos como essas

nocoes se generalizam em malhas.

2.2
Harmonicos de Variedades

Nesta secao faremos a construcao dos Harmonicos de Variedade seguindo
Vallet e Lévy(29). Esta construgao depende de resultados de célculo exterior
discreto que, por brevidade, apenas enunciaremos. Maiores detalhes podem ser
encontrados nas referéncias Desbrun et al. (8) e Arnold et al. (4).

Usando as propriedades da Transformada de Fourier no circulo, enunci-
adas na secao 2.1, observamos que podemos sempre representar uma funcgao
periddica como combinacdo linear (superposigao) dos harmoénicos do circulo;
explicitando assim a natureza da funcao considerada no que diz respeito as
frequéncias que ela contém.

Infelizmente, nao é conhecido processo capaz de adaptar a Transformada
de Fourier diretamente para variedades gerais, ou malhas (que é o que nos
interessa). Contudo, é conhecido que pode-se chegar aos harmonicos do circulo
de maneiras distintas da Transformada de Fourier, e justamente ¢ uma destas
construcoes alternativas que se adapta bem a construgao de harmonicos de
malhas. A observacao crucial é que os harmonicos do circulo satisfazem a

seguinte igualdade: £

— g He(w) = CHe (), (2-6)
ou seja, eles sao autofungoes (autovetores) do operador Laplaciano no circulo.
Da teoria de operadores lineares auto-adjuntos, sabemos que tais autovetores
devem formar uma base ortonormal do espago em questao (23). Além disso,
os autovetores do operador Laplaciano fornecem, naturalmente, a informacao
de quanto uma funcao “esta variando”. Estes, os autovetores, do operador La-
placiano sao os candidatos naturais a substitutos para malhas dos harmonicos
do circulo. E preciso, primeiro, construir um produto interno e, a partir deste,
um operador Laplaciano generalizado que seja adequado para malhas. Neste

ponto faz-se uso do calculo exterior discreto.
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2.2.1
Base Harmonica para variedades discretas

Uma malha pode ser mais formalmente definida como um complexo
simplicial, o que faremos a seguir. Um k-simplexo que chamaremos de s é
definido como o fecho convexo de k + 1 pontos no R™, para m > k + 1. Por
exemplo: os simplexos de ordem 0, 1 e 2 sao respectivamente: pontos, arestas
e triangulos. Para nossos fins, estes serao os unicos simplexos considerados.
Definimos uma malha como um complexo simplicial bidimensional S, isto é,
uma colecao de ny k-simplexos, com k£ € 0,1,2 com condigoes que a tornem
uma variedade topoldgica (no sentido usual). Uma k-forma discreta em S, que
denotaremos por ¥, é definida pela atribui¢ao de um valor real ¥*(s;) a cada
simplexo k-dimensional orientado. O conjunto das formas lineares alternadas
discretas de grau k em S, é definido como W*(S). Atribuindo uma numeragao
adequada aos k simplexos, qualquer k-forma ¥ pode ser representada como
um vetor no R™. Analogamente qualquer operador de W*(S) para W!(S) pode
ser representado como uma matriz de dimensao ny x n;.

Podemos definir em W*(S) uma estrutura de produto interno usando a

estrela de Hodge, x;. . O produto interno se escreve, para ¢, ¢5 € U%(.S) como:

(1, ¥5) = (Un)" =k (¥5). (2-7)
A derivada exterior dy : WF(S) — WFL(S) é definida pela matriz de

adjacéncia com sinal (dy) = +1 se s;, pertence a fronteira de sy, € o sinal

Sk>Sk+1
depende das orientacoes.

A estrela de Hodge se representa como uma matriz diagonal cujos
elementos sao: |sk|/|sk| onde s3 é o dual circuncéntrico do simplexo s; e || é
o volume do simplexo. Em particular, precisaremos da estrela de Hodge para
vértices e arestas. Concretamente, temos para o i-ésimo vértice e a aresta i7:
[ij*] ,

(%0)ii = |5/ = area;, (*1)ee = Tl = cot(By;) + cot(B;;); (2-8)
Explicitamente, na equagao (2-8), area; é area da regiao de Voronoi restrita
ao vértice 1, e B;; e #';; correspondem aos angulos em oposigao a aresta entre
os vértices i e j. (Veja a figura 2.3).

Podemos entao definir para as 0-formas da malha (que sdo, na linguagem

de formas, o andlogo das fungoes escalares) o Laplaciano de de-Rham:
A = —*q d{ *q do, (2-9)

onde seus coeficientes sao:
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Figura 2.3: Elementos geométricos para os coeficientes do Laplaciano discreto.

_ cot(B;) +cot(B].) _ _
RCLCOLTCAR o)
J

area;

e zero, se os vértices ¢ e 7 nao sao adjacentes.

Isto implica que seus autovetores nao mais sao ortonormais, o que cria
dificuldades, veja (29). Para recuperar a simetria, Vallet e Levy (29) sugerem
escolher uma base de 0-formas, tal que, se ¢; é um vetor desta base entao a

equagao (2-7) nos da:

(01, i) = (¢0)" %0 (i) = 1. (2-11)

1/

.~ , . . -1/2 ,
Esta condigao ¢ satisfeita se escolhemos ¢; = *,'“e;, onde e; ¢ um dos

vetores da base canonica: é igual a um no vértice i e zero nos demais. Podemos

12 . . o .
pois xg é uma matriz diagonal com entradas positivas,

sempre calcular *,
veja equagao (2-8a). Reescrevendo o operador Laplaciano discreto definido na
equagao (2-9) na base de O-formas que satisfaz a equagao (2-11), obtém-se o

operador Laplaciano discreto simétrico, que se escreve:

A — *(_)1/2A*(_)1/27 A

!
cot(Bi;) + cot(B};)
ij = , Ay= Z Ay, (2-12)
/AT ea; - area; 7
e zero, se os vértices ¢ e 7 nao sao adjacentes.
Sendo um operador simétrico, o Laplaciano (2-12), possui uma base
completa de autovetores ortonormais, que denotamos por H,: os harmonicos

de variedade.

2.3
Transformacoes harmonicas em variedades

Ao reescalonar a drea da regiao de Voronoi de um vértice i pela area
do vértice adjacente, fazemos com que o operador Laplaciano discreto (2-10)
se torne simétrico (2-12), e assim podemos obter uma base de autovetores

ortonormais H, € R" associados a autovalores A, € R .
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Podemos assumir que os autovalores estao ordenados de modo crescente
Ag < Ay <...A,_1. Usando analogia com a Anadlise de Fourier, a frequéncia v
associada ao autovetor H, é dada por v/A,.

Note que os autovetores consistem em uma base ortonormal do R”, e
portanto podemos decompor qualquer funcao F : 7 € {0,1,...n-1} » R

definida sobre os vértices da malha em:

Fi) - TZOF(V)HV, (2-13)
F(v) = E;F(i)Hy. (2-14)

A funcdo F'(i) entdo é expressa como uma combinacdo linear de
harménicos H, com respectivas amplitudes F(v). Podemos amplificar tais
harménicos através de um filtro ¢(v), de tal forma que teremos entao o si-
nal filtrado:

n-1

F (i) = 3 o) P () H. (2-15)

Ora, como nosso interesse esyté em deformar a malha, podemos tomar

nossa fungao F' como as fungoes de coordenadas x(i), y(i) e z(i) do vértice 1.
Iremos filtrar as trés coordenadas pelo mesmo fator de filtro ¢.

Uma vez que as altas frequéncias correspondem a pequenas perturbagoes,

aparentando como ruidos, iremos apenas filtrar as #v frequéncias mais baixas:
#V—l ~ n—1 ~
F,(i)= Y oW)F(v)H, +d;, onded; = Y F(v)H,. (2-16)
v=0 v=#v

ug)
e
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Figura 2.4: Deformacao de um modelo 3D de acordo com as amplitudes da
musica.

Na figura 2.4 vemos um resultado das deformagoes obtidas sob a in-

fluéncia das freqiiencias de uma musica.
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