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Conceitos de confiabilidade estrutural

As estruturas projetadas pelos engenheiros, geralmente sao dimensionadas
de forma conservadora, ja que sobre elas sdo impostos fatores de seguranca que

sdo recomendados em normas de projeto. Ainda assim, as estruturas falham.

Em um projeto de engenharia um dos aspectos mais importantes, além da
funcionalidade da estrutura ¢ a seguranca dela. Um projeto seguro requer o
conhecimento de todas as variaveis envolvidas no problema. Porém, o
conhecimento de uma variavel ndo ¢ total e esta sempre tem um grau de incerteza

associado.

De acordo com o mencionado acima, ¢ conveniente considerar que as
variaveis a serem utilizadas no projeto de uma estrutura sejam de carater aleatorio,
isto é, que possam ser definidas por estatisticas que representem bem sua

aleatoriedade.

A confiabilidade de uma estrutura, Rel, ¢ definida como o complemento da

probabilidade de falha, POF’, de acordo com a seguinte expressao [3]:

Rel=1-POF 2.1)

E comum usar a POF como a medida da confiabilidade de uma estrutura. A

POF também ¢é muito usada na analise de risco, onde este € definido como:

Risco = POF x COF (2.2)

Na equacdo (2.2) COF ¢ a conseqiiéncia de falha, geralmente traduzida em
termos econdmicos, fatalidades humanas, paradas no processo, dano ao ambiente,
etc. Para se ter uma boa analise de risco e dado que a COF ¢ de carater inflexivel,
o céalculo da POF torna-se importante e muitos esfor¢os sdo concentrados em esta

area.
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2.1
Probabilidade de falha

O calculo da POF ¢ basecado na determinacdo de uma funcdo de
desempenho do sistema em estudo, conhecida como fun¢do de estado limite ou
funcdo de falha, g(x) [3-5], onde x é um vetor, com as varidveis envolvidas na
analise. Quando g(x) < 0 ¢ definido que a estrutura falha. Logo, a probabilidade da

estrutura falhar ¢ dada por POF = P(g(x)<0).

Se f(x) representa a fun¢do densidade de probabilidade conjunta de todas as
varidveis aleatorias x envolvidas na andlise, a POF pode ser determinada como a

integragdo de f{x) em todo o dominio da falha:

POF= [ f(x)dx (2.3)

g(x)<0

A avaliagdo da expressdo (2.3) envolve a avaliagdo de uma integral n-

dimensional, onde n é o nimero de variaveis aleatorias pertencentes a x.

A andlise de confiabilidade estrutural pode ser entendida como a
probabilidade da carga maxima na estrutura, L, exceder a resisténcia da estrutura,

R, durante a sua vida tutil. A figura 2.1 apresenta o caso de sobreposi¢dao das

distribui¢des de L ¢ R.
filp
L R
gix) o m
/,-/
g 0 MPa

Figura 2.1 — Fundamento da integridade estrutural
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Assim a funcdo de falha g(x), com x =(R, L), pode ser escrita como g(x) =

m = R — L [3-5]. As varidveis R e L sdo aleatorias e sdo representadas pelas

distribuicdes de probabilidade. A POF pode ser reescrita como:

POF = j S (R, L)dRdL (2.4)
2(x)<0
POF =P(R-L<0)=P(m<0) (2.5)

Para ajudar na analise de confiabilidade estrutural foi introduzido o conceito

de indice de confiabilidade, [ , o qual se baseia na média e no desvio padrao das

variaveis aleatorias e é definido como:

_ E[g(®)] (2.6)

VVar(g(x)]

Onde, E[g(x)] é o valor esperado (a média de g(x)) ¢ /Var{g(x)] ¢é o

desvio padrao (a raiz da variancia de g(x)).

Para o caso de R e¢ L serem distribuidas como fungdes normais o estado
limite m também serd uma funcdo normal e a interpretagdo do indice de

confiabilidade para o sistema R-L, pode ser ilustrada na figura 2.2.

d|
fdp Seguranga

Falha

Figura 2.2 — Distribuigao normal da funcao de estado limite m


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510815/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0510815/CA

30

A érea da regido dos valores menores que zero do grafico mostrado na
figura 2.2 é a POF. O indice de confiabilidade £ ¢ igual ao numero de desvio

padrdes para o valor da média da distribui¢ao de m ser menor ou igual a zero [3].

A POF definida nas equagdes (2.4 e 2.5) pode entdo ser calculada usando a

distribuicdo cumulativa normal padrdo, ®(—f). Assim:

POF = ® [0_—’"] = O(-p) 2.7)

m

2.2

Métodos para o calculo da probabilidade de falha

Para problemas reais, onde podem existir varias variadveis € com
distribui¢cdes ndo-normais, a fun¢do de falha é complexa e a avaliagdo da equacao
(2.4) ndo ¢ facil. Portanto, métodos alternativos sdo geralmente empregados na
sua avaliacdao. Estes métodos se dividem basicamente em métodos analiticos, tal
como o método de confiabilidade de primeira ordem conhecido como FORM
(First Order Reliability Method) e métodos baseados na simulagdo de Monte
Carlo [3].

2.21
Método de confiabilidade de primeira ordem (FORM)

No método FORM, as variaveis aleatdrias x;, as quais podem ter qualquer
distribuicdo e ser ou ndo dependentes entre si, sdo transformadas em variaveis y

que tém distribuicao normal padrdo e sdo estatisticamente independentes.

A distribui¢io normal equivalente de x no ponto x* pode ser obtida

igualando as funcdes acumulada e de densidade da distribuicdo de x, com a de

uma normal no ponto x* [6]. A média e o desvio padrio (a)]cv e ,uiv ) da

. . .~ . % ~ . .
distribuicdo normal equivalente no ponto x sdo iguais a:
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AP
ol = i f[(I:X()x Ji 2.8)

ul =x"—olo? R 2.9)

Onde, ¢(.)ed(.) sdo as funcdes de densidade e acumulada da distribui¢ao

normal padrdo, f,(.) e F,(.) correspondem as fun¢des densidade e acumulada da

., —1 , . . . .~ ~
variavel x, e @ (.) é a inversa da distribui¢ao acumulada normal padrio.

O ponto sobre a superficie de falha (hiperplano), com a menor distancia até

a origem ¢ identificado como )", este ¢ o ponto de projeto no espaco das

., . . e A . . *
variaveis reduzidas. A distancia da origem ate o ponto y corresponde ao valor de

f . A partir disto a POF ¢ calculada de acordo com a equagdo (2.7) [3-5]. A

« A . * 7 . r
distancia do ponto ) até a origem ¢ calculada como:

p=1y (2.10)

Na Figura 2.3 ¢ mostrada a superficie de falha ( g(y) =0) representada pela
reta [= ((E—Z)/ S, ) +(sg/s;)r (para o caso de duas varidveis) no espago

padronizado.

O indice de confiabilidade f ¢ definido como a distancia da superficie de
falha representada pela equacdo geral da reta s,r—s,/+ (E— Z) =0 no espaco das

variaveis padronizadas até a origem [3].

O ponto sobre a superficie de falha mais proximo da origem é o ponto )" =(
r*,["). Este ponto é chamado de ponto de projeto ou ponto mais provavel de falha.

O método FORM resume-se em encontrar o ponto de projeto )", a partir da

transformagao das varidveis R e L em varidveis normais padrdes, a qual ¢ feita

utilizando distribui¢des normais equivalentes.
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2.7 l
[ R=L | sy
l_( s, )_'_EF \ Falha

Seguranca

(%, I*)

7

. <

G

Figura 2.3 — Representagéo da superficie de falha no espago padronizado

O ponto de projeto pode ser obtido através de um algoritmo desenvolvido
por Hasofer e Lind (1974) [3,7,8] e aperfeicoado por Rackwitz e Fiessler (1978)
[6]. Este algoritmo ¢ comumente identificado como HL-RF e ¢ resumido pela

seguinte expressao:

P = [V K - e8] Ve @
Ve

Onde Vg( yK) ¢ o gradiente da fungdo de falha no espago padrio, g( yK) ¢

K+1

o valor da funcdo de falha, ambos avaliados no ponto yK, ey ¢ 0 proéximo

ponto da minima distancia da origem até o ponto de projeto.

‘ k+1

1

O algoritmo converge quando k+1‘

‘ <Tol (p.ex. para To/=0.01%).
y

Uma vez que a convergéncia ¢ alcangada, o procedimento ¢, entdo, verificar
se a funcdo limite no ponto de projeto ¢, aproximadamente, zero. A figura 2.4

apresenta esquematicamente o método FORM.
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f a* o*
\ e
i~ '
i 1
// !
1 1 . ~
R . Aproximagao
/ ’//ﬂ 2 linear de g(y*)
II //
1 /
;7
{1 /7 Ponto de
’, .
projeto (y*)
1y
/ V2

Figura 2.4 — Método FORM algoritmo HR-LF

Além de determinar o indice de confiabilidade, o FORM também calcula a
sensibilidade de cada varidvel na probabilidade de falha. A medida de

sensibilidade é calculada através do valor de ¢;, o qual é a componente do vetor
normal (al* e a; , figura 2.4) a superficie de falha, calculado no ponto de projeto,
que se expressa por [3, 8]:

o =— (é’g(x;)/ﬂxi)axi (2.12)

| \/f[(ag(x? iow)oy |

i=l

a =2 (2.13)

A sensibilidade de cada variavel é determinada através de um fator de

importancia dado como:

I =100x(a; )" (2.14)
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O valor de /; d4 uma estimativa da influéncia de cada variavel no valor da
POF. Assim, variaveis com fator de importancia baixo podem ser consideradas
como deterministicas na analise [8]. Dito de outra forma, as variaveis com fatores
de importancia altos sdo as que contribuem na POF e sdo aqueles que merecem

maior aten¢do na modelagem estatistica.

O método FORM faz uma aproximagao linear da funcao de estado limite no
ponto de projeto. Uma aproximacao de segunda ordem também pode ser feita e

este método ¢ conhecido como método SORM (Second Order Reliability Method).

222
Método de confiabilidade de segunda ordem (SORM)

Este método exige que a funcdo de estado limite seja diferencavel duas
vezes, com a finalidade de se fazer uma aproximagdo quadratica no ponto de

projeto [3, 8].

A POF, por este método ¢ calculada, segundo:
n—l1
POF =d(-B)[ (- Bx,)™*? (2.15)
j=1

Onde: x; sdo as curvaturas principais da fungdo de estado limite no ponto de
projeto, para mais informagdes sobre como calcular, pode-se consultar a

bibliografia [3, 8].

223
Novo algoritmo FORM por Low e Tang (FORM-LT)

Segundo o algoritmo de Hasofer-Lind, o indice de confiabilidade £ ¢
definido como a minima distancia da origem até a superficie do estado limite (ou
superficie de falha), no espago das variaveis padronizadas. Esta distancia pode ser

calculada pela equacdo (2.10), a qual pode ser reescrita como:
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p=") (+) (2.16)

Em geral, para as varidveis com qualquer tipo de distribui¢do e, que possam
estar correlacionadas entre si, o indice de confiabilidade da equagdo (2.16) ¢

calculado como [9, 10]:

xeF o; o;

T
N N
. X; — M 1l X =
S =min { - } R {l - } (2.17)

Onde: x € I significa que as varidveis x; pertencem ao dominio de falha e

R= [ pij] ¢ a matriz que contém os coeficientes de correlagdo, p;;, das diferentes

variaveis do problema [1].

O ponto de projeto x ¢ calculado através do uso de programas de
otimizacdo do tipo SOLVER da Microsoft EXCEL, ou com a fungdo fsolve ou

fzero do MATLAB, o qual minimiza o valor de , mudando os valores de x;.

O SOLVER da Microsoft EXCEL usa um cddigo de otimizagdo nao linear
de gradiente reduzido genérico, chamado de GRG2, o qual foi desenvolvido por
LEON LASDON da Universidade do Texas e por ALLAN WAREN da
Universidade Estadual de Cleveland [52].

A funcao fsolve ou fzero do MATLAB possui quatro algoritmos para a
solugdo de este problema, os quais sdo: Método Dogleg da Regido de Confianca
(Trust-Region Dogleg Method), Algoritmo fsolve reflexivo da Regido de
Confianga (Trust-Region Reflective fsolve Algorithm), Método de Levenberg-
Marquardt e o Método de Gauss-Newton [53].

Inicialmente LOW e TANG usaram o SOLVER do EXCEL e a equagdo (2.17),

. . * J ~
para calcular o valor de £, o qual ird modificar os valores de x , até que a fungao

de estado limite seja igual a zero, g(x*)=0. Usando este método, faz-se
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necessario implementar um codigo para calcular a média e o desvio padrio

(criv e ,uiv ) da distribuicio normal equivalente no ponto x* [9].

Uma nova melhoria do método descrito anteriormente ¢ também proposta

por LOW e TANG [10], e a equacdo (2.17) € reescrita como:

: T (e
£ =min [n] R 1[n] (2.18)

xeF
Onde [n]é um vetor coluna com as varidveis normais equivalentes

padronizadas, #n;, as quais sao definidas por:
i
n = {%} — 07 [F(x)] (2.19)

Com a equagdo (2.19), é possivel voltar a calcular x; da seguinte forma:

x;=F ' [on)] (2.20)

1

Nas equagdes (2.19) e (2.20), Q! (.) é a inversa da distribuicdo acumulada

normal padrdo, F(.) corresponde & fungdo acumulada da variavel (.), F~'(.) ¢ a
inversa da fungdo acumulada da variavel () e ®(.) ¢ a distribui¢do acumulada

normal padrdo.

Nesta nova melhoria do método FORM o valor de /S € calculado usando a
equagao (2.18), LOW e TANG usaram o SOLVER do EXCEL para este calculo
[10]. A diferenca com relagdo a equacdo (2.17) estd na ndo necessidade em se

calcular a média e o desvio padrao normal equivalente.

O valor do ponto de projeto, x*, ¢ determinado usando a equagao (2.20).

Para cada iteracdo do SOLVER os valores de n;, que inicialmente sdo iguais a
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zero, mudam até que a fun¢do de estado limite seja igual a zero, g(x*) =0. Dito
de outra forma, o objetivo deste método ¢ encontrar valores de x; tal que,
F(x;)=®(n;). A partir deste conceito, x pode ser calculado como uma funcdo de

n. Abaixo se demonstram como pode ser feito o dito calculo, para as distribuigdes

mais tipicas usadas em engenharia.

No caso da distribui¢ao normal com parametros de média (u,) e de desvio

padrdo (oy), a varidvel x pode ser calculada em fungdo de n da seguinte forma:

F(x):(p(n):q{ﬂ}:n:M:x:yﬁnax (2.21)
o}

(o)

X X

Para a distribui¢do Lognormal com parametros de média (u,) e de desvio

padrao (o), a variavel x em funcao de n ¢ calculada como:

2
= |In 1+[G—j , A=In(u,)-0.5¢2 (2.22)

=x=exp(A+nd) (2.23)

F(x)=®(n) = q{w} _ o In)-4

4 4

Na equacdo (2.22) sdo calculados os parametros (A) e ({) que sdo
respectivamente o valor esperado (média) de In(x) e o desvio padrao de In(x) da

distribuicao Lognormal.

Para a distribuicdo de valor extremo maximo (Gumbel) com parametros de

média (u,) e de desvio padrio (ay), a varidvel x em func¢do de n ¢ calculada como:

5=L[ij L y=p 2T (224)

J6lo o

X

In[ -In ((;D(n))] 225)

F(x)=®(n)= exp[—exp(—é(x—t//))] =x=y-
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Na equagdo (2.24), sdo calculados os parametros de localizacdao () e de

escala (0) da distribui¢do de Gumbel.

Para a distribui¢ao de Weibull com parametros de forma (¢) e de escala (1),
e definida como: F(x)=1- exp[—(x//i)ﬂ , a varidvel x em funcdo de n ¢

calculada como:
/&
x=A[-In(1-®(n))] (2.26)

Para a distribuicao exponencial com parametro de média (u,), a variavel x

em fungdo de n ¢ dada por:
x=—p, In[1-D(n)] (2.27)

Para outro tipo de distribuigdes pode-se consultar a bibliografia [10].

224

Método de simulagao Monte Carlo

O método de simulagdo de Monte Carlo ¢ uma técnica baseada no uso de
nimeros aleatdrios. O valor da variavel (definida por uma funcdo de distribui¢do)

¢ selecionado através da geracao de numeros aleatorios.

Para o sistema R-L, m amostras das varidveis R e L s3o geradas
aleatoriamente a partir da sua fdp. Em cada amostra a fun¢do de estado limite ¢

avaliada e ¢é verificado o nimero de vezes nas quais g(x)é menor que zero (
g(x)<0). A razdo entre o nimero total de falhas e o nimero total de amostras ¢

usada para estimar a POF.

Numero amostras falhas

POF = (2.28)

Numero total amostras
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Devido ao fato que os valores de POF trabalhados em confiabilidade
estrutural sdo geralmente pequenos, torna-se necessario fazer muitas simulagdes, o
que demanda um gasto maior de tempo computacional. Assim, métodos de
amostragem sdo incorporados a técnica de Monte Carlo para reduzir o numero de
simulacdes, tal como o método de amostragem chamado de hipercubo latino

[3,11].

2.3

Analise de confiabilidade estrutural de sistemas

O uso da andlise de confiabilidade estrutural de sistemas pode ser util nos

casos onde existem varias fungdes de estado limite que descrevem o problema.

Para a andlise de confiabilidade de sistemas estruturais, os diagramas de
blocos sdo comumente utilizados, tais como apresentados na figura 2.5. Cada

componente do sistema representa um evento de falha.

Figura 2.5 — (a) Sistema em série. (b) Sistema em paralelo

A figura 2.5 (a) representa o sistema em série e este ¢ chamado assim, porque a
falha de um componente representa a falha do sistema. A probabilidade de falha
do sistema pode ser representa pela unido dos eventos de falha individuais do

sistema [8, 12, 13] e é calculada por:
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POF,, = P(O( g (x)< o)j (2.29)

Para um sistema com eventos de falha independentes, a probabilidade pode
ser definida pela equagdo (2.30) [12]. Por exemplo, para um duto com n defeitos
de corrosdo independentes, a falha de um defeito qualquer provoca a falha de todo

o sistema, neste caso, a falha do duto.

:1—(1—P0171)(1—P0F2)...(l—POFn):l—ﬁ(l—POF,.) (2.30)

i=1

POF,

serie

A figura 2.5 (b) representa o sistema em paralelo, chamado assim, porque a
falha do sistema s6 ocorre quando todos os seus componentes falham. A
probabilidade de falha do sistema pode ser definida pela intersecao dos eventos de

falhas individuais do sistema [8, 13] e ¢ definida por:

PO, = 7| V(e (5)20)] @31

Para um sistema com eventos de falha independentes, a probabilidade pode

ser definida pela equacao (2.32) [12].

POF, ..o = | | POF; (2.32)

p
i=1

Quando os eventos de falha dos sistemas em série ou paralelo sdo
correlacionados, as equagdes (2.30) e (2.32) ja nao sao mais validas. Se cada
evento de falha do sistema ¢ descrito por uma fung¢ao limite de falha (g(x) ou m), e
onde m ¢ uma funcdo normal padrdo a probabilidade de falha do sistema pode ser
calculada usando a funcdo de probabilidade normal padrio multivariavel, de

acordo com [3]:

POF;erie zl_q)n (ﬂn’pnn) (233)
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POFparalelo :(Dn (_ﬂn’pnn) (234)

Onde, @, ¢ uma fung@o cumulativa n-dimensional normal padrdo, £ ¢ um
vetor com os indices de confiabilidade de cada funcdo limite de falhae p € uma

matriz de coeficientes de correlagdo entre as funcoes limites.

No caso de duas fungdes limites, obtém-se¢ uma fun¢do cumulativa

bidimensional normal, d)(—ﬂ,,—,BH, pu[) [3,14], com coeficiente de correlagdo

entre as duas fung¢des limites e definido por:
Pri = aj ay (2.35)

Onde, a; ¢ um vetor normal a funcao limite i padronizada no ponto de

projeto (7)) e pode ser calculado por:

(2.36)

2.4

Intersecao e uniao de probabilidades

Em confiabilidade estrutural, tal como foi descrito na analise de
confiabilidade de sistemas, existe a possibilidade de se ter a combinagdo de

diferentes eventos, seja pela unido, ou pela interse¢do destes eventos.

A probabilidade de dois eventos ocorrer, por exemplo, o evento de falha EF
de um defeito e o evento de inspe¢ao (detecgdao do defeito) EI, pode ser definida
com a probabilidade de intersecdo dos diferentes eventos. Esta probabilidade pode
ser determinada da seguinte forma, usando os conceitos sobre leis de

probabilidade:
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P(EF NEI'\=P(EF/EI\P(EI) (2.37)

2.5
Atualizacao da probabilidade de falha

Quando sdo conhecidas novas informagdes, a probabilidade de falha pode
ser atualizada [8]. Essas informacdes podem ser eventos de inspec¢do, de reparo,
propriedades do material, etc., os quais podem ser analisados através de fungdes

limites.

Por exemplo, a probabilidade de detec¢do de um defeito em uma inspecao

pode ser definida como:
P(EI)=P(h(x)20) (2.38)

Onde: A(x) ¢ a fungdo de estado limite que define o evento de inspegao.

Logo, nos casos de atualizagdo, ¢ de interesse o conhecimento da
probabilidade condicional. E possivel, por exemplo, determinar qual ¢é a
probabilidade de ocorréncia de uma falha EF, dado o resultado de uma inspecao

El, P(EF/EI). A solugao deste problema ¢ dada pelo teorema de Bayes [3,12,13].

P(EI/EF)P(EF) P(EF NEI)
P(EI) - P(EI)

P(EF/EI)= (2.39)

Se os eventos EF e EI sao definidos pelas fungdes limites g(x) e A(x),

respectivamente, a equacao (2.39) pode ser re-escrita como:

g(x)<0Mh(x)> O)
P(h(x) > O)

p(erer -1 (2.40)
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No caso de varios eventos de inspe¢do a equagao (2.40) pode ser estendida a

[3,54]:

P(g(x)<0nh(x)N...0h,(x)>0)

P(EF/Ell-'~E[n): P(hl(x)ﬁ...ﬁhn(x)>0)

(2.41)

De acordo com o que foi anteriormente apresentado, a atualizacdo da
probabilidade de falha se resume a um problema de interse¢do de varios eventos
ao mesmo tempo. Estes conduzem a solucdo de uma fungdo cumulativa n-

dimensional normal padrdo, similar a estudada nos sistemas em paralelo.

Em alguns outros casos, a atualizacdo serd dada pela unido de eventos
(sistema em serie), ou pela combinagdo de interse¢do e unido de eventos. Mas em
geral, para todos os casos a determinagdo da probabilidade de falha levara ao

calculo da integral da fungdo multinormal.

Na teoria de confiabilidade estrutural ¢ possivel achar e desenvolver
algoritmos para esta solugdo. Alguns métodos conhecidos sdo as aproximagoes
multinormais de primeira ordem FOMN (First Order Multinormal) e o método do
produto das probabilidades condicionais marginais PCM (Product of Conditional

Probabilities) |8, 14], estes métodos serdo estudados no proximo capitulo.
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