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4
Estimadores Numéricos de Curvatura

Chamamos uma colecao finita de pontos P = {p1,ps, ..., Pm} que representa a
discretizacao de uma curva r no R* de curva discreta.

Neste capitulo, vamos apresentar extensoes do R3 para o R* de dois
estimadores numéricos das propriedades geométricas nos pontos da curva
discreta P. O primeiro extende o algoritmo proposto em (6) definido como
Coordenadas Independentes e o segundo extende o algoritmo proposto em (2)

definido como M¢étodo das Derivadas Discretas.

4.1
Calculo das Curvaturas: Coordenadas Independentes

Dada uma curva P = {p1,pa,...,pm} que representa a discretizagdo de uma
curva r no R*. Vamos admitir que r estd parametrizada pelo comprimento de
arco s e também a existéncia de ruido na amostragem. Precisamos estimar as
derivadas até a quarta ordem das coordenadas (z(s),y(s),z(s),w(s)) de um
ponto p € P e utilizar as informacoes das derivadas obtidas para calcular as
trés curvaturas em p com o uso do Teorema 2.2.

A extensao do algoritmo proposto em (6) consiste em aproximar os ¢
vizinhos de um ponto por uma curva quartica utilizando o Método dos Minimos
Quadrados com Peso (ver Figura 4.1). No artigo original esses ¢ vizinhos eram

aproximados por uma cubica.

Figura 4.1: Ajuste de Curva

Vamos fixar um ponto pg € P conforme a Figura 4.1 considerando que pq
possui g vizinhos para frente e ¢ para tras, definindo assim uma janela com

2¢ + 1 pontos em torno de po: {p_q,P-g+1,---,Dq}- Dai, supondo que py = r(0)
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seja a origem da parametrizagao por comprimento de arco, podemos escrever
as expressoes das derivadas de r em pg utilizando expansao em Taylor. As
aproximacoes de quarta ordem, por exemplo, sao escritas da seguinte forma

com (g;(s) - 0 quando s - 0):

z; =2 (0) + %x"(O)s? + %x"'(O)S;3 + ix(i”)(O)S? +91(8)87 + Ny
yi =y (0) + 55" (0)s7 + 547 (0)s? + 379 (0)s} + ga ()87 + 1y
zi=2'(0) +12"(0)s? + %z'"(O)sf + 220 (0) st + g3(5)s? + 1.4

=w'(0) + %w"(())s? + %w'"(O)sf’ + 2—14w("”)(0)s§1 +94(8)82 + Ny

=

(41)

W;

~

Considere p; = (x;, s, z;, w;) um ponto da amostra, s; o comprimento de
arco da curva r de pg a p; e n; um ruido onde cada coordenada constitui uma
varidvel aleatdria independente com média zero e variancia o2.

As estimativas para as derivadas até a quarta ordem em p; serao descritas
a seguir. Antes, precisamos de uma estimativa [; para os comprimentos de arco
s;. Defina Alj, o comprimento do vetor pypy1, onde k varia de —q até (¢—1). O
estimador para o comprimento de arco de py a p; é definido entao da seguinte

forma:
i =Y b Aly, sei>0

Li=-Y3L Aly, sei<0

Para estimar as curvaturas, devemos obter uma curva quartica da forma
4-1. De uma maneira geral, o método consiste em minimizar o quadrado do erro
de cada coordenada de p; de forma independente. Para isso, basta determinar

’ ” " (w) e
os valores de z,,x,,%, e x5 ' que minimizam:

1 ” " (“)) g / 1 "9 1 "3 1 (’L’U) 4\2
Eo(zg,mg, 20,207 ) = > wi(w; — xoli — <molf — <z IF - =" 1) (4-2)
= 2 6 24

Mais precisamente, desejamos obter min || Az —b|[?, onde:

172 1713 174
l—q 2l—q 6l—q 24l—q ! L—q
. ) } Ly .
. . "
172 113 174 Lo
A= Iy 508 o 506 |hr= o eb=| =z
. } Ly
. . ’L”U
112 173 174 x(() )
lq §lq Elq ﬂlq } Lq

Note que a matriz A em questao possui 2g+ 1 linhas e 4 colunas. Usando
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minimos quadrados, buscamos a solucao do sistema AT Az = ATb onde:

ay as a4 ay
Gz a3z as das
AT A =

aq4 Q5 Ag Qg

ar ag ag aio

Dessa forma obtemos:

Por outro lado,

bz,l
b:p,2

z,3

ATp, =

)

Dai, obtemos que

172
lq 302
l—q S ) lq . .
lrg . 12 172 :
21—4 2l0 2l(1 l ll2
13 ... 13 173 0 2
6"-q 6'0 6'q . )
L4 L4 14 ) )
247—-q 2470 2479 l ll2
a 32
RN 72
ar =Y, u;l;
_1v¢ 3
Q9 = 5 Zi:—q U,llZ
_1v¢ 4
asz =z Ziz_q uzll
_1\v9 74
as = § Lie_g Wil
_ 1 %9 75
as = 15 Zi=_q u;l;
_ 1 54 76
(6 = 35 2je—q Uil;
_ 1 y9 75
7 = 55 X g Uil
_ 1 %9 76
as = 7g Ziz_q uzli
_ 1 x99 J7
9 = 747 Lijm—q Uil
_ 1 q 78
10 = @242 Zi=_q uzli
T
q
Ly = Lo -
172 Lo L2 0 152
2[,(1 2l0 lq T
13 .. 13 13 0
6°—q 670 679
174 14 ... 14
51l 5100 5ilq v
q
_ ¢
bw,l = iy u;lix;
_1v¢ 2
bx,2 =35 Zi=_q Uz‘li Ty

_1v9¢ 3
bx,S =5 Ziz_q Uili Z;

_ 1 %v¢ 4
bx,4 =% Zi:,q Uili T;

33

174
24 l—q

Da mesma forma que calculamos as aproximacoes para as derivadas até a

quarta ordem para a componente x, devemos fazer o mesmo procedimento para

as outras coordenadas y, z e w, solucionando os problemas de minimizagao

E, E, e E, perfazendo um total de quatro sistemas lineares 4 x 4. Para a

\
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coordenada y, por exemplo, precisamos resolver o sistema:

ap @
az as
a4 as
ay as

Qy
Qs
Qg

Qg

!

ar Yo
"

as Yo
nr

Qg Yo
(iv)

a0 Yo

———
Yy
_\¢
by,l = L=y wil;y;

1 q 2
by = 5 Xie—q Uil; Vi

_ 19 3
by,3 -6 Zi:_q uzll Yi

_ 1 %9 74
bya = 37 2ie—q Uil Yi

by,l

b

by,S

Y,2

by,4

————
by

Analogamente, este procedimento é realizado para as coordenadas z e w.

Estabelecido um procedimento discreto de determinacao das derivadas

até a quarta ordem em um ponto p; de uma amostragem, basta utilizar as

expressoes do teorema 2.2 para determinar as 3 curvaturas numéricas ki, ko e

ks do ponto em questao.

O peso u; no ponto p; que aparece em expressoes anteriores deve ser

positivo, relativamente grande para |s;| pequeno e relativamente pequeno para

|s;| grande. Consideramos neste trabalho que u; = 1 e fizemos alguns testes com

2
u; = e 5.

Os algoritmos a seguir resumem os passos para montar a matriz ATA e

os vetores by, by, b, € by,.
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Algoritmo 1: Coeficientes Minimos Quadrados

V[n][4] - lista de n pontos da curva noR*

[[n] = acumuladas dos comprimentos

k — indice do ponto

q — quantidade de vizinhos

ap=ay=ag=...=ayg =0;

bxrl =bx2 =bx3 =brd=byl =by2 =by3 =byd =bz1 =bz2 =023 =bz4 =

bwl = bw?2 = bw3 = bw4 = 0;

m < [[k]

for(i=-qi<qi++){
I[i+k]<1[i+k]-m;
al < al +u (I[i+ k]
a2 < a2+ 5 (I[i + k]
a3<—a3+— (I[i + k]
a4<—a4+— (I[i + k]
ad<adb+ {5 (I[i+k
ab < ab+ 55 (I[i+k
a7<—a7+— ([t + K
a8 < a8 + 1= 48 (I[i + k])6
a9 < a9+ 75 (I[i + k]

)%
al0 < al0+ =5 (1 [z+k:])8

2
3
4.
4.

)
)
)4
)%
DR
1%
1%

brl =bxl+ul[i+k] (V[k+:][0] - V[k][0]);
byl =byl+u l[i+ k] (V[k+][1] - V[E][1]));

bzl =bzl+ul[i+k] (V[k+i][2] - V[E][2]);
bwl =bwl +u i+ k] (V[k+14][3] - V[K][3]);
ba2 =bx2+ Y (I[(i+ k])? (V[k +14][0] - V[£][0]);
by2 =by2 + 3 ¢ (1[i+ k)2 (Vk+3)(1] - VIFI[L)):
bz2 =bz2+ % ([i + k])? (V[k+1i][2] - V[K][2]);
bw2 = bw2+— (I[i + kK])? (V[k+14][3] - V[K][3]);
b3 =bx3+ % (I[i+k])? (V[k+1i][0] - V[K][0]);
by3 = by3 + % i+ k) (Vk+i)[1] - VIkIL):
b23 =023+ % G (I[i + k])® (V[k+i][2] - V[K][2]);
bw3 =bw3 + % (I[i+k])® (V[k+i][3] - V[K][3]):
brd = brd + L 3 (l[z+k]) (V[k+1][0]-V[K][0])
byd = byd + 55 (I[i + k])* (VK +][1] - VIK][1]);
bzd = bzd + 35 (I[i + k])* (V[k +4][2] - V[E][2]);
bw4 = bw4+— (I[i + K])* (V[Ek+1][3] - V[K][3]);

}
Calcula Curvatura (A, bz, by, bz, bw, k)

}



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912372/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912372/CA

Estimadores de Curvaturas para Curvas no R* 36

Algoritmo 2: Calcula Curvatura (A,bx, by, bz,bw k)

Resolver sistema Ax =b,; [/ z = (xk,xk,xk, (w))

Resolver sistema Ay =by; /] y = (yk,yg,y;',y,(gw))

! " "
Resolver sistema Az = b; /] 2 = (2, 21, 21, 2")

Resolver sistema Aw = by; [/ w = (w,,w, ,w, ,w (w))

nr .
// juntar as respostas dos sistemas nos vetores r " ()

/

t= ek ; // vetor tangente:
rxr’ xr” .

by = ——: // vetor binormal:

| ™ ]

b2 XT’, XT” .

by = T H, // vetor binormal:
by x by x 1’

n= H bi . bz N H, // vetor normal:

// Obtendo as curvaturas:

<n, r’ >
k= ——
A
< bl r’ >
ko = ’—
S PR
B < bQ,T(iv) >
RS
]{Jl[k’] :]{71
ko[ k] = ks
ks[k] = k3

4.2
O Método das Derivadas Discretas

O objetivo desta sec¢ao é explicar de forma resumida o método proposto por (2),
e como foi realizada a extensao de tal método para o R*. O ponto de partida
para compreensao do método das deriwvadas discretas é a propria definicao de
derivada de uma funcao em um determinado ponto.

Sabe-se que a derivada de uma fungao y = f(z) em um ponto é igual a
inclinacao da reta tangente ao grafico da fungao no ponto escolhido. De forma
similar, a derivada de uma fungao discreta y; = fy(x;) no ponto pg, 1 <k <n
pode ser descrita pela inclinagao da reta tangente ao grafico da fungao discreta
em pi. A tangente discreta em p;, é definida como a reta que possui as seguintes

caracteristicas (Figura 4.2):
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— a reta contém o ponto py;
— A soma dos quadrados das distancias entre a reta e os vizinhos {p; =
(z;,y;) tal que k—¢q < j <k+q} de py ao longo do eixo y é minima. Esta

soma pode ser estendida com p;, € R%.

< tangente discreta

Figura 4.2: Derivadas discretas

Se a funcdo discreta y; = fq(z;) é uma amostragem de uma fungao
continua suave, entao a reta tangente discreta aproxima a reta tangente em
Pr quando Ty_q, Tk_g+1, ---, Theg-1 €Sta0 muito proximos. Dessa forma, resolver
o problema da reta tangente discreta equivale a solucionar o problema de
minimizagao correspondente dado por:

k+q

r(nibr)l Z (y; — ax; - b)? sujeito a: yp —axy —b=0;
G0 j=k-q

Este problema é resolvido com a utilizacao dos multiplicadores de Lagrange:
k+q
L(a,b,)) = > (yj - az; — b)* + A(yx — azy, - b)
j=k-q

As equagodes para encontrar a,b e X\ sao dadas por:

oL oL OL
%—O, %—Oea—o

Dai, a inclinacao a da tangente discreta em p; ¢ dada por:

S (=) (v - i)

k
Y (@) = w)?
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Seja y; = fq4(x;), x; € {x1,29,...,x,} um conjunto de pares de pontos que

definem uma fung¢ao real discreta. O valor y/,'C = f;(xk) dado por

X (=) (g~ )

Y = A
Zj:z_q(xj - -Tk)Q

é chamado derivada discreta da funcao fg em pg, 1 <k <n.
A derivada discreta de segunda ordem é dada de acordo com a definicao

para a de primeira ordem por:

k 7 !
y” _ Zj:]zfq(xj - ‘rk)(y] - yk)
k— k
Y (@) = wp)?

Este procedimento pode ser feito para determinar as derivadas discretas de

ordem superiores.

4.2.1
Calculo das propriedades geométricas pelo método das derivadas discretas

Na se¢ao 4.1 foi realizado um procedimento para estimar o comprimento de
arco de uma amostragem de pontos no R*. Em (2) os autores utilizam o método
de parametrizacao pelo comprimento de corda. Neste caso, as acumuladas
dos comprimentos de corda, denotadas por t;, em cada ponto p; de uma
amostragem sao definidas pela expressao:

Y P —

ti = e (4—3)
Zj:ll pj1 = pjl

com2<i1<net; =0.

Utilizando o método proposto por (2), pensamos uma curva discreta como
uma aplicagao ry @ Iy — R} onde I; = {t; talquel < i < n} e R} = {p; =
(T4, Y, zi,w;) com 1 <@ <n}. Assim, p; = v4(t;) = (xa(t:), ya(ts), za(t:), wa(ts)),
ti € {t1,ta,....,t,} onde z; = x4(t;),yi = ya(ti),z = za(t;) e w; = wy(t;)
constituem funcgoes discretas do parametro comprimento de corda t;.

Portanto, podemos combinar as propriedades geométricas de curvas
discretas parametrizadas pelo comprimento de corda t; com as defini¢oes de

derivadas discretas. Dessa forma, os estimadores para as derivadas discretas,
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por exemplo, de primeira ordem sao dados pelas expressoes:

. T (=t (wj—wi)
d ;Hz] q(tf ~ti)?
P (4=t (y-vs)

yd - ;‘*"11 q(t —t;)2

'L+
Z;l _ J Zﬂrgt —t3)(=z5—2:)
Zjoi—g(ti=ti)?

w/ _ ;HZ] L (E—ta) (wi—w;i)

d i (t—t)?

As derivadas de segunda, terceira e quarta ordem sao dadas, respectivamente,

pelas expressoes:

” _ ;HZZ q(tJ t,)(:’C —X,; )
Ta T TS )?
J =i—q
v S (-t (v -w,)
Ya = — 5 (t5-t; )2
=1
9 z+qj tq t‘

ZN Xk, )(zj—zi)
- 1+q )2
N

+
wu _ ; 3 q(t tl)(w-—wi)
d — z+q _
] i q(t ti)2
xl(/ _ ;*;1 q(t] —t; )(J; ac )
d ;HZI q(tj_tz)
m ST (-t (v, )
yd - z+q (t'—t)
3 ] =q 7z
Z’” _ ;*'111 q(t t)(Z —z; )
d = xR (-t )2
] =i—-q 1
wm _ ;ﬂz} q(t tz)(wj —w; )
- +
d Tt (8—ti)?

(iv) _ Z}Z‘j_q_(tj—ti)(:c;”_x;”)

i Z;Z(g_q(tj_t,i”)2 "
(iv) _ Tl (-t (y; -y, )
. i+q ;+3 q(t._t )_ nr
(iv) _ Zj i q(t t)(zj z )
. i+q ;+Z q(t t/)_
(iv) _ Zj i q(t t)(w wi )

- ;+(ZZ q(t —t; )

Uma vez obtidas todas as derivadas para a curva ry, basta aplicar o
Teorema 2.2 para obter os vetores que definem a base mével de Frenet-Serret,

bem como as curvaturas ki, ke e k3 em cada ponto da curva discreta dada.
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