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Curvas Implicitas no R* e Curvaturas

Nesse capitulo continuaremos tratando dos conceitos basicos de geome-
tria diferencial, mas agora, referentes a curvas implicitas no R*. Esse estudo é

baseado no recente trabalho de O. Aléssio em (1).

3.1
Hipersuperficies Implicitas

Considere uma funcao f : U c R* > R de classe C'. O wvetor gradiente de f,
denotado por Vf, é uma aplicacao diferencidavel definida por Vf : U — R4,
que leva p em VF(p) = (£2(D), fy(D). £-(B), £u(D)), onde fo. f,. f- e f si0 as
derivadas parciais de f com relacao a x,y, z e w, respectivamente.

Seja ¢ um nimero real pertencente ao conjunto imagem de f. O conjunto
de nivel ¢ de f é definido como f~1(c) = {(x,y,z,w) € D; f(x,y,z,w) = c}.
Dessa forma, f~!(c¢) é o conjunto de todas as solugbes em D da equagao
f(z,y,z,w) = c. O nivel ¢ é dito ser um valor reqular de f se Vf em f~1(c)

nunca se anula.

Teorema 3.1 Seja f:U cR* - R fungao de classe C' e ce f(U) é um

valor reqular de f, entao f~'(c) € uma variedade de dimensdo 3 no R*.

Daqui por diante, chamaremos as variedades de dimensao 3 que corres-
pondem ao conjunto de nivel de um valor regular ¢ de uma funcao f : U c
R* - R de hipersuperficies implicitas.

Para cada ponto p € f~1(c¢) c R* o vetor Vf(p) é normal a hipersu-

perficie f~!(c¢). Denotaremos o vetor normal unitério a hipersuperficie f=1(c)

vf(p)
Vi)l

No R%, o hiperplano que passa por um ponto py pertencente a uma

no ponto p por N/(p) =

hipersuperficie f~!(c) e que ainda é perpendicular ao vetor V f(pg) denomina-
se hiperplano tangente a hipersuperficie f~!(c), cuja equacao pode ser escrita

como V f(po) - [P~ Ppo] = 0.

3.2
Curvas Implicitas e o Teorema da Funcao Implicita

Seja ¢ um valor regular para as fungoes f: U cR* > R, g: UcR* >R e
h:U c R* - R. Dizemos que as trés hipersuperficies implicitas Sy = f~!(c),

Sy = g71(c), Sp = h7Y(c) se interceptam transversalmente se, para todo
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ponto p € Sy n.S,; NSy, temos que Vf(p), Vg(p) e Vh(p) sdo linearmente
independentes.
Quando as superficies implicitas Sy = f~(c), Sy = g71(c) e S, = h7(c)
se interceptam transversalmente, entao dizemos que o conjunto de pontos
Cs o ={peRYf(p) = g(p) = h(p) = ¢} é uma curva implicita no R*.
O Teorema da Funcao Implicita fala que uma curva implicita é localmente

parametrizavel por uma das quatro coordenadas.

Teorema 3.2 (Teorema da Func¢do Implicita) Sejam f,g,h: U x
V cRxR3 - R trés fungoes de classe C¥ k> 1 e po = (%o, Yo, 20, Wo) €

U xV um ponto. Se f(po) =9g(po) =h(po) =0 e

% (po) ZL(po) ZL(po)

9y 0z ow

g((yf’j,g))( 0) = S—g(p0> % (py) 2L(po) |#0,
| g—Z(po) %(po) g—Z(po)

entao existe uma vizinhanga Uy em torno do ponto xog em U, existe uma
vizinhanga Vo em torno do ponto (yo, 20, wo) em V, e uma inica aplicagao

p:Uo = Vo tal que (2) = (y(x), 2(x), w(z)) com

f(z,y(z), 2(x), w(z)) =0
9(z,y(z), 2(2), w(z)) =
h(z,y(z), 2(z), w(z)) =

para todo x € Uy. Além disso, a aplicacio ¢ € de classe Ck.

Neste trabalho, vamos calcular todas as propriedades geométricas dife-
renciais de uma curva no R* obtida pela intersecao de trés hipersuperficies

implicitas.

3.3

Curvas em uma Hipersuperficie

Dizemos que uma curva paramétricar: I ¢ R — R* estd sobre a hipersuperficie
implicita de nivel 0 de uma funcao f: D c R* - R, se para qualquer ¢ € I temos
que for(t)=0.

Considere que r é uma curva parametrica de classe C* sobre uma
hipersuperficie implicita f~1(0), onde f também é de classe C*.

Derivando ambos os lados da equagao for(t) =0, podemos escrever que:

Vf(e(t))-£(t) =0
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Derivando mais trés vezes a equacao anterior, obtemos:
Vf(r(t) () = -(2(t))" H f(x(t))i(t),
Vf(e(t))- (1) = —(f(t))T%(Hf(r(t)))f(t) - 3(h(t))"H f(x(1))¥(t),

(1)) F (1) = () CECH () -5 (H F (1))
=3(E(0) T H f(x(4))E(t) - 4@k () H f(x (1)) T (¢).

onde H f(x,y,z,w) denota a matriz Hessiana de f(z,y,z,w):

fxx(xayazaw) fmy(xayazaw) f:pz(xayaz7w) fxw(xayazaw)

fyl‘(xvyvsz) fyy(x,y,z,w) fyz(xvyasz) fyw(xvyvsz)

fzw(x7y7zuw) fzy(x7yaz7w) fzz(%%?«',w) fzw(x7yaz7w)
fww(x7y7z7w) fwy(xay7zaw) fwz('x7yaz7w) fww(x7yuzaw)

Hf(z,y,z,w) =

3.4
Curvas com Parametrizacao Especial em uma Hipersuperficie

Nosso objetivo nesta secao ¢ particularizar o conjunto de equacoes obtidas
na secao anterior para uma curva com uma parametrizacao especial em
uma hipersuperficie implicita. Essa parametrizacao que proporemos seria uma
equivalente a parametrizacao local proposta no Teorema da Funcao Implicita.

Seja r : I ¢ R - R* uma curva paramétrica de classe C* tal que
r(z) = (z,y(x),z(x),w(z)). Suponha que r esteja sobre uma hipersuperficie
implicita f~1(0), onde f : U c¢ R* -> R seja também de classe C*. Como

f(r(z)) =0, temos que: .
Vf(r(x))-i(x) =0, (3-1)

V(@) i) = =(i(2))" Hf (r(2))t(x), (3-2)

Vi(r(x)) T(r)= —(f(x))T%(Hf(r(x)))i‘(x) =3(t(x)) Hf(r(x))i(z),
d d d (3-3)
Vf(r(z)) 't (r)= —(f(fﬂ))T% %(Hf(r(ff))))f(x)—5(f($))T@(Hf(r(ﬂﬂ)))i‘(iv)

=3(¥(2)) " H f (r(2))i(2) - 4(2(2))" H f (x(2)) ¥ (2). (3-4)
Na proxima secao, trataremos de forma mais direta dos cédlculos das
propriedades geométricas diferenciais para um ponto pertencente a uma curva

de intersecao de trés hipersuperficies implicitas no R*.
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3.5
Propriedades Geométricas de uma Curva Implicita no R*

Considere que as fungoes f:UcR* >R, g: UcR*>Reh:UcR* >R
possuem 0 como valor regular e que as superficies implicitas f~1(0), ¢g71(0) e
h='(0) se interceptam transversalmente. Seja C% , = {p € R*|f(p) = g(p) =
h(p) =0} a curva implicita no R* dada pela intersegdo dessas hipersuperficies.

Como as hipersuperficies se interceptam transversalmente, entao pelo

o(f,9,h)  9(f.g.h) O(f,g,h) 9(f.g:h

de zero num ponto py pertencente a curva C'JQ oht

menos um dos determinantes g deve ser diferente

Vamos supor, sem perda de generalidade, que %(po) # 0 num
ponto pg € C’]Qgh. Entao, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma curva

— . . 7 . 0
r(z) = (z,y(z), 2(x), w(r)) que parametriza localmente a curva implicita C} ,
numa vizinhanga em torno de pg = (g, Yo, 20, Wo ) -

Queremos agora calcular os vetores tangente, normal, binormal e trinor-
mal da curva r no ponto pg € C’Jq s @SSIM COMO as curvaturas generalizadas da

curva nesse mesmo ponto.

3.5.1
Calculo do Vetor ()

O vetor r(zg) é calculado resolvendo um sistema de 3 equagoes linea-
res com trés incognitas, a saber: §(xg),zZ(xo) e w(zg) (jJ& que r(z) =
(1,9(xo), 2(x0),w(xp))). Usamos a equagao 3-1 para montar esse sistema, que

fica da seguinte forma:

Vf(po) - t(xp) =0 fy(Po)  f2(Po) fu(Po) (o) ~f2(Po)

Vg(po) 1(20) =0 <= | g,(Po) 9:(Po) 9u(Po) || #(x0) |=]| —g=(Po)

Vh(po) - 1(x0) =0 hy(Po) hz(Po) huw(Po) w (o) ~h.(Po)
3.5.2

Calculo do Vetor ()

O vetor ¥#(xg) = (0,§(z0), Z(x0),W(z0)) ¢é calculado de forma semelhante, mas
agora utilizamos a equagao 3-2 para montar um novo sistema de equacoes

lineares:
Vf(po) - T(z0) = =(r(x0))" H f(Po)T(20)
Vg(po) - t(x0) = —(t(20))" Hg(po)t (o)
Vh(po) - ¥(20) = = ((0))" Hh(po)t (o)
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que na forma matricial fica:

95(Po)  9:(P0)  gu(Po) || Z(z0) —(#(x0))" Hg(po) £ (x0)

[ fy(Po)  f2(Po) fu(Po) H #(0)) ] [ ~(#(0))" H f(po) ¥(0) ]
hy(Po) h.(Po) hw(Po) (o) —(2(20))" Hh(po) T (20)

onde 1(xg) foi obtido resolvendo o primeiro sistema.

3.5.3
Calculo do Vetor T'(z9)

O vetor T'(zg) = (0,9 (x9), % (20),W(xg)) é também calculado de forma
analoga. Montamos um novo sistema de equacoes lineares utilizando a equacao
3-3:

Vf(po) - T (0) = —(8(x0))T 4 (H f(po))E(x0) = 3(2(x0)) T H f (po) T(0)
Vg(po) - T' (7o) = —(f(xo))T (HQ(PO))f(130) =3(1(20))" Hg(po) 1 (x0)
Vh(po) (1’0) = —(I'(-fﬁo))T (Hh(Po))i‘(xo) —3(f($0))THh(po) f(fco)

que na forma matricial fica:

|: fy(Po) f-(Po)  fu(Po) ][ .y.(ifo) ]

9y(Po)  9:(Po) 9uw(Po) [| Z(z0)
hy(Po) hz(pﬂ) hw(po) w(xo)

(8 (20))" 7 (H £ ((P0))) (o) = 3(E(w0)) " H f (o) £(0)
=((20))" 7 (Hg((p)))i(20) = 3((20))" Hg(po) (o)
—((20))" 7 (HA((P0))) (o) = 3(¥(20))" Hh(po) (o)

3.5.4
Calculo do Vetor ' (xg)

Finalmente, o vetor ' (zg) = (0, ¥ (xg), 2 (z0), W (x0)) é calculado resolvendo

o seguinte sistema de equagoes lineares dado pelo uso da equagao 3-4:

Vf(po)- r(fﬂo)z—(r(iUo))T (dx(Hf(po)))r(JUo) 5(1'(330))T - (H f(po))t(x0)
=3(¥(w0))" H f(po) E(z0) — 4(E(x0))" H f (o) T (o)
| V9(po) - T (x0) = ~((x0))" 7 (i (Hh(po)))E(w0) = 5(i(w0))" i (H (o)) ¥ (o)
—3(h"($0))THh(P0)h (w0) —4(2(0))" Hh(po) T (o)
Vh(po) - ¥ (20) = =((20))T & (& (Ha(po)))i(w0) = 5(t(20)) = (Hg(po)) £ (o)
=3( (o))" Hg(po) I(o) — 4(¥(20))" Hg(po) ' (o)
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que na forma matricial fica:

fy(Po)  f:(Po) fu(Po) Y (o)
9y(Po)  9:(Po) Guw(Po) Z(wo) | =
hy(Po) hz(Po) hw(Po) L @ (x0)

[ —(0(20)) " & (i (H f (90))E(0) = 5(8(20)) T 4k (H £ (Do) ¥ (0)~ |
3(#(z0))"H f(Po) £(x0) — 4(k(z0)) " H f(Po) T (o)
=((20))" 4 (& (HI(po)) )i (20) = 5k (20)) 75 (Hh(po)) ¥ (o)~
3(h”(»’170))THh(po) h"(l’o) = 4(2(20)) " Hh(po) T (20)
=((20)) " 25 (2= (Hg(po)))t (o) = 5(E(20))" £ (Hg(Po)) (o) -
3((20))" Hg(po) I(20) — 4(¥(z0))" Hg(po) T'(20)

3.5.5
Obtendo as propriedades geométricas

Encontradas as expressoes das derivadas de r até a 4% ordem na vizinhanca de
um ponto pg = r(zy), aplicamos o Teorema 2.2 para determinar as propriedades
geométricas diferenciais que desejamos nesse ponto. E importante lembrar a
ordem em que sao feitos os calculos até a obtencao das trés curvaturas ky, ks e
kgi

_ #(x0)
t(20) = o

bg(l'o) _ ”I"(zo) x¥(xo) x T'(z0)

r(zo) x1(zo) x T (x0)|’

_ ba(zo) xr(zo) x1(zo)
b1 (20) = 15, Goysetroy = Fao)

_ _bi(xo) xba(zo) xi(x0)
1(20) = [y (z0) ba(ae) < (z0)]

by (o) = <nGandie>

_ <bq (xo), r(£0)>
k2(20) = Tiao)[Hr(an)

_ _<ba(zo), ¥'(z0)>
k3(xo) = I£(20)[* k1 (zo) k2(20) *
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