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2
Propriedades geométricas de curvas parametrizadas no R*

Nesse capitulo trataremos dos conceitos basicos de geometria diferencial refe-

rentes a curvas parametrizadas no R*.

2.1
Curvas Parametrizadas

Uma curva parametrizada é uma aplicagao continua r : I - R” de um intervalo
I <R em R™. O conjunto imagem C = {r(¢) e R*|t € [} é chamado traco de r.
A aplicacao r é dita uma parametrizacio de C' e chamaremos t de parametro
da curva.

H=r(t :
r®)rlto) oviste, e
—to ,

A curva r ¢ dita ser diferencidvel em t = g, se lim; 4,
nesse caso o valor desse limite serd denotado por £ (%y) ou % (). O vetor (o)
é chamado de vetor tangente a curva r em t = t.

Se r ¢é diferenciavel em todos os pontos de seu dominio dizemos simples-
mente que ela é diferencidvel.

Podemos definir a funcao derivada de uma curva diferenciavel r como
sendo a funcdo 1 : I - R™ que associa a cada tg € I o vetor derivada 1(t).

Quando existir o valor da derivada da fungao (¢) no ponto t = tg, dizemos
que ele é a sequnda derivada de r em £y, nesse caso esse numero serd denotado
por ¥(tp).

Derivadas de ordem superiores em cada ponto t € I sao obtidas de forma
analoga, quando existirem.

Se r possui derivadas até ordem k e elas sao continuas em todos os pontos
de seu dominio, entao dizemos que ela é de classe C¥.

Uma curva é dita ser suave se ela possui derivadas de todas as ordens
em todos os pontos de seu dominio.

Uma curva r de classe C¥ é dita ser regqular de ordem m se os m vetores

derivadas de r,
dr d?r dmr
{E’@"“’dt_m},
em qualquer ponto de seu dominio sao linearmente independentes.
Em particular, uma curva r de classe C! é regular se para qualquer ponto

de seu dominio a norma do vetor tangente nunca ¢é igual a zero.
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2.2
Reparametrizacao da curva

O trago de uma curva r pode possuir diversas parametrizagoes. A geometria
diferencial estuda propriedades das curvas que sao invariantes a reparame-
trizagoes. Por isso, seria interessante definir uma relacao de equivaléncia entre
as diversas parametrizacoes de um dado trago.

Duas curvas paramétricas de classe C*, ry : [y - R* e ry : [, -» R", sao
equivalentes se existe uma bijecao ¢ : I; — I tal que fli—(f(t) #+0, para todo t e [}
e ra(p(t)) = ri(t). Nessas condigoes, dizemos que ry é uma reparametrizagao

de I

2.3
Comprimento de Arco

Sejam r : I — R™ uma curva continuamente diferencidvel e [a,b] ¢ I um

intervalo fechado. O comprimento de arco de r no intervalo [a,b] é definido

por:
b
1= [ i) ldu,
a
onde | - || representa a norma euclidiana do vetor.

Para uma curva regular r : [ - R” de ordem C¥, k > 1, e para um nimero

to € I, podemos definir a funcao s: I - R"™ como

s(h) = [ il

Como [t(-)| é uma funcao continua, entdo s é uma funcao diferencidvel e
s(t) = [e@®)]-

Ao escrever T(s) = r(t(s)), onde t(s) é a inversa de s(t), dizemos que a
curva T esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Derivando r(s) em rela¢ao a s, obtemos:

dr : dt . 1 r(t(s))
——(8) =(t(s)) - —=(s) =0(1(s)) - G = = 7= :
ds ds G(s)  IeC(s)]
Isso implica que |4 (s)| = 1 para todo s.
Por outro lado, se a curva r tem |#(¢)| = 1 em todos os pontos t de seu

dominio I, entao ela esta parametrizada pelo comprimento de arco, pois para
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quaisquer to e t em I o comprimento de arco de r em [tg,t] vale

¢
s(t):fldu=t—t0.
to

" para denotar a derivada em

Daqui por diante, usaremos a notagao
relacao ao comprimento de arco e " para denotar a derivada em relacao a um
parametro qualquer.

Vale observar que toda curva regular pode ser reparametrizada para obter
velocidade unitaria, ou seja, para se tornar parametrizada pelo comprimento

de arco (1).

2.4
Teoria Local de Curvas no R* Parametrizadas pelo Comprimento de Arco

Seja r: I ¢ R - R* uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco. Denotamos por t(s) = r'(s) o vetor tangente unitario da curva r em s.
Como [r'(s)| = 1,isto é <r'(s),r'(s) >= 1, temos, ao derivarmos ambos o0s

membros da igualdade anterior, que:
<r’(s),r'(s) >+ <1'(s),r"(s) >= 0.

O que implica em:
<r'(s),r"(s)>= 0.

Estabelecemos que r”’(s) esta na direcao do vetor que denominamos vetor
normal unitdrio n(s) (veja Figura 2.1). Com isso, podemos definir uma fungao
diferencidvel k; : I — R, tal que r”’(s) = ki(s)n(s). Chamamos o nimero real
ki(s) de curvatura da curva r em s € I. A curvatura ki(s) nos fornece uma
medida do quao rapidamente uma curva se afasta, em uma vizinhanca de s,

da tangente em s.
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Figura 2.1: O vetor tangente e normal a curva r em s.

Se aplicarmos o produto escalar com r”(s) em ambos os membros da

equagao r”’(s) = ki(s)n(s), obtemos que
k3 (s) =<r"(s),r"(s) >.

Em resumo, até agora, obtivemos trés expressoes para o calculo das

primeiras propriedades geométricas diferenciais de uma curva, sao elas:

() = t(s),
(s = k1 (s)n(s),

ki(s) =<r"(s),r"(s)>.

Para obter outras propriedades geométricas interessantes para curvas no

R™ é necessario definir a famosa base movel de Frenet-Serret.

2.4.1
Férmulas de Frenet-Serret

Ser:I — R” é uma curva de classe C**!, regular de ordem n e para-
metrizada pelo comprimento de arco, entao a base movel de Frenet-Serret no
R", denotada por {e;(s),ei(s),...,e,(s)}, é obtida pela aplicacao do processo
de ortogonalizagao de Gram-Schmidt nos vetores r/(s),r"(s),...,r("(s). Essa
base é portanto abtida da seguinte forma:

ei(s) =

3 rII(S)_<rH(S)7el(3))61(5)
€2(8) = (o)< (sy e (1501 )]

0 (6)="S <x(®) () 0 (s)>e: (s)
i=1

ek(s) = k-1
[x(F) (8)_1';1 <r(¥) (s),e;(s)>e;(s)]
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O teorema a seguir constitui uma das principais ferramentas de deter-

minacao das formulas de Frenet-Serret para curvaturas de ordem superior.

Teorema 2.1 Ser : I -» R™ € uma curva de classe C™, regqular de
ordem n e parametrizada pelo comprimento de arco, entao para qualquer

s el tem-se que:

ef(s) 1 [ 0 k1(s) 0 0 ][ ei(s)
el (s) —-ki(s) 0O ka(s) 0 es(s)
e _1(s) 0 0  —kna(s) 0 kn-1(s) e,-1(8)
e(s) | | O 0 —kn1(s) 0 || en(s) |

Em particular para as curvas no R* podemos denotar a base mdvel
de Frenet-Serret como sendo {t(s),n(s),bi(s),ba(s)}, onde chamamos esses
vetores, repectivamente, de vetor tangente, vetor normal, vetor binormal e
vetor trinormal de r em s. Aplicando o Teorema anterior, obtemos a lista

completa das quatro férmulas de Frenet-Serret para curvas no R*:

t/(s) = k1 (s)n(s) (2-1)

n'(s) = —k1(s)t(s) + ka2(s) bi(s) (2-2)
b (s) = —ka(s)n(s) + k3(s)ba(s) (2-3)
b3(s) = —ks(s)bi(s) (2-4)

Como observacao, as curvaturas generalizadas (ou curvaturas de Frenet-Serret)

sao definidas pela expressao:
ki(s) =<ei(s),ei1(s)> com1<i<n-1.

Uma vez determinadas as férmulas de Frenet-Serret, nosso objetivo agora
é encontrar as expressoes das curvaturas ki(s), ko(s) e k3(s) para uma curva
r no R* parametrizada pelo comprimento de arco em termos de suas funcoes
derivadas até a 4% ordem. A razao é que os dois métodos numéricos a serem
propostos no capitulo 4, na realidade, calculam aproximagcoes para essas quatro

derivadas.
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2.5
Obtendo as propriedades geométricas de curvas no R*

25.1
Os vetores tangente e normal e a curvatura k;

Aplicando o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt nas duas primeiras
derivadas da curva r parametrizada pelo comprimento de arco, podemos obter
novamente as férmulas das primeiras propriedades geométricas que foram

calculadas na secao 2.4:

t(s) =r'(s), (2-5)

~ I'”(S) .
Rk 25)

ki(s) =< t'(s),n(s) >= [r"(s)] (2-7)

e que:

2.5.2
O vetor binormal e a curvatura k,

Agora, o objetivo é determinar uma expressao para o vetor binormal by
e para ko em cada ponto da curva r(s).

O vetor by é definido como sendo:

r'(s)-<r"(s),t(s) > t(s)- <r”(s),n(s) >n(s)
e (s)— <1 (s),t(s) >t(s)— <r"”(s),n(s)>n(s)]|

bl(S) = (2—8)

Para obter ko(s), inicialmente derivamos a expressao r'(s) = k1(s)n(s):
r'"(s) = k1(s)n(s) + ki (s)n'(s)

Y (s) = K (s)n(s) + k1 () (<k1 (5)t(s) + ka(s)bi(s)
() = ~K2(s)6(s) + K1 (s)n(s) + k1 (s)ka(s)bi(s)

Com isso, podemos obter kf(s) através do produto escalar de cada um dos

termos da identidade anterior com n(s). Assim,

<r"(s),n(s) >= —ki(s) <t(s),n(s) > +ki(s) <n(s),n(s) > +ky(s)ks(s) <n(s), by(s) >.
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Que nos da:
ki(s) =<r"(s),n(s) >

Com esse resultado, podemos determinar uma férmula para ks(s):

<r"(s),bi(s) > = —ki(s) <t(s),bi(s) > +k{(s) <n(s),bi(s) > +ki(s) ka(s) <byi(s),bi(s) >.

Logo,

<r'"(s),bi(s) >

Fals) = ki(s)

(2-9)

Para obter o vetor trinormal by de forma mais simples podemos utilizar

o produto vetorial no R* que serd definido a seguir.

2.5.3
O produto vetorial no R*

Sejam 3 vetores u,v,w € R*. Obtenha uma matriz Cs,4 onde as linhas de C
sado constituidas pelos vetores u, v e w. Assim, C' = [uv w]’.

Seja ¢; o determinante da matriz 3 x 3 obtida eliminando-se a j-ésima
coluna de C. O produto vetorial dos 3 vetores u, v e w é representado pelo
vetor:

UXVXW=[61 ,—Co ,C3 ,-C4]€R4.

Exemplo: Sejam u = (1,0,0,1), v =(0,0,1,0) e w = (2,1,1,0). Temos

que
1 0 01
C=10010
2110
0 01 1 01 1 01 1 00
ci={0 1 0]=-1,c=10 1 0f=-2,¢c3=10 0 0[=0ecy=]10 0 1
1 10 210 210 2 11

UXVXW=[cy, —Co, 3, —c4] =(-1,2,0,1)
Algumas propriedades:

1. Se os vetores u, v e w sao linearmente independentes, entao o vetor

uxvxw éortogonal a u, v e w individualmente;

2. Se os vetores u, v e w sao linearmente dependentes, entao o produto

vetorial u x v x w = 0;
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3. Seja A € R-{0}, entdo AM(uxvxw) = (Au) xvxw=ux (A\v) xw =

uxvx(Aw).

2.5.4
O vetor trinormal e a curvatura ks

O vetor trinormal by(s) pode ser obtido da seguinte forma:

r(s) x1(s) x ()

PO @) () o)l

(2-10)

pois, por defini¢ao, ele deve ser ortogonal ao espago gerado por esses trés
vetores, que é o mesmo espago gerado por {t(s),n(s),bi(s)}.

Podemos também utilizar essa mesma estratégia do produto vetorial para
obter uma outra forma de calcular o vetor binormal b;. Ja& que temos, para

cada s, os vetores r’ e r”’, entao o vetor by é também dado por:

by(s) xr'(s) x r”(s)
[ba(s) xx'(s) xx”(s)]

bi(s) - (2-11)

Para calcular k3(s), vamos calcular r®)(s) que é obtida substituindo as

formulas de Frenet-Serret na derivada da expressao:
r"(s) = —k¥(s)t(s) + k1 (s)n(s) + k1(s)ka(s)by(s).

Assim,
v (s) = =2k1(s) k1 (s) t(s) + (k7 (5)) t'(5) +
ki (s)n(s) +ky(s)n'(s) + (k(s) ka(s)+

ki(s) ky(5)) bi(s) + ka(s)kz(s)by (5) =

() (s) = =2k (s) ky(s) t(s) = k7 (s) ka(s)m(s)+
klll(s) n(s) +ki(s) [-ki(s) t(s) + ka(s)b1(s) ] +

k1(s)ka(5)ba(s) + K (s)ka(s) [ ~ka(s)n(s) + ka(s)ba(s)] =

r(")(s) = ~2k1(s) ky(s) t(s) -~ ki(s) n(s)+

ki (s)n(s) —ky(s) ki(s) t(s) + ki (s) ka(s)bi(s) +
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k1 (s)ka(5)bi1(s) + ki(s)ka(s)bi(s) — ki(s)k3(s)n(s) +

/ﬁ(S)k’Q(S)kg(S)bQ(S) >

r()(s) = =3k (s) by (5) 6(s) + [k (s) + ki (5) = Ky (5) ka(s) In(s)+

[2k1(5) ka(s) + ka(s) ka(s) Ibu(s) +
kl(S)kQ(S)k’g(S)bg(S).

Finalmente, k3(s) é obtida fazendo o produto escalar de cada um dos

termos da expressao anterior com by(s). Assim,
<t (5), by(s) > =

—3k1(5) ky(s) <t(s), by(s) > +
[—Fk(s) + Ky (5) = k1(s)k3(s) ] <n(s), ba(s) > +
[2k1(5) ka(5) k1 (5) ka(s) ] < bi(s), ba(s) >+
ki(s) ka(s) k3(s) < ba(s), ba(s) >.
Portanto,

< ™) (s), by(s) >

Fa(s) = K (5)ka(s)

(2-12)

Ficam portanto, definidas todas as propriedades geométricas diferenciais

de uma curva r(s) parametrizada pelo comprimento de arco.

2.6
Teoria Local de Curvas no R* Parametrizadas de Forma Arbitrdria

Vimos nas se¢oes anteriores como obter as férmulas de Frenet-Serret para uma
curva r(s) parametrizada pelo comprimento de arco. Nesta se¢ao, mostraremos
como obter as expressoes das férmulas de Frenet-Serret para uma curva com
parametrizacao arbitraria, digamos h(t).

Sabemos que toda curva regular pode ser reparametrizada para ter vetor
tangente unitario.

Digamos que h: (a,b) - R?* seja uma curva regular com parametrizacao
h. Seja r: (¢,d) - R* uma reparametrizacao de h pelo comprimento de arco.

Podemos escrever que h(t) = r(s(t)) onde s(t) é a fungdo comprimento de arco.
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Seja v = {t(s), n(s), bi(s), ba(s) } a base ortonormal de Frenet-Serret para
a curva r(s). Seja ¢ = {t(¢),n(t),b1(t),bs(t)} a base ortonormal de Frenet-

Serret para a curva h(t). Definimos, entao, o seguinte conjunto de expressoes:

ki(t) = ki(s(t)), i = 1,2,3
t(t) = t(s(t))

n(t) =n(s(t))

bi(t) = bi(s(t))

by (t) = ba(s(t))

Seja h: (a,b) - R* uma curva de classe C* regular com parametrizagao
arbitraria. Seja r : (¢,d) - R* uma reparametrizagao de h pelo comprimento
de arco. Considere que v(t) = [h(t)| = 5(t). Como h(t) = r(s(t)) onde s(t) é a
funcao comprimento de arco, entao as formulas de Frenet para a curva h sao

dadas por:
4 (§(t)) = v(t)k (£)n(t)
4 (q(t)) = —o(t)ky (£)E() + () ka ()b (1)
4 (by(t)) = —v(t)ka()0(t) + v(t)ks(t)bo(t)
4 (by(t)) = ~v(t)ks(t)by(t)

Uma vez obtidos os vetores tangente, normal, binormal e trinormal que
caracterizam a base de Frenet no R* para uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco, precisamos determinar as expressoes para as derivadas
até a quarta ordem de uma curva h com parametrizacao arbitraria. Como
h(t) =r(s(t)), obtemos que:

h'(t) = v(t)t(t)
Derivando a expressao anterior, temos a segunda derivada que é dada por:
h'(t) = %(t)t(t) + 02 (1)K (t)n(t)
Derivando novamente, encontramos uma expressao para a terceira derivada:
(1) = 22 (1)~ OROTEC) + B0 Ok (1) + () B (1))

+03 () k1 (t) ka2 (1) by ()
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Derivando mais uma vez obtemos finalmente uma expressao para a quarta

derivada:

dkl(t)

hO (1) = [ 20060 2 (1) ()~ () P i 1)+ L) T2 ) 1)

d’“(t) VORI 3R 0O (1) 2 T8 (t) o () ()R ()

[GUQ(t)—(t)kl(t)b(t) + 2v3(t)—(t)k2(t) + vg(t)kl(t)%(t)]bl( t)

+0t () k1 (8) ko (8) k3 (£) b (t)

+57}(t) (t)

A seguir, destacamos o principal teorema que sera utilizado neste trabalho:

Teorema 2.2 Se h : (a,b) > R* € uma curva de classe C* e reqular,

entdo vale para qualquer t € (a,b) que:

h(t)
@]’

h'(t) xh"(t) xh"(t)
[b'(2) x h"(t) x (1)
by (t) x h'(t) x h”(t) .
[ba(t) x () x h(t)|"
b (t) x ba(t) x h'(t)
[b1(t) x by(t) x ' (2)]
Fa(t) = < ﬁ(t),h”(;f) >
[b(8)]
<bi(t),h"(t) >

INOINAG!
< by(t),h@)(t) >
[b () |4k () ka ()

t(t) =

Bz(t) =

by (t) =

n(t) =

I

ka(t) =

ks(t) =
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