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5
Representacao de variedades implicitas e Particao da Unidade

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar um método construtivo
para aproximar uma variedade implicita e, utilizar essa aproximacao para
realizar uma regressao. Muitos estudos tém sido feitos para reconhecimento
de formas e objetos, os quais utilizam métodos implicitos para reconstrucao
de curvas e superficies a partir de dados esparsos . Tasdizen et al. em (70)
apresenta um método de ajuste linear baseado em ridge regression para
representar formas e utiliza curvas algébricas. Na dissertacao de Arouca (2),
propoe-se um método implicito para reconstrucao de curvas, que emprega
a particao da unidade para obter uma aproximacao global a partir das
aproximacoes locais. A solucao de decompor o dominio e aproximar os dados
em cada subdominio separadamente e, entao, juntar essas solucoes locais para
obter uma descri¢ao global do objeto, foi proposta no trabalho de Ohtake et
al.(49), que apresentou um método implicito para reconstrucao de superficies
em R3, chamado Multi-level Partition of Unity Implicits ou MPU. Uma nova
proposta para a reconstrucao de superficies no R? é estudada em Mederos et al.
(42), a qual se baseia no método MPU, mas utiliza ridge regression e técnicas de
weighted gradient one fitting. J4 Macedo, em sua dissertagao (1), apresenta um
método para reconstrugao de superficies baseado em Fungoes de Base Radial
Hermite Implicitas (HRBF Implicits). Em termos de visualizagao, o artigo
de Vital Brazil et al. (9), apresenta técnicas de renderizagao de superficies
implicitas em diferentes estilos de caneta e tinta (pen-and-ink) e a dissertagao
de Azevedo (3) apresenta ainda um método para visualizacao por pontos de
superficies implicitas no R* com técnicas parecidas.

Neste trabalho, estamos interessados no estudo de variedades M de di-
mensao m, as quais sao subconjuntos de espacos euclidianos R". Considerare-
mos m=1,2,...,n— 1. O caso m = 0 implica apenas na presenca de pontos
isolados em R”, assim, nenhum calculo pode ser feito, ja o caso m = n signi-
fica que se tem um conjunto aberto M em R" e, dessa maneira, M e R" sao

localmente os mesmos. Temos que:

e m = 1 implica em variedades de dimensao 1, “curvas”;
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e m = 2 implica em variedades de dimensao 2, “superficies”;

e m = n — 1 implica em variedades de dimensao n — 1, chamadas de

“hipervariedades”

Incialmente, trabalharemos com hipervariedades. Um exemplo de hiper-

variedade é a esfera unitaria em R" :
S(0,1) = {x[x e R" || x [|=1}

Considerando m = n — 1, vamos obter a descricao implicita dessa

variedade como em Jones (28).

Teorema 5.1 (Teorema da Fungao Implicita para Hipervariedades). Suponha
que a hipervariedade M C R™ € descrita como o conjunto de nivel F(x) = 0,

onde F : R" — R € de classe C' e VF(x) # 0,Vx € M. Sejax, € M. Suponha
que %(xo) # 0. Entao existe g : R® — R de classe C' tal que para todo x em

uma vizinhanga suficientemente pequena de X,
F(X) =02 = 9(3317 ey Tie1s L1y - - - axn)'

Teorema 5.2. Dada uma hipervariedade M C R"™, descrita como o conjunto
de nivel {x € R"|F(x) = 0}, onde VF(x) # 0,V x € M. Entao VF(x) €
unicamente determinado por M, a menos de um multiplo escalar nao nulo (o

qual pode ser uma fung¢do de x.)

Vamos definir vetores tangentes a variedade. Seja M C R"™ uma variedade
e considere xy € M. Vamos definir os vetores tangentes a M em x,. Para isso,

considere curvas que estao na variedade.

Definicao 5.1. Considere todas as curvas v : R — R" que satisfazem:
y(t) € M,V t; v(0) = xq,v € de classe C'. Entao o vetor velocidade v'(0) ¢é
chamado vetor tangente a M em xo. Note que v'(0) € R"™. O conjunto formado

por todos esses vetores é chamado o espaco tangente a M em Xy e é escrito
por Ty, M.

Teorema 5.3. Seja M uma hipervariedade em R™, descrita implicitamente
como um conjunto de nivel F(x) = 0, onde F ¢ de classe C' e VF(x) #
0,Vx € M. Entao:

Ty ,M = {h € R*|VF(xo)h = 0}

Em particular, Tx,M € um subespaco de dimensao n —1 em R"™.
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M

Figura 5.1: T,M

Uma variedade M C R" de dimensao m, 1 < m < n—1 sera (localmente)
representada como a intersegao de (n —m) hipervariedades dada pelo conjunto
de nivel zero de uma fungao: F' : R* — R"™ onde o inteiro (n —m) é
frequentemente chamado a codimensao de M. Portanto, queremos descrever
M localmente como o conjunto de todos os pontos x € R" satisfazendo as
equacoes:

Fi(x)
Fy(x)

0
0

Fom(x)=0
onde F': R* — R ™,

Assumimos que cada funcao F; é pelo menos de classe C! e que os
gradientes V F;(x) sao linearmente independentes para qualquer x € M. Para
exemplos da necessidade de cada uma das restrigoes, veja (28), que também
apresenta a representacao explicita e paramétrica de M e a equivaléncia entre
essas representagoes.

Dadas as hipdteses a serem consideradas ao se definir implicitamente uma

variedade, vejamos a definicao seguinte.

Definicao 5.2. Seja M C R™ uma variedade de dimensao m, 1 <m <n—1.
Suponha que em uma vizinhanga de qualquer ponto xXg € M existam funcoes

Fi,...,F,_,, de classe C' tais que:

e prozimo a Xg, X € M < Fi(x) =0 para 1 <i<n—m.

e VFi(x0),VFy(Xq),...,VE,_m(Xo) sdo linearmente independentes.
entio M ¢ uma variedade implicita.

A condicao de independeéncia linear pode ser considerada na forma da

matriz jacobiana. Assim, DF' deve ter posto méaximo. Podemos escrever:
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Fi(x)
F5(x
Fe=|
Frm(x)
onde F': R — R* ™ Entao:

OF(x)/0xy ... OF\(x)/0z,
DF(x) = : :
OF,_m(x)/0x1 ... OF,_(x)/0x,

representa a matriz jacobiana de F. A matriz é (n —m) x n e deve satisfazer a
condicao de que em x = X suas linhas devem ser linearmente independentes.
O teorema a seguir é uma generalizacao do teorema 5.1, o qual foi descrito

para hipervariedades.

Teorema 5.4 (Teorema da Funcao Implicita). Seja 1 < k <n —1 e suponha
que F : R® — R* € de classe C' em uma vizinhanga de xo com F(xq) = 0.
Suponha ainda que a matriz jacobiana DF (xq) tenha posto mdzimo (igual a k).
Entao existem k colunas de DF (xo) linearmente independentes. Para facilitar
a notacao, suponha que as ultimas k colunas sao linearmente independentes
e representaremos R™ = R™ x R*. Assim, pontos em R™ serdao representados
como X = (1, ..., Tmy Tl .-, Tn) = (X;X"). Portanto, existem k fungoes

unicamente determinadas:
g R" =R, 1<i<k,

de classe Ct prézima ao ponto x5, tal que para todo x em alguma vizinhanga
d@ X,
F(x) =04 Zpmyi = gi(X'), paral <i <k.

Ademais, se F' ¢ de classe C', entdo g; € de classe C',V1 < i < k.

A conclusao do teorema nos mostra que conseguimos resolver o sistema
de equagoes F(x) = 0 para k das coordenadas em termos das outras m
coordenadas. Ademais, a variedade M tem sua representacao implicita dada

por:
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Considere a notagao do espago tangente a variedade M em x¢ : Ty, M,

que implicitamente ¢ dado por:

heTyM << VFi(xo)h=0,V1<i<k. (5-1)
Como os vetores normais V Fj(xy) a cada hipervariedade i sdo linearmente

independentes, tem-se que Tx,M é um espaco vetorial de dimensao m.

5.1
Aproximacao da variedade implicita

Dados X = {xi,...,xy} € R", N pontos de uma variedade M de
dimensao m, a qual sera denotada por M™. Suponha que também conhecamos
o espago tangente a variedade em cada ponto x;, 1 < ¢ < N. Queremos
obter uma aproximagao para as funcoes Fi, ..., F,_,,, as quais devem ser, pelo
menos, de classe O e satisfacam as hipdteses da definicao 5.2, isto é, devemos

ter:

o Fi(x;)=0,1<i<n-mel<j<N;

o VFi(x,),VFy(x;),...,VF,_,(x;) sdo linearmente independentes para
todo x; € M,1 < j < N.

Para obter uma aproximacao para essas funcoes utilizaremos polinomios

multivariados (n varidveis) de grau d:

PY(x) = E Qjy gy
31,3253 >0
0<s1 4 in<d

O teorema a seguir fornece o nimero de coeficientes necessarios para

descrever um polinomio de n variaveis e grau d.

Teorema 5.5. Considere a notacio I1;(R"™), que denota o espago de po-
linomios de m varidveis e grau absoluto no mdzimo d e N&, que tem como

componentes multi-indices representados por a = (v, . .., aq)T.

1. Os mononimos v — x*,x € R" a € N&, sio linearmente independentes.

2. dim T4(R") = (” * d) _ [+ dt

A demonstracao pode ser obtida em Wendland (79).
Utilizaremos uma notacdo para o polinémio P@(x), que generaliza a

adotada para curvas algébricas por Tasdizen et al (70) e Arouca (2).
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onde

e ac R é o vetor de coeficientes:

(A1 o )OS 101 oot dn <d (5-2)

e v € R é o vetor dos monoémios:

n
(>0, iuso<is 4tusa: (5-3)

=1

e A dimensao desses vetores é [ = M
nld!

A aproximacao de cada uma das fungoes Fj(x) serd feita utilizando
polinémios e deverd satisfazer a restricao Fj(x;) = 0, 1 < j < N. Assim,
uma maneira simples para alcangarmos tal objetivo serda minimizar a distancia
algébrica sobre o conjunto de pontos dados {xi,...,xy} € R™ com o critério
de minimos quadrados, isto é, determinar os coeficientes de (Pi(d)) de maneira
que a soma da distancia algébrica de cada um dos N pontos a variedade seja
a menor possivel. Em outras palavras, buscaremos minimizar:

N
Ctotal; = Z(R(d) (Xj))27 X e R" (5_4)

Jj=1

)

Utilizando a notagao vetorial de Pi(d em 5-4 temos:

N
€total; = at<z Vjv;)a (5_5)
j=1

onde a e v sao como descritos em 5-2 e 5-3, respectivamente.

Para melhorar a notagao, definimos:

e A matriz M de tamanho [ x N:

M=[v; vo ... vxn|.

e A matriz dispersao dos monomios:

N
S=MM' =) v,v! (5-6)
j=1
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A fim de evitar a solugao trivial para o problema de minimizacao
proposto, uma restricio tal como || a ||?= 1 ¢ imposta e o problema de

minimizagao pode ser reescrito como:

mina{a’Sa},

sujeito a: || a||*=1

A solugao para o problema de minimizagao descrito é dada pelo autovetor
unitario de a associado ao menor autovalor de S. Tasdizen et al. (70) aponta
alguns problemas com o método de minimos quadrados cléssicos, o qual nao se
mostra 1til para representacao de formas. Para solucionar tal problema, uma
outra aproximagcao baseada no gradiente do polindmio é apresentada, num
algoritmo chamado Gradiente One Fitting. A proposta consiste em restringir
o gradiente polinomial em cada ponto a ser perpendicular as tangentes locais,
além de possuirem norma unitaria. Tal modificacao faz com que o conjunto
de nivel zero do polindmio respeite a continuidade local do conjunto de dados.
Dessa maneira, dois novos termos sao adicionados a 5-5. Como o problema
estudado em (70) se referia a curvas no R?, vejamos como fica o problema

restrito a esse caso.

Dados:
o X ={xy,...,xy} € R% N pontos amostrados de uma curva planar C;
o 7 ={ti,...,tx} € R? conjunto de vetores tangentes unitdrios a curva
C;
e N ={ny,...,ny} € R% conjunto de vetores normais unitérios a curva
C;
op(d) x
o VPW(x) = (8?3’”(5) N > ; gradiente de P4 em x.
Oxo

Portanto, a funcao a ser minimizada fica da seguinte forma:
N

egraa = Y _{(P(x))* + p(n{VPD(x) = 1)* + u(t; VPO (x))’} (57
j=1

onde p é o peso que se da aos dois novos termos.
Definem-se algumas matrizes e vetores para facilitar a representacao.

Utilizando a representacio vetorial de P em 5-5 tem-se:

e O vetor gradiente VP :

VP = V(via) = (D)) a. (5-8)
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(24+d)!  (d+1)(d+2) 4

onde a matriz Dj de tamanho [ X 2 com [ =

2ld! 2
dada por:
D; = (g% gi) (5-9)
e A matriz Sy de tamanho [ x [ :
N
Sx =Y D;n;n!D! (5-10)
j=1
e A matriz St de tamanho [ x [ :
N
Sr =) Djt;t'D! (5-11)
j=1
e O vetor gn de tamanho [:
N
gn =) Djn, (5-12)
j=1
Assim, o problema de otimizagao 5-7 fica:
mina{egraa} = mina.{a'Sa + pa'Sna + a'Sra — 2ua‘gn} (5-13)

A solugao do problema é obtida resolvendo-se o seguinte sistema de

equagoes lineares:
(S+ (S + St))a = ugn. (5-14)

Descrevemos o problema de aproximar uma curva no R? como resolvido
em (70). Em (42), é feita uma modificagdo no método gradient one fitting para
reconstrucao de superficies no R3. Nessa dissertacdo, tratamos o problema
de representar uma variedade implicita M™, onde 1 < m < n — 1, ou seja,
generalizaremos os casos anteriores para lidar com outros tipos de estruturas
além de curvas e superficies e até mesmo com essas estruturas em outros
espacos além do R? e R3, respectivamente.

Temos como conjunto de dados de entrada as seguintes informacoes:

e a dimensionalidade m da variedade M que queremos aproximar;
e conjunto de pontos X = {xy,...,xy} € M C R";

e 0 espago tangente a variedade em cada ponto, conforme dado em 5-1,
isto é, T = {Tle, TXQM, ceey TxNM}; onde Tx].M = {tjl,tjg, R ,tjm}

e cada tj,,0 < j <N, 0 < h <méum vetor tangente unitdrio.
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Sera feita uma modificacao no método Gradient One Fitting de forma a
ajustar as informacoes disponiveis e satisfazer as restricoes em 5.2.

Cada uma das (n — m) fungoes F;(x) serd obtida pela aproximagcao de
um polindomio em n varidveis e grau d cujos coeficientes serao obtidos de
maneira minimizar a soma da distancia algébrica de cada um dos N pontos a
variedade. Dada a informacao das tangentes, também sera adicionado o termo
que restringe o gradiente do polindmio em cada ponto, para que o mesmo
fique perpendicular ao espaco vetorial tangente, em cada ponto. Para que o
problema tenha solucao nao trivial também ¢é adicionada a restricao de que a

norma dos coeficientes é 1.

Defina: N
St =3 (S, Dyttt D! ) (5-15)
j=1
|
onde a matriz Dj de tamanho [ x n, ([ = %) , ¢ dada por:
n!d!
Dy = (G2 Gu .. 2u) (5-16)

Assim, o problema de minimizacao fica descrito do seguinte modo:

mina{a'Sa + pa’Sra}, (5-17)

sujeito a: | a|*=1

Com o uso do multiplicador de Lagrange A, o problema de otimizacao

condicionado torna-se:

mina{a'Sa + pa’Sra + \(a'a — 1)} (5-18)

Chamamos M = S + uSt. Assim, o problema fica reescrito como:
ming{a'Ma + \(a'a — 1)}

A solucao é dada pelo autovetor unitario de M associado ao seu menor
autovalor.

Para obtermos aproximagcoes distintas das fungoes Fj(x;), também pre-
cisamos incluir outra informacao e, para isso, devemos considerar a hipotese
de que VFi(x;), VFy(%;), ..., VF,_,(x;) sao linearmente independentes para
todo x; € M,1 < j < N. Para tentar obedecer a restricao de que os gradien-
tes sejam linearmente independentes, vamos for¢ar o ajuste de maneira que os

gradientes polinomiais sejam ortogonais entre si, isto é, devemos ter:
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d d .
VP (x).VP(x) =0, Vqg#r; qre{l,2,...,n—m} (5-19)

A implementacao sera feita por meio de um algoritmo sequencial. Des-

Creveros OS pasSosS:

1. Para obter uma aproximagao para Fj(x), resolvemos o problema 5-17 e

obteremos os coeficientes do polindémio.

2. Para obter uma aproximacdo para F5(x), acrescentamos o termo:
VPl(d) (X).VPZ(d) (x), onde Pl(d) foi determinado no passo 1. Para descrever

o problema, definamos:

o N = VP (x;) o vetor gradiente unitario do polinémio obtido no
passo 1 calculado em x;.

e O vetor gradiente VPQ(d) determinado em 5-8:
VP = V(via) = (D;)'a,

onde D; ¢ obtido de 5-16.
e A matriz Sy de tamanho [ x [ :

N
_} : ot Tyt
SN = D]nljnlij

Jj=1

Assim, o problema fica descrito por:

mina,{a'Sa + pa’Sra + pa’Snal, (5-20)

sujeito a: || a [|*=1

3. Para obter uma aproximagao para F3(x), devemos ter VPéd) (x) orto-
gonal a VPl(d) (x) e VPQ(d) (x), os quais serao denotados por n; e ny,

Ve Pg(d) foram obtidos nos passos

) . d
respectivamente. Os coeficientes de Pl(
1 e 2, respectivamente. O problema de minimizac¢ao ¢ o mesmo do caso

anterior, porém com a matriz Sy modificada. Denotemos:

2 N
1 \j=1

=
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4. O processo para determinar uma aproximacao para Fy(x),..., Fy_n(x)
¢ andlogo. Vamos obter uma aproximagao para F,_,,(x). Denotando
os vetores gradientes de 1,...,n — m — 1 pelo conjunto N =
{ny,ny,...,n,_,, 1}, teremos o mesmo problema de minimizagao, mas,

com a matriz Sy descrita por:

n—m—1 N
SN = Z < DjIlm’l’lZDE-) .
j=1

i=1

Algoritmo 2: Aproximacgao da variedade implicita

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710710/CA

Dados:

e a dimensionalidade m da variedade M que queremos aproximar;

conjunto de pontos X = {xy,...,xy} € M C R";

e 0 espaco tangente a variedade em cada ponto, conforme dado em 5-1,
isto é, T = {Tle, TX2M, ceey TXNM}, onde Tx].M = {tjl,tjg, . ,tjm}

e cada tj,,0 < j <N, 0<h<méum vetor tangente unitdrio.

d: grau do polinomio

1 : peso dado aos termos St e Sy

1. Calcule:

e S como em 5-6;
e S; como em 5-15;

e A matriz D; como em 5-16

2. forie[l,n—m]:
ifi=1:
Obtenha os coeficientes a; de Pl(d) resolvendo 5-17.
else:
Calcule:

i—1 N

t=1 \j=1

Obtenha os coeficientes a; de Pi(d) resolvendo 5-20.
P (x) « a'Sa;.

(2

n; < VPi(d) (x) calculado como em 5-8.
Caleule ny; + VP (z;)/ || VPP (x)) ||, ¥Y1<j<N.
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Para realizar a aproximacao descrita, serd implementado o método
da particao da unidade, com o objetivo de particionar o dominio e obter
aproximagoes locais para a variedade, e, combiné-las a fim de conseguir uma
aproximacao global. Para a subdivisao do dominio serao apresentadas duas
alternativas: uma particao no R" chamada de particao 2" —tree ou malha 2"-
adica, e uma subdivisao do dominio que se baseia no particionamento binério

do espacgo (Binary Space Partitioning ou BSP Trees).

5.2
Particao da Unidade

A particao da unidade é uma ferramenta matematica muito 1util que
permite particionar o conjunto de dados em varios subconjuntos, tal que os
dados de cada subconjunto possam ser aproximados por fungoes implicitas
simples, as quais sao combinadas para obtermos uma aproximacao global.
Propriedades importantes tais como o erro maximo e ordem de convergéencia
podem ser herdadas do comportamento local. A ideia basica da aproximacao

por particao da unidade consiste em:

1. dividir o dominio em partes;
2. aproximar os dados em cada subdominio, separadamente;

3. obter uma aproximacao global através de uma combinacao ponderada
das solugoes locais, pelo uso de fungoes suaves nao negativas que corres-

pondem aos pesos e somam para um em cada ponto do dominio.

Mais precisamente, vejamos a definigdo dada por Lima (41).

Definicao 5.3. Seja M uma variedade de classe C". Uma parti¢cao da unidade
de classe C* (k < r) em M é uma familia de funcoes (¢a)aca, de classe CF,

tais que:
(i) Para todos osp € M e a € A, po(p) > 0; (A € um conjunto de indices)

(ii) A familia C = (supp(@a))aca € localmente finita em M;
(iii) Para todo p € M, tem-se Z va(p) = 1.

acA

Algumas observagoes:
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e Dados um espago topologico X e uma aplicagao f : X — R™, o suporte

de f ¢, por defini¢ao, o fecho do conjunto:

{zr € X|f(z) # 0},

A notagao supp(f) indica o suporte de f. Dado x € X, dizer que
r & supp(f) significa que f se anula em todos os pontos de uma

vizinhanga de x.
° 0<ypalp) <1

e Toda particao da unidade em uma variedade compacta ¢ finita.

Seja €2 um dominio limitado em um espacgo euclidiano e considere um

conjunto de fungoes com suporte compacto nao negativo ¢, tal que:

ngazlemﬂ.

Considere um conjunto de fungoes com suporte compacto F, definidas
em supp(p,). Cada funcdo pertencente a JF, estaria representando uma
aproximacao local para os pontos do conjunto de entrada que pertencem a
supp(pa)-

Uma aproximacao global para a funcao f : 2 — R” poderia ser obtida

do seguinte modo:

F() 2 Galx) falx). (5-21)
onde f, € F,.
Considere um conjunto de fungdes nao-negativas com suporte compacto

tal que:

Q C Uysupp(wy,).
As fungoes particao da unidade ¢, podem ser obtidas do seguinte modo:

W (X)

a(x) = ETNC (5-22)

A aproximacao utilizando as equagoes 5-21 e 5-22 constituem a base da particao
da unidade. Essas equagoes sao utilizadas no algoritmo MPU proposto por Oh-
take et al em (49). Este algoritmo foi originalmente empregado na construcao
de uma aproximacao para superficies implicitas a partir de um conjunto de
pontos e normais no R3. O método utiliza particio da unidade para obter uma

aproximacao global para a fronteira de um objeto, combinando aproximagcoes
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locais e, emprega uma subdivisao hierarquica do dominio baseada em uma oc-
tree. O nosso objetivo é efetuar uma particao do dominio baseada em malhas
2"-ddicas (11), isto é uma generalizacao para o espago n-dimensional das quad-
trees no R? e octrees no R3. Ademais, também serd utilizada uma variacao da
BSP-Tree(19).

5.2.1
Malha 2"-adica

Uma malha 2"-adica recursivamente subdivide os dados volumétricos n-
dimensionais em 2" subvolumes e sao frequentemente usadas em aproximacoes
multiescala. Considere uma caixa n-dimensional’ = C R™. A malha 2"-4dica
¢ uma hierarquia infinita de subdivisoes H = Ho U H;1 U ... obtidas dividindo
perpendicularmente cada célula em 2" células filho iguais por n hiperplanos
ortogonais a cada um dos eixos coordenados (11). Uma malha 2"-adica tem
2™ células no nivel p. No caso bidimensional a malha 2"-4dica é conhecida
como quadtree e no caso tridimensional como octree.

Consideremos o método MPU, o qual constréi uma funcao implicita que
globalmente aproxima os pontos de entrada. Daremos uma descri¢ao do método
tomando uma malha 2"-adica como um esquema hierarquico para guiar a
subdivisao do dominio. Inicialmente, os pontos sao transladados para tornar
o seu centro de massa como sendo a origem do sistema de coordenadas. Em
seguida, os pontos sao escalonados de tal maneira que a caixa n-dimensional
= = [-1,1]" contenha todos os pontos. Denotamos por X o conjunto dos pontos
apos estas transformacoes.

A construcao da malha 2"-adica é realizada através de um procedimento
recursivo, onde a subdivisao de cada no6 é controlada pelo erro de aproximacao
local. O critério de refinamento para um determinado né v consiste em calcular
o erro local de aproximacao e, caso este erro seja maior que uma dada
tolerancia, entao o né serd subdividido em 2™ novos nés e recursivamente
repete-se 0 mesmo teste para cada um dos nés filhos.

Cada n6 v na malha 2"-adica estd associado a uma funcao peso w,
com um suporte compacto que é usado na particao da unidade. O suporte
compacto de w, é definido como uma bola aberta? de raio 7, e centrada no
centro geométrico do né. Esse raio é escolhido como sendo proporcional ao
tamanho da diagonal d, do cubo n-dimensional. Conforme demonstrado em

(39), cy/n é o diametro do cubo de aresta ¢ em R™. Assim, a maior diagonal

'Uma caixa n-dimensional = em R™ é o produto cartesiano de n intervalos abertos
- - —1
limitados I(),Il, ce 7171,—1 ez = H?:O Ii7

2consideramos a norma euclidiana


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710710/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710710/CA

Regressdo Construtiva em Variedades Implicitas 83

do hipercubo mede ¢y/n e o raio serd obtido proporcional a este valor, isto é,
consideraremos r, = 0.75d,,, onde d, = c\/n.

Adotaremos duas funcgoes peso:

1. A funcado peso gaussiano w, adaptada do kernel gaussiano usado por

Gingold e Monaghan (20):

wy(x,r) = oze_qQ,

onde:

. 1 . ~ _ 1 . ~ _ 1 . ~
o= (dimensao 1), a = ey (dimensao 2) e a = == (dimensao 3)

_ lx==l
q="—""-

. 3Ix— , .
Consideramos: a = ——, ¢ = 2=l onde ¢, é o centro do hipercubo
T w2 21y

gerado durante o processo de subdivisao do dominio e 7, é o raio suporte

da funcao peso.

2. A funcao peso polinomial adaptada do kernel quadrético usado por
Jhonson et al. (26):

}l(q - 2)2ﬁ7

Wy =

— 3Blx—cull _ 1
onde ¢ = =5 =" e = e

Qualquer que seja o peso adotado, o valor w, é zero fora da regiao suporte,
isto é, caso a distancia do ponto ao centro do né v seja maior do que r,, entao
teremos w,(x) = 0. Conforme a equagao 5-22, a fungao particdo da unidade
@, associada com a folha v é dada por:

wy(x)

po(X) = =

ey wi(x)
onde L é o ntimero de nés folhas. Em cada né um problema de minimos
quadrados é resolvido considerando apenas os pontos X que pertencam a sua
regiao suporte. Logo, em cada n6 da arvore, a aproximacao da variedade M™
é obtida através da aproximagcao de (n — m) fungdes polinomiais de grau d,
cujos coeficientes sao determinados utilizando-se os pontos X que estao no
suporte compacto da funcao ¢,. Esse subconjunto de pontos é denotado por
X, e denotamos por N, o numero de elementos em X,,. A aproximacao local é
feita conforme os passos descritos na subsecao 5.1. O erro de aproximagcao local
de cada funcao F; no né v é considerado como sendo a média do quadrado das

distancias algébricas dos pontos de X, :
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erro{F;,v} = NL{aZSVaZ-}. (5-23)

Consideramos o erro de aproximagao local no né v como o méaximo dos

erros calculados para cada uma das funcoes F; nesse né, isto é,
erToy, = MAT1<i<(n—m)ierro{F;,v}}. (5-24)

Estabelecemos uma tolerancia € e, se o erro dado por erro, for maior do
que esse valor e, caso a arvore nao tenha atingido o seu nivel maximo, o né v
devera ser dividido.

Finalmente, para avaliar cada uma das (n —m) fungoes implicitas F; que
aproximam a variedade M, basta combinar as aproximacoes locais Fj, com as

funcgoes particao da unidade o,:

3o wWol(%) Fiu(x)
Zle wy(x)

Fi(x) = S 1<i<(n—m). (5-25)

5.2.2
Arvores de particdo binaria do espaco (BSP-Trees) e funcdes de transicao
suaves

O método BSP-Tree conforme trabalho de Lage et al. em (31), combina a
flexibilidade de arvores de particao binaria do espaco com a robustez estatistica
das arvores de regressao com transicao suave. Em aprendizagem estatistica,
métodos baseados em &arvores geram modelos para classificacao e regressao
que sao simples e poderosos. O método baseado em arvores mais popular é o
modelo CART (Classification and Regression Tree) (10). O modelo STR-Tree,
proposto por Rosa et al. (15), combina aspectos do CART e STR (Smooth
Transition Regression) e tem sido aplicado para andlise de séries temporais
com mudangas de regimes. Na tese de Kubrusly (30), é apresentado um novo
método baseado em arvores, no qual o dominio é particionado por regioes
mais flexiveis definidas implicitamente. Vejamos como funciona a particao do
espaco com o modelo BSP-Tree e o uso das funcoes de transicao na aproximacao
implicita de uma variedade e deixemos a parte de regressao para o proximo
capitulo.

A técnica de particao binaria do espago é um método simples e eficiente
para subdividir um dado dominio inicial n-dimensional & C R™ em conjuntos
convexos, de maneira a combinar a geometria de um dado conjunto de pontos
de entrada. A construcao da arvore BSP é um processo que considera o
espaco inicial S e o divide em dois novos subespagos por um hiperplano que

intercepta o seu interior. Estes dois novos subespacos, por sua vez, podem ser
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particionados por outros hiperplanos e o processo recursivamente continua até
que algum critério de parada seja alcancado.

Considere o dominio inicial [0,1]". O modelo BSP-Tree particiona o
espago em L regioes convexas Ri,Ro,...,Rr. O processo de subdivisao re-
cai em dois critérios, a saber, como encontrar o melhor hiperplano separante
e quando parar o processo de subdivisao. Os critérios de parada do processo
serao abordados posteriormente. Com relagao ao hiperplano separante, um hi-
perplano em um espaco de dimensao n significa um subespaco de dimensao
(n — 1) que divide o espago original em dois semi-espacos. No método apre-
sentado, o hiperplano se baseia nos pontos de entrada e é determinado como
sendo perpendicular a primeira componente principal que passa pelo centro
de massa dos pontos de entrada contidos na regiao a ser dividida. Assim, em
cada regiao serd realizada uma analise dos componentes principais de forma
a obter a primeira componente principal, tomaremos o hiperplano separante
como sendo perpendicular a este vetor, o qual devera passar pelo centro de
massa dos pontos contidos na regiao.

Apés a particao do dominio, cada uma das fungoes locais, ajustadas
em cada uma das regides R, podem ser combinadas para fornecer uma
aproximacao global para o conjunto de dados de entrada, usando funcoes
de transicao associadas com todas as informagcoes geométricas que tém sido
utilizadas para particionar o espago de dados. Em Li et al. (38), é apresentado
um método construtivo para ajustar tanto uma curva quanto uma superficie,
implicita e explicita, a um conjunto de pontos esparsos usando funcoes de
transicao e, nos basearemos neste trabalho para construir variedades implicitas
usando fungoes de transicao.

Seja D uma regiao no espago euclidiano real R" e, considere:

1, xeD,

o) =9 x ¢ D,

a funcao caracteristica de uma regiao D.

Considere f(x) uma fungdo definida em R"™. Suponha que o espago
de dados esta particionado em n regioes disjuntas Dy, Dy, ..., D, 1, isto é,
D,ND;=0,i#j e R"'=U'"D.

Portanto, se a forma geométrica sobre a regiao D, estd representada im-
plicitamente como F,(x) = 0, onde F,(x) = (Fi,(x), F2u(X), ..., Flnm)(X)) =

0 entao a forma geométrica global sobre R™ pode ser escrita como:

Fi(x) =3 xo,(0F(x), ¥1<j<(n—m).
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O problema com a fungao xp,(x) é que a mesma nao é continua. A forma
combinada representada implicitamente por F'(x) = 0 pode ser fragmentada.
Para superar esta dificuldade, funcoes de transicao suaves podem ser cons-
truidas. Uma funcao de transicao suave é definida como uma aproximacao
suave para a fungao caracteristica de um subconjunto de R™. Em (38), sao
apresentadas func¢oes degrau unitaria (também chamadas de fungoes degrau
Heaviside) e suas aproximagoes suaves e, em seguida, é exibida a construgao
de funcgoes de transicao suaves gerais, usando func¢oes degrau unitarias combi-

nadas com funcgoes distancia.

Defini¢ao 5.4. Um mapeamento g : R* — [0,1] é chamado uma fun¢do de
transicao com respeito a uma regiao D em um espago euclidiano R™ se g assume
o valor 1 dentro da regiao D e o valor 0 fora dessa regido, exceto para aqueles

pontos que estao na fronteira da regigo.

Defini¢ao 5.5. Seja G = {g|t = 0,1,...,n — 1} um conjunto de funcoes de
transicao definidas no espaco euclidiano R™. G ¢ dito ser um particionamento

de R", se para cada x € R™, temos:

igt(x) =1

Seja 0D o bordo de uma regiao D e dp : R" — R uma func¢ao distancia

com relacao ao bordo, continua, com sinal e que satisfaz:

>0, se xe€D—-0D,
dp(x){ =0, se x¢€ 0D,
<0, se x€eD

A funcao distancia com sinal, acima descrita, pode ser combinada com uma
fungao degrau unitédria s(t) para definir uma fungao gp(x), correspondendo a

regiao D. Assim,

gn(x) = s(dp(x)) = s 0 dp(x)

Algumas observacoes importantes incluem:

e Se dp(x) é uma fungao distancia com sinal entdo —dp(x) também ¢é uma

funcao distancia com sinal.

~—
—_

e Seja s(t) uma fungao degrau unitdria suave satisfazendo s(t) 4 s(—t
entao tanto gp(x) = s(dp(x)) quanto gpe(x) = s(dp(x)) = s(— dp(x)) =

1 — s(dp(x)) = 1 — gp(x) sao fungdes de transicao.
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9.,
DE«’“ xl 9b, gDS / \1 %,

Y, w 4

\")50 Ovsoo

Figura 5.2: Arvore com suas funcoes de transicao em cada regiao do dominio.

e Sejam gp, e gp, funcoes de transicao com relagao as regioes D; C R* e
D, C R", respectivamente. A funcao gp,gp, ¢ também uma funcao de

transicao com relacao a regiao Dy N Ds.

As demonstracoes dessas observacoes sao simples e podem ser obtidas
m (38) e em (30).

As funcoes de transicao podem ser usadas para combinar formas
geométricas representadas tanto implicitamente quanto explicitamente. Ao
usar funcoes de transicao, um procedimento construtivo pode ser facilmente
desenvolvido para construir formas geométricas complicadas. A ideia bésica
consiste em particionar o espago de dados em regioes menores com formas
geométricas simples até que a forma representada pelos dados em cada sub-
regiao seja simples o suficiente. Para cada subconjunto de dados, a aproximacao
local da variedade M™ C R™ é obtida através da aproximagao de (n — m)
fungoes polinomiais de grau d, conforme os passos descritos na subsecao 5.1.
Por fim, essas funcoes locais podem ser combinadas para dar um ajuste global
ao conjunto de dados total, usando fungoes de transicao associadas com todas
as informacoes geométricas locais utilizadas na particao do dominio.

Seja R a regiao definida pela folha k, que é a intersecao entre as
regioes definidas pelo caminho entre a raiz e a folha em questao. A funcao
de transicao B, associada a essa regiao, pode ser definida pelo produto das
funcgoes de transicao calculadas no caminho da raiz até essa folha. A figura 5.2
apresenta um exemplo de estrutura de arvore e faz sua relagao com as fungoes
de transicao.

As regioes Ry definidas na arvore em 5.2 sao:
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Ri=DiNDy Ry=D;ND R3y=DND; Ry=DND

Cada uma das funcoes de transicao B, associadas a cada uma das
regioes definidas anteriormente sao determinadas pelo produto das funcoes

de transicao que estao no caminho da raiz até a folha k.

Bi(x) = gp,9p,

By(x) = gp, (1 = gp,)
Bs(x) = (1 — gp, )9,
By(x) = (1 = gp,)(1 — gp,)

A construcao das funcoes de transicao naturalmente definem uma
particao da unidade, conforme proposicao exibida a seguir.

L

Proposicao 5.1. Seja uma drvore com L folhas. Z Br(x) =1, VxeR".
k=1

A demonstracao pode ser obtida em (30).
Sao propostas duas fungoes de transicao:

e Funcao de transicao gaussiana:

1

90 = T3

e Funcao de transi¢ao polinomial, proposta em (31):

—_

0 se d< =
gx) =< 1 se d> 5

1, 15\ 5A3 73 | 3X\5 55 A1

5t agd—%-d°+ %5d” caso contrério

As funcoes apresentadas dependem do parametro A a ser definido pelo
usuario e da distancia d ao hiperplano separante. Recordemos que o hiperplano
separante é perpendicular a primeira componente principal que passa pelo
centro de massa dos pontos contidos na regiao a ser dividida. Se chamamos
de w o vetor da primeira componente principal, temos: d = w'x — b, onde b
denota o valor por onde passa o hiperplano separante.

Considere a drvore construida com L folhas tal que {Ry}f_, é uma
particdo de R™. Seja Bp(x), 1 < k < L a fungado de transicao determinada

pelo produto das fungoes de transicao que estao no caminho da raiz até a folha
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k. A aproximagcao global de cada uma das fungoes Fi(x) =0,i=1,...,n—m

que representam implicitamente a variedade M™ sera dada por:
L
Fi(x) =) Bi(x)Fy(x), V1<i<n-—m (5-26)
k=1

onde Fj, é a aproximacao local para a regiao R, do dominio.
A seguir veremos uma proposicao importante com relacdo ao erro na

aproximacao global para cada fungao Fj(x),1 <i < (n —m).

Proposigao 5.2. Seja F; uma fungdo real definida em R™ e {Ry}E_, ser
uma particao de R™ Seja X ser um conjunto de pontos amostrados da forma
geométrica definida pela equacao F;(x) = 0 com presenca de ruido. Suponha
que em cada subconjunto Ry, e em sua vizinhanga Ny, uma equagao Fip(x) =0
possa ser ajustada com erro de ajuste em cada ponto x € Ry U N, menor
que um dado wvalor €, isto €, |Fy,(x)| < e. Considere By, Ba, ..., By fungoes

de transicao correspondentes aos subconjuntos {Rk}ﬁzl, tais que By = 0, se

L
Xx € RLUN; ¢ ZBk(x) = 1. Entao, o erro de ajuste em cada dado para a

k=1
funcao

também deve ser menor do que €.

Prova. Para qualquer ponto x € X temos:
[Fi(x)| = |4 Brlx) Fa(x)|

| 2 xexun, Be(¥) Fir(x)]

> xexuun, Br(X)|Fin(x)|

er;vkuj\/k Bi(x)e < e

IAIA

5.2.3
Critérios de parada

Apresentaremos os critérios de parada da arvore obtida tanto pela malha
29_3dica quanto por uma &rvore com particionamento bindrio e funcoes de

transicao suave.

1° Critério de parada: Profundidade da Arvore (Lnaz);

A escolha do nivel mdximo da 4drvore influencia no niimero de subdivisoes

da mesma. Assim, tal valor deve ser escolhido de maneira que o dominio
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tenha subdivisoes suficientes para representar bem os dados de entrada.
Por sua vez, esse valor também deve levar em consideragao o grau do
polinomio que deve ser ajustado aos dados, para que se tenha dados

suficientes em cada né de modo que a aproximacao possa ser realizada.

2° Critério de parada: Numero de Elementos minimos em cada né

(nlim>;

Essa escolha depende do grau do polindmio que sera utilizado para apro-
(n+d)!

nld! '
onde d é o grau do polinomio e n representa a dimensao dos dados de

ximar os dados em cada nd. Assim, devemos ter ny,, > | =

entrada.

3° Critério de parada: Cota superior para o erro de aproximacao

local da variedade (¢);

A escolha da cota ¢ determina a precisao do ajuste local desejado e
influencia na particao do dominio, pois uma cota muito pequena exigira
uma maior particao do dominio. Em cada né da arvore, temos que
aproximar (n —m) fungoes F;(x) = 0 aos dados. Logo, teremos n —m
erros locais em cada folha k denotados por erro{Fy} e o erro local na
folha k sera calculado como o maximo dos erros locais das (n—m) fungoes
F;(x), isto é:

Erro, = mazi<i<m-m){erro{Fix}}.

4° Critério de parada: Cota para o desvio padrao dos valores de y em

cada 16 (e).

Esse ultimo critério esta relacionado a um dos objetivos desse estudo,
isto é, a arvore deve ser construida de tal forma que a aproximacao da
variedade garanta uma boa previsao das saidas y. Essa aplicacao serd

desenvolvida no préximo capitulo.
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5.2.4
Algoritmos: Malha 2"-adica e Arvore BSP

Apresentamos um esbogo dos algoritmos para os dois métodos de subdi-
visao de dominio estudados. Os dados a seguir serao utilizados em ambos os
métodos, exceto quando virem precedidos do nome do método entre parénteses.

Dados:

e m : dimensionalidade da variedade;
e conjunto de pontos X = {xy,...,xx} € [0,1]" C R";
e conjunto de dados Y = {y1,...,yn} € R;

e 0 espago tangente a variedade em cada ponto, conforme dado em 5-1,
isto é, T = {7—;(1]\4'7 7“;(2]\47 ceey TXNM}, onde TXjM = {tj17tj27 c. 7tjm}

ecada tj,0<j <N, 0<h<méum vetor tangente unitério;
e d: grau do polinomio;
e /i : peso dado aos termos St e Sy;
® /4 : nivel maximo da arvore;
e [ : nimero de coeficientes do polinomio;
e c: cota do erro de aproximacao local,

e (Malha 2"-4dica) inf[] : vetor de tamanho n contendo os infimos de cada

aresta do hipercubo;
e ¢ : cota do desvio padrao dos y;

e (Arvore BSP) princomp|, | : matriz de tamanho (n X s), onde s estd
relacionado ao numero de nds na arvore. Essa matriz armazena em cada

coluna o primeiro componente principal de cada né da arvore;

° (Arvore BSP) med[ | : vetor que guarda o valor por onde passa o

hiperplano separante.

Algoritmo 3: Construcao da Malha 2"-adica

Passo 1:

if nivel < 0z -

cria um né;

- lado = 21fnivel;

r = (0.75).lado.\/n;

Calcula Z : conjunto de indices dos pontos do né que se encontram
dentro da bola de raio r e centro ¢ = inf[t| +lado/2, V1<t <mn;
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- V& para o passo 2.

else:
Este né é uma folha, FIM.

Passo 2: Calcula o numero de pontos no no: tam;
if tam < [ :
Este n6 é uma folha, FIM.

else:

- Defina A : matriz de tamanho [ x (n—m), cujas colunas armazenarao
os coeficientes de Pi(d);

- Calcula a; : vetor de coeficientes de Pi(d), obtido resolvendo o
algoritmo 2 e armazena o resultado em A[:,i], V1 <i < (n —m);

- Calcula o erro de aproximacao:
Erro_aprow = maw<i<(n-m{erro{ P{}},

onde cada erro{PZ-(d)} é obtido como em 5-23.

- V& para o passo 3.

Passo 3: if Erro_aprox > € :
Calcula o desvio padrao dos valores de y no né. Denote desv_pad;
if desv_pad > ¢ :
V4 para o passo 4;
else:

Esse né é uma folha, FIM.

Passo 4: E criado um né interno. O né ser4 dividido em 2" hipercubos, dados
lado e inf[];
Considere infl uma matriz de tamanho (2" x n). Essa matriz é construida
de maneira que cada linha represente o infimo de cada uma das arestas

dos 2™ hipercubos. O procedimento é descrito a seguir.

for col € [1,n] :
row = 0;
while row # 2" :
for w € [1,2n "1
inflrow, col] = inf|col|
row = row + 1
for w € [1,2n!"1]
inf1[row, col] = inf[col] + lado
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row = row + 1
Faca nivel=nivel41
for 1 <t <2™:
inflt] = infl1t,:];
Retorne ao passo 1, isto é, para cada um dos 2" hipercubos retorne

ao passo 1.

Algoritmo 4: Construgao da Arvore de Particao Binaria com

Funcoes de Transicao Suaves

Passo 1: if nivel </1,,,, :
cria um no;
Va para passo 2.
else:
Este né é uma folha, FIM.

Passo 2: Calcula o nimero de pontos no né: tam;
if tam < [:
Este n6 é uma folha, FIM.

else:

- Defina A : matriz de tamanho [ x (n—m), cujas colunas armazenarao
os coeficientes de Pl-(d);
- Calcula a; : vetor de coeficientes de Pi(d), obtido resolvendo o

algoritmo 2 e armazena o resultado em A[:,i], V1 <i < (n —m);

- Calcula o erro de aproximacao:
Erro_apror = maz<i<(n-m{erro{ P }},

onde cada erro{Pi(d)} ¢ obtido como em 5-23.

- Va para o passo 3.

Passo 3: if Erro_aproxr > €:
Calcula o desvio padrao dos valores de y no né. Denote desv_pad;
if desv_pad > ¢ :
V4 para o passo 4;
else:

Esse n6 é uma folha, FIM.
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Passo 4:

E criado um né interno v;

Dados os pontos no né, calcula-se a primeira componente principal
e armazena em princomp|, vl;

- Calcula o valor por onde passa o hiperplano e guarda em med[v];

Determina o né filho a esquerda e o né filho a direita conforme a

divisao dada pelo hiperplano;

Para cada um dos nés filhos, retorna ao passo 1;

Apés a construgao da arvore, o valor de princomp|, |, med[] e o nimero
de folhas serao utilizados para calcular a fungao de transicao e, para obter cada
uma das fungoes Fj(x), conforme férmula exibida em 5-26. Essas informagoes
serao também utilizadas para determinar uma regressao baseada nesta arvore,

conforme serd explicado no préximo capitulo.
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