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4
Votacao por tensores

O método de votagao por tensores foi proposto por Guy e Medioni em
1996 (21) e se baseou nos principios Gestalt de proximidade e boa continuagao.
Os sinais (pontos de dados genéricos) observados sao agrupados, de acordo com
os principios mencionados, para produzir estruturas salientes, isto é, estruturas
que se sobressaem devido a configuracao dos seus elementos locais *. A lei
Gestalt de proximidade afirma que “objetos ou formas que estao proximos uns
dos outros, parecem formar grupos”. Por exemplo, na figura 4.1, a ilustracao
(a) apresenta nove quadrados dispostos sem proximidade, assim, eles sao
percebidos como formas separadas. Ja na figura (b), os quadrados sao colocados
proximos e, com isso, a unidade ocorre, isto é, embora eles sejam formas
separadas, sao percebidos como um grupo. Na figura 4.2, vemos um exemplo
da boa continuagao, segundo a lei Gestalt “[Aprendizes| tendem a continuar
formas além de seus pontos finais”. Dessa forma, na figura percebemos duas
linhas cruzadas ao invés de quatro linhas que se encontram.

Os sinais representam a posi¢ao dos elementos, tais como pontos e curvas,
além de conter outras informagoes, tais como orientacao da curva e superficie.

O método foi inicialmente proposto para dados bidimensionais, no entanto,

10s elementos locais da estrutura nao sio salientes isoladamente, mas ao invés disso, o
arranjo dos elementos é que torna a estrutura saliente.

Figura 4.2: Principio
Gestalt da boa conti-
Figura 4.1: Principio Gestalt da proximidade nuacao
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Guy e Medioni em (22) estenderam o método para dados em trés dimensoes.
Os dois principais aspectos do método incluem a representagao por tensores e
um mecanismo de propagacao da informacao através da votacao com tensores.
O método funciona como uma ferramenta computacional para agrupamento
de dados orientados e nao orientados, gerados baseados em imagens ou outros
primitivos. A generaliza¢ao do método para n dimensoes descrita em (44) nao
é pratica, principalmente devido a complexidade computacional e os requisitos
de armazenamento em n dimensoes, ja que ha necessidade de gerar e armazenar
os chamados campos de votagao, cujo nimero equivale a dimensionalidade do
espaco. Assim, Mordohai e Medioni em (47) fornecem uma nova formulacao
do processo de votacao, que é pratica para espacos com algumas centenas de
dimensoes. Essa formulacao mais recente que sera estudada.

O método de votagao com tensores lida com sinais apresentados como
grandes conjuntos de observacoes, possivelmente contendo outliers, em di-
mensoes altas. O aprendizado de uma funcao desconhecida baseada nessas
observagoes ¢ visto como sendo equivalente a aprender uma variedade, ou va-
riedades. Assim, com uma boa estimativa da estrutura da variedade, pode-se
prever as posicoes de novos pontos nela. A primeira tarefa consiste em deter-
minar a dimensionalidade intrinseca dos dados. Isto fornece conhecimentos na
complexidade do sistema que gera os dados, o tipo de modelo necessario para
descreveé-lo, bem como os graus de liberdade do sistema, os quais, em geral,
nao sao iguais a dimensionalidade do espaco de entrada. A orientacao de cada
ponto na variedade também é estimada.

A estimativa da dimensionalidade e inferéncia da estrutura sao explicados
simultaneamente pela codificacao das observagoes como tensores de segunda
ordem, simétricos, definidos nao negativos e também pela andlise da saida da
votagao com os tensores. O método nao mapeia os dados para um espaco de
dimensao inferior e o processo é realizado no espago dos dados de entrada
original. No entanto, apds realizar todas as tarefas, a fim de reduzir os
requisitos de armazenagem e se for desejavel, pode-se utilizar a reducao da
dimensionalidade empregando, por exemplo, um dos métodos mostrados no
capitulo 3. O método nao define explicitamente uma funcao objetivo a ser
otimizada de acordo com algum critério global, ao invés disso, a aproximacao
é local, nao paramétrica e tem um modelo implementado na forma de votos,

que comunica a orientagao preferida de um ponto a seus vizinhos (47).
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4.1
Representacao dos dados

A representacao dos dados é feita por tensores de segunda ordem,
simétricos, definidos nao negativos, os quais equivalem a uma matriz n X n e a
um elipsdide em um espaco n-dimensional. Convém ressaltar que toda vez que
nos referirmos a tensores, subentenda-se que se tratara de tensores de segunda
ordem, simétricos, definidos nao negativos. Os tensores codificam a saliéncia
perceptual?, indicando a saliéncia de cada tipo de estrutura perceptual a qual
pertence o dado, bem como suas orientagoes tangente e normal preferidas. O
poder dessa representacao reside no fato de que todos os tipos de saliéncia sao
codificados pelo mesmo tensor, ou seja, o tensor pode codificar todos os tipos de
estruturas, tais como superficies, curvas e regioes, bem como a incerteza dessa
informacao. Intuitivamente, a forma do tensor define o tipo de informacao
capturada (ponto, curva, parte de superficie) e o tamanho do tensor codifica
a saliéncia da caracteristica.

O tensor representa o espaco normal no ponto. Por exemplo, um hiper-
plano possui uma normal n, que pode ser codificada na forma tensorial como
T = nn”. Uma estrutura com um espaco normal de posto d, possui d normais

e é representada por um tensor da forma:

d
T = Z niniT. (4—1)
i=1

Um ponto sem informacao de orientagao pode equivalentemente ser
visto como tendo todas as normais possiveis e é codificado como a matriz
identidade. Um tensor nesta forma representa uma preferéncia igual por
todas as orientagoes e é chamado de tensor bola (ball tensor), e o elipséide
correspondente é uma esfera ou hiper-esfera. Por outro lado, um tensor que
contém apenas uma orientacdo é chamado de tensor palito (stick tensor).
Tensores palitos representam o hiperplano de um espago D-dimensional, o
qual possui uma normal e (D — 1) tangentes. Dependendo do tipo de estrutura
a qual o dado pertence, ele tem um nimero diferente de normais e tangentes.
Por exemplo, um ponto pertencente a uma variedade de dimensao 2 em um
espaco n-dimensional é representado por duas tangentes e n — 2 normais. As
figuras 4.3, 4.4 e 4.5 representam trés exemplos de tensores em um espago
tridimensional.

20 termo saliéncia perceptual indica a qualidade de caracteristicas que se destacam
notavelmente, de serem importantes e proeminentes, atraindo a nossa atencgao.
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Figura 4.3: Tensor Ori-  Figura 4.4: Tensor nao  Figura 4.5  Tensor
entado ou pahto orientado ou bola. genérico.

O autosistema do tensor codifica o niimero de tangentes e normais a va-
riedade em cada ponto. Autovetores associados ao espaco tangente correspon-
dem a autovalores zero, enquanto que, aqueles que pertencem ao espago nor-
mal correspondem a autovalores nao nulos (tipicamente igual a 1). Portanto,
pontos com orientacao conhecida podem ser codificados nesta representacao
por tensores adequadamente construidos, como em 4-1. Pontos com orientagao
desconhecida sao representados pela matriz identidade (tensores bola).

Pela equagao 4-1, qualquer ponto em uma variedade de dimensionalidade
e orientacao conhecidas, pode ser representado por um tensor daquela forma.
Por outro lado, dado um tensor n-dimensional, o tipo de estrutura codificada
nele pode ser inferido examinando seu autosistema. Qualquer tensor pode ser

decomposto como na seguinte equacao:

n
T= E )\dededT =
d=1

= ()\1 - )\2)616{ -+ ()\2 — )\3)(818? + egeT) + ...+ )\n(elef + ..+ eneg)
-1 d

[(Ad — Aas1) Z eqsel] + N (eel +... +eyel)
d=1 k=1

3

(4-2)

onde A\, sao os autovalores em ordem decrescente de magnitude e e; sao os
autovetores correspondentes. Uma vez que o tensor é definido nao negativo,
os autovalores sao nao-negativos. O tensor simultaneamente codifica todos os
tipos de estrutura possiveis. A confianga ou saliéncia em termos de organizagao
perceptual, do tipo que tem d normais é codificada na diferenca \y— g1 ou A,
para o tensor bola. Se apenas uma dessas diferencas de autovalores é nao nula,
entao o tensor codifica um unico tipo de estrutura. Caso contrario, mais de

um tipo pode ser apresentado no local do tensor, cada um tendo um valor
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de saliéncia dado pela diferenca apropriada entre autovalores consecutivos
de A\,. A figura 4.6 mostra uma decomposicao de tensores em um espaco
tridimensional. Nesse caso, quando \; = 1, Ay = A3 = 0, apenas o primeiro
termo em 4-2 permanece, o qual corresponde a um elipséide alongado, chamado
o tensor palito, e representa um dado de uma superficie com e; como sua
normal. Quando A\; = Ay = 1, A3 = 0, apenas o segundo termo permanece,
o qual corresponde a um elipséide degenerado em forma de disco, chamado
o tensor placa (plate tensor), e representa uma curva (ou uma interse¢ao de
superficies) com e como sua tangente ou, com e; e €3 como as duas normais
que geram o subespaco de orientagoes, que é ortogonal a curva. Finalmente,
quando todos os autovalores sao iguais, apenas o terceiro termo permanece,
o qual corresponde a uma esfera, chamada o tensor bola e corresponde a um

dado nao orientado o qual pode ser um volume interior (inlier) ou uma jungao.

€1

tensar palito

=y
tensor bola tensor placa

Figura 4.6: Decomposicao de um tensor tridimensional em seus componentes:
bola, placa e palito. (69)

Um esquema de representacao suficiente para os nossos propositos deve

ser capaz de codificar tanto a estrutura perceptual suave quanto descontinuida-
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des, as quais podem aparecer de duas formas: descontinuidades de orientacao
e estruturais. Com relagao a primeira, enquanto existe uma tnica orientacao
associada com um local dentro de um segmento de curva suave ou uma su-
perficie elementar ou uma regiao fronteira, existem multiplas orientagoes asso-
ciadas com locais onde uma descontinuidade ocorre. Portanto, a representacao
de dados desejavel é aquela que codifica mais do que uma orientacao em um
dado local e, um tensor simétrico de segunda ordem possui precisamente esta
propriedade. Convém mencionar que os tensores simétricos de segunda ordem
falham ao descrever descontinuidades estruturais, porque eles nao podem cap-
turar propriedades de primeira ordem, e as propriedades de segunda ordem
da estrutura permanecem invariantes nas suas fronteiras. Com a finalidade de
superar essa falha da estrutura, vetores (tensores de primeira ordem) sdo in-
troduzidos (44). Assim, além dos tensores de segunda ordem, cada dado esta
associado com um vetor polaridade que codifica a probabilidade de um dado
ser o término de uma estrutura perceptual. Vetores polaridade sao sensiveis
a propriedades de primeira ordem tais como a distribuicao de dados vizinhos
em torno de um dado qualquer. Término de estruturas podem ser detectados
baseados na propriedade essencial de possuirem todos os vizinhos, ao menos lo-
calmente, no mesmo lado de um semi-espaco. Algumas referéncias que usam o
tensor de primeira ordem incluem (75),(76),(45). Nesta tese, apenas trabalha-

se com tensores simétricos de segunda ordem.

4.2
O processo de votacao

Apods a codificacao das entradas como tensores, sera realizada a chamada
votagao por tensores, isto €, um método de propagacao da informacao onde
os dados comunicam suas preferéncias na orientacao a seus vizinhos, na forma
de votos. O voto de segunda ordem é um tensor de segunda ordem, que tem a
orientacao em termos de normais e tangentes que o receptor teria se o votante
e o receptor fossem parte de uma mesma estrutura perceptual suave. Cada
voto é uma estimativa da orientacao de uma estrutura perceptual consistindo
de apenas dois dados: o votante e o receptor. De acordo com os principios
Gestalt de proximidade, a forca do voto se atenua com a distancia, tornando
menor a influéncia de dados distantes e possiveis interferéncias de dados nao
relacionados. A forga do voto também diminui com o aumento da curvatura
da estrutura hipotética, tornando preferiveis continuagoes retas a curvilineas,
seguindo o principio de continuidade suave e simplicidade (43).

Os votos sao depositados diretamente do votante para o receptor e
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possuem perfeita certeza da informagao que transmitem, ja a incerteza se deve
ao acumulo dos diferentes votos em cada dado.

Vamos descrever os campos de votacao n-dimensionais.

4.2.1
Votacao Palito

Inicialmente, considera-se o caso de um votante associado com um tensor
palito em um espaco bidimensional, isto é, o espago normal é formado por um
unico vetor nesse espaco bidimensional. Considere um dado em A com normal
n e um dado em B que pertence a mesma estrutura perceptual suave, o voto
que o dado em A (o votante) deposita em B (o receptor) tem a orientagao que
o receptor teria, se tanto o receptor quanto o votante pertencessem a mesma
estrutura perceptual. A magnitude do voto é uma funcao da confianca que se
tem que o votante e o receptor de fato pertencem a mesma estrutura intuitiva.
Na falta de outra informagcao, o arco do circulo osculador (circulo que divide
a mesma normal que uma curva no ponto dado) em A e que passa por B é o
caminho suave mais provavel, ja que ele mantém a curvatura constante (45). O
circulo osculador se degenera para um segmento de reta se o vetor conectando

o votante e o receptor for ortogonal a normal do votante. Veja figura 4.7.

Figura 4.7: Votagao Palito. A deposita um voto palito em B, C e D. O voto é
uma func¢ao da posicao relativa do votante palito, do receptor e da orientacao
do votante.

O voto de segunda ordem é também um tensor palito e tem uma normal
situada ao longo do raio do circulo osculador em B. De acordo com os principios
Gestalt, o comprimento da normal em B, o qual representa a saliéncia do
voto, deveria ser uma funcao de proximidade e continuagao suave (ou de
menor curvatura). A influéncia de um dado a outro deveria ser atenuada
com a distancia, a fim de minimizar interferéncias de dados nao relacionados

e curvatura, e favorecer continuacao reta sobre alternativas curvas, quando
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ambas possibilidades existirem. Assim, a magnitude do voto é inversamente
proporcional ao comprimento do arco AB e também a curvatura do arco
circular. Nota-se ainda que a conexao conforme dada pelo circulo osculador se
torna menos provavel se o angulo subtendido por ne AB é menor do que 45°.
Assim, nenhum voto é depositado se o receptor estiver em um angulo maior do
que 45° com respeito a tangente do circulo osculador no votante. Essa restricao,
embora nao seja uma escolha critica, é feita para eliminar o calculo de votos
insignificantes. O decaimento dos votos palito (Fungao decaimento Gaussiana)

toma a seguinte forma:

6_(52;75,@2) (4—3)

Na equagao 4-3, s é o comprimento do arco entre o votante e o receptor (AB),
k € sua curvatura, a qual pode ser calculada do raio OA do circulo osculador
na figura 4.7, o é a escala de votacao e ¢ é uma constante, a qual controla
o grau de decaimento da curvatura. A constante ¢ é uma funcao da escala e

—1610g(0.1)(0—1 .
%. A escala o essencialmente controla o

seu valor é dado por: ¢ =
alcance dentro do qual dados podem influenciar outros dados. Também pode
ser visto como uma medida de suavidade que regula a inevitavel troca entre
super suavizagao e super-ajuste. Enquanto valores pequenos preservam melhor
os detalhes, mas sao mais vulneraveis a ruidos, valores grandes produzem
aproximacoes mais suaves que sao mais robustas a ruidos. Nos testes realizados
com dados sintéticos, verificamos que os resultados sao estaveis com respeito a
escala. Observe que o é o Unico parametro livre nesta estrutura. O campo de
votagao palito para um votante palito unitario localizado na origem e alinhado
com o eixo y pode ser definido como uma funcao da distancia s entre o votante
e o receptor e o angulo 6, o qual é o angulo entre a tangente do circulo osculador
no votante e o segmento que liga o votante e o receptor. Para uma explicacao

detalhada da fungdo decaimento Gaussiana consulte (44).

O voto é gerado de acordo com a equagao 4-4:

52+cm2) —Ssen (29)

Soto(s,0, k) = 67( a2 cos(20) (—sen (20) cos(29)) , (4-4)
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T
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Por simplicidade, pode-se utilizar a notagdo: Sye(s,0,k) =
Svoto(A, B;m) = Syu(s(A, B,n),0(A, B,n),k(A, B,n)) para denotar
o voto palito de A a B com n sendo a normal em A. Temos que
s(A,B,n),0(A, B,n),k(A, B,n)) sao os valores resultante dos parametros
em 4-4, dados A, B e n. Os votos sao também tensores palito. Para tensores
palito de tamanhos arbitrarios, a magnitude do voto é dada pela fungao de-
caimento gaussiana da equacao 4-4 multiplicada pelo tamanho da orientacao
A1 — Ao. Essa votacao é uma funcao apenas da posicao do receptor relativo
ao votante e da preferéncia de orientacao do votante. Assim, o problema se
resume a encontrar o caminho mais suave entre o votante e o receptor através
do ajuste de arcos do circulo osculador. Como o votante, o receptor e a normal
no votante definem um plano, o procedimento de votagao esta restrito a este
plano. Portanto, a votacao palito sempre ocorre num subespaco bidimensional
definido pelo vetor conectando os dois pontos e pela normal no votante, inde-
pendente da dimensao do espaco de entrada, tornando o caso n-dimensional
idéntico ao caso bidimensional. O calculo do voto palito é idéntico em qualquer
espaco entre 2 e n dimensoes. Apds o voto ter sido calculado, ele tem que
ser transformado para o espaco n-dimensional e alinhado ao votante por uma

rotacao e translagao.

4.2.2
Votacao Bola

A geracao de votos bola se baseia na observacao de que o voto gerado
por um votante bola propaga a preferéncia do votante por uma linha reta
conectando ele ao receptor, veja a figura 4.8. A linha reta é a continuagao mais
simples e suave entre dois pontos, na falta de outra informacao. Portanto, o
voto gerado por um votante bola é um tensor que gera o espaco normal da linha,
de dimensao (n—1) e possui um autovalor zero associado com o autovetor que é
paralelo a linha. Sua magnitude é uma funcao da distancia entre os dois pontos,
ja que a curvatura ¢é zero. Considerando essas observagoes, o voto bola pode

ser construido pela subtracao do produto direto do vetor unitario na direcao
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do votante pelo receptor de um tensor de posto méaximo com autovalores iguais
(isto é, a matriz identidade). O tensor resultante é atenuado pelo mesmo peso

gaussiano de acordo com a distancia entre o votante e o receptor.

Figura 4.8: Votacao Bola

O voto bola é gerado de acordo com a equagao:

Bl = (3) (1 - |L) (45)

[vv ]|
Na equacao 4-5, v é o vetor unitario paralelo a linha que conecta o votante
ao receptor e I é a matriz identidade n-dimensional. Neste caso, s = |[|v||
e 6 e k sao omitidos pois nao afetam o calculo. Para os tensores bola, a

magnitude do voto tem que ser multiplicada por A,. Notacao mais simples:
Bvotz)(A; B) = Bvoto<8(A7 B)) = Bvoto(s)

4.2.3
Votacdo por tensores elementares (placa)

Para completar a descricao da geragao de votos, vamos descrever o caso
de um tensor que tem d autovalores iguais, onde d nao ¢ igual a 1 ou n. Um
exemplo é um elemento de uma curva em um espaco tridimensional, o qual
possui subespaco normal de posto 2 e um subespaco tangente de posto 1. A
descricao também se aplica aos casos onde d = 1 e d = n, isto ¢, aos tensores
palito e bola, porém, para estes casos, serao utilizados os calculos diretos ja
apresentados, por serem mais rapidos.

Considere v o vetor conectando o votante e o receptor. Ele pode ser
decomposto em v; no espaco tangente do votante (nulo no caso de um votante
bola) e v,, no espago normal. O novo processo de geracao de votos é baseado
na observacao de que a curvatura na equacao 4-4 nao é um fator quando 6 é
zero, ou, em outras palavras, se o voto palito é ortogonal a v,,. Este fato sera
explorado pela definicao de uma nova base para o espago normal do votante
que inclua v,. A nova base é calculada usando o procedimento de Gramm-

Schmidt. O voto é entao construido pela adicao tensorial dos votos depositados
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pelos tensores palitos paralelos aos vetores da nova base. Dentre aqueles votos,
apenas aquele gerado pelo tensor palito paralelo a v,,, nao ¢é paralelo ao espago
normal do votante e a curvatura tem que ser considerada. Todos os outros
votos sao uma funcao do comprimento de v, apenas. Veja a figura 4.9 para
uma ilustracao em um espago tridimensional. Neste exemplo, o votante é um
tensor com duas normais em em um espaco tridimensional. O vetor conectando
o votante e o receptor é decomposto em v, e vy, que pertencem ao espago
normal e tangente do votante, respectivamente. Uma nova base que inclua
v, ¢ definida para o espago normal e cada componente da base deposita um
voto palito. Apenas o voto gerado pela orientacao paralela a v, nao é paralela
ao espaco normal. A adicao dos tensores dos votos palitos produzem o voto

combinado.

¥

Figura 4.9: Votagao por tensores genéricos. Neste esquema, o votante é um
tensor com duas normais (v,; e v,2) em um espago tridimensional.

Analiticamente, o voto é calculado como a soma de d votos palitos
depositados pela nova base do espaco normal. Seja Ng o espago normal do
votante e seja by, i € [1,d], uma base para este espaco com b; sendo paralelo
a Vy,. Se Syo(A, B,b) é a funcdo que gera o voto palito de um tensor palito
unitario em A paralelo a b para o receptor B, entdao o voto de um tensor

genérico com espago normal N é dado por:

Vvoto(Aa B, Te,d) = Svoto(Aa Ba bl) + Z Svoto(A7 B) b’L) (4_6)

i€[2,d]

Na equagao 4-6, T, 4 denota o tensor elementar (placa) com d autovalores

iguais nao nulos. No lado direito da equagao, todos os termos sao tensores


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710710/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710710/CA

Regressao Construtiva em Variedades Implicitas 49

palitos puros paralelos aos votantes, com excecao do primeiro, o qual é afetado
pela curvatura do caminho conectando o votante e o receptor. Portanto, apenas
um voto requer o calculo completo da orientacao e magnitude. Isto torna o
esquema proposto computacionalmente de baixo custo. A magnitude do voto

placa tem que ser multiplicada por de[Q,n_”()\d — Adi1)-

4.2.4
Implementacao da Votacao por Tensores

Dado um conjunto de dados de entrada, eles sao primeiramente codifi-
cados como tensores. Esses tensores iniciais se comunicam por meio de uma
votacao, chamada votacao esparsa. Nesta votacao, cada dado coleta todos os
valores de tensores depositados em seu local por outros dados em uma vizi-
nhanga, além de depositar votos nos dados vizinhos. O valor do tensor re-
sultante é a soma dos tensores de todos os votos depositados no local daquele
dado. Essa votagao resulta em um conjunto de tensores genéricos, os quais des-
crevem a preferéncia de orientagao. Cada tensor é entao decomposto em seus
n elementos componentes. Uma nova votacao é realizada, chamada votacao
densa. Nessa etapa, cada componente de cada dado transmite a informacao
da orientagao preferida em uma vizinhanca, assim, um tensor é depositado
em todo local na vizinhanca e recebe votos dos dados vizinhos. A informacao
densa resultante pode ser usada para extrair caracteristicas da estrutura, como

a orientacao preferida (ou nenhuma orientagdo) em cada local.

Representagao: Cada dado codifica a informacao do tensor local. Os pon-
tos sem orientagao conhecida sao representados pela matriz identidade
(tensores bola perfeitos). J4 os pontos com orientagdo conhecida, sao
codificados conforme a informacao inicial apresentada, podendo ser co-
dificados como um palito perfeito ou tensor genérico perfeito (no caso de

n dimensoes, teremos um total de n — 2 casos desse tipo).

Votagao esparsa: Cada dado, codificado com o tensor apropriado, deposita
um voto a cada um dos dados dentro de uma vizinhanca. Os votos
recebidos sao acumulados pela adicao dos tensores, o que equivale a
adicao matricial. Estes tensores iniciais se comunicam uns com os outros
para obterem informacoes sobre a orientacao preferida ou refinar a
orientacao inicial, caso esta seja dada. O resultado desta primeira votacao

¢ um conjunto de tensores genéricos.

Decomposicao: Apds a primeira votacao, o tensor acumulado é decomposto

como na equagao 4-2.
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Votacao densa: Nessa segunda etapa, o componente bola é descartado,
pois nao possui informagao sobre orientacao preferida e nao deve ser
propagado. Ja os outros componentes votam. A informacao inferida na
votagao anterior é propagada com o proposito de se extrair caracteristicas

coerentes.

Analise do voto: Esta etapa sera explicada na proxima subsecao, tem por
objetivo extrair informacoes da dimensionalidade intrinseca local e ori-

entacoes preferidas.

O resultado desse procedimento sao tensores densos, os quais contém
informagoes sobre as estruturas locais que representam, bem como orientacao.
Observe que todos os tensores sao matrizes n X n simétricas, definidas nao

negativa. Um esbocgo do algoritmo é apresentado a seguir.

Algoritmo 1: O processo de votacao

Dados:
N pontos de entrada P; € R" e condicoes iniciais, se disponiveis;
Considere:

T; o tensor elementar associado a cada ponto F;;

R; a matriz que acumulara os votos.

1. Inicializacao:
Inicialize T; de acordo com as condigoes iniciais.
for i € [1,N]:

if P, é um ponto em um espaco n-dimensional sem orientacao, ele é co-

dificado como tensor bola n-dimensional (A = Ao =A3=... =X, =1),
come; =10 ... 0T, ea=[01...0Teey=1[00... 17
T; = I, onde I representa a matriz identidade n x n.
end if
if P, representa um elemento de uma hipersuperficie n-dimensional:
T; equivale a um tensor palito (A} = 1,y = A3 = ... =\, = 0),
com e; igual a direcao da normal a hipersuperficie dada e e,, ..., e, sao

vetores unitarios ortonormais uns aos outros e também ao e;.
_ T
T, = ee;
end if
if P, representa um elemento de uma curva em um espago n-

dimensional entao:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710710/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710710/CA

Regressao Construtiva em Variedades Implicitas 51

T; é codificado como um tensor placa (A} = N = ... =
A1 = 1L\, = 0) com e, igual a direcdo da tangente a curva.

T, = Yois, eaey

Outros tensores placa sao codificados de maneira semelhante.
Para2§j<n)\1:)\2:...:)\]-:1,)\j+1:)\j+2:...:)\n—
teremos T; = > % Leqel, indicando a incerteza em j diregdes, as quais
definem uma caracteristica (n — j)-dimensional, cujas diregdes sao dadas
por €;41,€542,...,€x.

end if

Calcule os vizinhos de cada dado P;.

2. Votacao esparsa:

fori e [1,N]:
for P; na vizinhanca de P :
if 222 > 0.01

Calcule o voto palito Sye( P, P e ) de P, em P; como em

end if
if \, >0:
Calcule o voto bola Byt( P, P;) como em 4-5.
end if
forde [2,n—1]:
if 224 > 0,01
Calcule o voto placa Ve, (P, Pj T ) de P; em P; como em
4-6.
end if
end for
Adicione os votos ao acumulador de P; :
R + Ry + (M — 2)Suoio( P Ppel’) + NoBuoio( P, Py) +
ZdG[Z,nfl] ()‘d - )\d—i-l)VvotO(Pi» Pja TG(Z)
end for

3. Decomposicao
Cada tensor T; é decomposto como na equacao 4-2. Assim,
fori e [1,N]:
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Calcule os autovalores e autovetores ()xfi ,ed ") de T;.

end for

4. Votacgao densa:
Cada um dos componentes da decomposicao de um tensor vota sepa-
radamente nesse etapa, com excecao do tensor bola, que nao possui

informacao sobre orientacao preferida a ser propagada.

Faca R; < 0.
for i e [1,N]:
for P, na vizinhanca de P; :
if 2522 > 0,01

Calcule o voto palito Sye( B, P; e ) de P, em P; como em

4-4.
end if
forde [2,n—1]:
if 2045 > 0,01 ;
Calcule o voto placa Ve, (P, Pj T ) de P; em P; como em
4-6.
end if
end for

Adicione os votos ao acumulador de P; :
Ri R + (M — A)SunelPiPel’) + Yepny(ha —
>\d+1)Vvoto(-Pia Pjv Te(Z)

end for

5. Analise do voto
for i € [1,N]:
Calcule os autovalores e autovetores ()\fl ,ed ) de R; a fim de deter-
minar a dimensionalidade e orientacao.

end for

4.2.5
Analise do voto

Existem n + 1 tipos de estruturas em uma espaco n-dimensional, abran-

gendo de pontos 0-D a hipervolumes n-dimensionais. No algoritmo apresentado
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(Algoritmo 1), definimos o tensor receptor R;, o qual acumula os votos rece-
bidos pelo tensor ¢ dos tensores dentro da vizinhanga de P;. Ao término do
processo de votagao, calculam-se os autovalores e autovetores de R; e o tensor
¢ decomposto como na equacao 4-2.

Em um espaco tridimensional, a inferéncia do tipo de estrutura a qual

um ponto pertence é explicada do seguinte modo:

e )\; — )\, codifica a confianga em uma superficie, com a normal a superficie

dada por e;.

e )\, — )3 codifica a confianga em uma curva ou a uma junc¢ao de superficies,

com as normais a curva dadas por e; e e,
e )3 codifica a confianga em uma juncao.

e )\ = Ay & A3 = 0 codificam um valor atipico (outlier) desde que recebem

pouco ou inconsistentes suportes dos vizinhos.

A generalizacao para dimensoes maiores é feita sem dificuldades. A
estimativa da dimensionalidade intrinseca local é dada pela maxima diferenca
nos autovalores. Em geral, se a maxima diferenca nos autovalores é dada por
Ad — Adg+1, & dimensionalidade intrinseca local estimada é n — d, e a variedade
possui d normais e n — d tangentes. Ademais, os d primeiros autovetores
correspondentes aos maiores autovalores sao as normais a variedade e os
autovetores restantes sao as tangentes. Os valores atipicos, chamados outliers
podem ser detectados, pois todos os autovalores deles sao pequenos e nenhum
tipo de estrutura preferida emerge. Tal fato ocorre porque eles estao mais
isolados que os valores tipicos ou interiores (inliers), portanto, ndo recebem
votos que consistentemente suportem qualquer estrutura saliente. Em (47),
mostra-se que a votagao por tensores é robusta contra valores atipicos.

Em (46), é apresentado um algoritmo que permite a interpolagao e
producao de novos pontos na variedade. O primeiro passo para interpolacao é
a aprendizagem da estrutura da variedade, usualmente tomando pontos sem
orientacao, representados por tensores bola. Seleciona-se um ponto de partida,
que deve estar na variedade, e um ponto alvo ou uma dire¢ao desejada a partir
do ponto de partida. A cada passo, projeta-se a direcao desejada no espago
tangente do ponto atual, obtendo assim um novo ponto em uma distancia
pequena. O espago tangente do novo ponto é entao calculado coletando votos
dos pontos vizinhos, como em uma votacao regular. Nessa etapa, os tensores
utilizados nao serao mais os tensores bola, mas sim os tensores resultantes do
passo anterior da votacao, de acordo o algoritmo 1, passo 4. A direcao desejada

¢é entao projetada no espacgo tangente do novo ponto e o processo se repete até


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710710/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710710/CA

Regressao Construtiva em Variedades Implicitas 54

que o destino seja alcancado. Este procedimento é utilizado na estimagao de
distancias geodésicas entre pontos na variedade e comparado com alguns dos
algoritmos mais amplamente utilizados na literatura. Os resultados podem ser
vistos em (46),(47). Esse algoritmo também serd utilizado para aproximacao
de funcoes.

Com relagao a aproximagao de fungoes, considere os dados de entrada
cujas saidas sao desconhecidas, o objetivo é encontrar pontos na variedade que
correspondam a uma entrada similar aquele dado cuja saida se quer obter.
Assume-se que se tem disponivel para treinamento observagoes no espaco n-
dimensional que incluem valores para as varidveis de entrada e saida. Assim,
a fim de prever a saida y da funcao, para uma entrada desconhecida x € R",
sobre a hipotese de suavidade local, devemos nos mover na variedade formada
pelas amostras de treinamento até que seja alcangado um ponto correspondente
as coordenadas de entrada dadas. Para garantir que sempre estamos na
variedade, iniciamos de um ponto nela e procedemos como no algoritmo para
interpolagao. O procedimento ocorre do seguinte modo, para encontrar um
ponto de partida adequado, deve-se buscar o vizinho mais proximo de x no
espaco de entrada, o qual tem menos dimensoes do que o espaco de votacao
entrada-saida. Portanto, pode-se calcular a direcao desejada no espago de
baixa dimensao e projeta-lo no espaco entrada-saida. Caso muitas saidas sejam
possiveis para uma mesma entrada (fato que ocorre caso os dados nao tenham
sido gerados por uma fungao no sentido estrito), pode-se tanto encontrar os
vizinhos em cada ramo da func¢ao e produzir multiplas saidas, quanto usar outra
informacao, tal como o estado anterior do sistema, para seguir apenas uma das
alternativas. Pode-se ainda encontrar multiplos vizinhos mais proximos, rodar
o algoritmo proposto iniciando de cada um deles e produzir uma resposta
com varios valores com uma probabilidade associada com cada valor de saida

potencial.

4.3
Experimentos

Realizaremos alguns testes com dados sintéticos para avaliar o desempe-
nho da votagao por tensores quanto a estimacao da dimensionalidade correta
e orientagao dos vetores obtidos. Também propomos alguns métodos para o
calculo do erro na orientacao obtida.

Inicialmente, vamos testar o método de votagao por tensores com relacao
a estimacao da dimensionalidade correta. Conforme estudado no capitulo 4, a

dimensionalidade intrinseca em cada ponto pode ser obtida como a maxima
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diferenca nos autovalores do tensor resultante dos votos acumulados dos pontos
vizinhos. Todas as entradas consistem apenas de pontos sem informagao quanto
a orientacao e, portanto, sao codificadas como tensores bola. Para essa etapa,
geramos 1500 e 5000 pontos e os resultados estao em funcao do parametro o e
do nimero de vizinhos dado, como mostram as tabelas para cada conjunto de
dados estudado. A primeira coluna exibe o parametro ¢ testado; a segunda
coluna, mostra o percentual dos pontos com a dimensionalidade estimada
corretamente. Num segundo momento, estudamos a orientacao dos vetores
obtidos, de acordo com o caso de estudo. Assim, as duas tultimas colunas
mostram a precisao da estimativa da orientacao obtida, independente da

dimensionalidade ter sido estimada corretamente.

4.3.1
Curva no R?

Consideremos a representacao paramétrica da hélice 4.10.

r: R - RS
t — (cost,sent,t/2m), te0,6n]

Figura 4.10: Hélice

A dimensionalidade correta ocorre quando a maxima diferenca nos
autovalores é dada por s — A3. O erro reportado nas tabelas é o angulo entre
o autovetor correspondente ao menor autovalor do tensor estimado em cada
ponto (neste exemplo, e3) e o vetor tangente local. Cada linha da tabela mostra

o resultado sobre 10 amostragens diferentes.
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N=1500 e viz=15 N=1500 e viz=150
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o | DE | mediana média o | DE | mediana média
3 | 100% 0.77 0.87 3| 98% 2.95 3.44
5 | 100% 0.93 1.01 51 98% 3.64 4.10
8 | 100% 1.25 1.33 8 | 99% 411 4.66
10 | 100% 1.11 1.20 10 | 99% 4.29 4.88
15 | 100% 1.19 1.29 15 | 99% 4.76 5.31
20 | 100% 1.23 1.34 20 | 99% 4.88 5.51
30 | 100% 1.31 1.40 30 | 99% 5.19 D.77
40 | 100% 1.33 1.42 40 | 99.7% 5.19 0.83

Tabela 4.1: Curva no R3. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade(DE)
e erro (em graus) da orientacao tangente, em fun¢ao do parametro o e do
ntumero de vizinhos (viz).

N=1500 e viz=300
Erros Orientagao(graus)

o DE mediana média
3 | 74.94% 6.5 11.5

5 | 68.66% 6.31 14.56
8 | 67.81% 6.36 17.44
10 | 66.64% 6.68 17.3

15 | 65.91% 7.21 19.59
20 | 65.08% 6.9 19.59
30 | 64.25% 7.5 19.52
40 | 62.72% 7.3 21.67

Tabela 4.2: Curva no R3. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade(DE)
e erro (em graus) da orientacao tangente, em func¢ao do parametro o e do
nimero de vizinhos (viz).

Com relacao aos resultados exibidos nas tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, o que
podemos notar é que a precisao é estavel para um grande alcance de valores
de o, desde que se tome um numero adequado de vizinhos. Uma vizinhanca
muito grande nao é capaz de capturar a curvatura da variedade, assim, para
que o método forneca boas estimativas torna-se necessario que se faca uma

escolha adequada do nimero de vizinhos.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710710/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710710/CA

Regressdo Construtiva em Variedades Implicitas o7

N=5000 e viz=50 N=5000 e viz=500
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o | DE | mediana média o DE | mediana média
3 | 100% 0.82 0.84 3 89% 4.58 4.64
5 | 100% 0.96 0.99 5 | 89.4% 0.45 5.56
8 | 100% 1.09 1.12 8 | 96.5% 6.18 6.35
10 | 100% 1.15 1.18 10 | 96.75% 6.45 6.77
15 | 100% 1.23 1.26 15 | 98.9% 4.64 5.22
20 | 100% 1.28 1.31 20 | 97.4% 7.18 7.65
30 | 100% 1.32 1.35 30 | 99.4% 4.98 5.62
40 | 100% 1.33 1.37 40 | 99.5% 5.12 2.77

Tabela 4.3: Curva no R3. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade(DE)
e erro (em graus) da orientacao tangente, em fun¢ao do parametro o e do
ntumero de vizinhos (viz).

N=5000 e viz=1000
Erros Orientagao(graus)

o DE mediana média
3| 72.37% 5.19 11.78
5 | 69.48% 5.16 16.44
8 | 67.25% 5.7 17.36
10 | 67.16% .86 18.28
15 | 65.62% 2.71 20.13
20 | 65.67% 2.95 21.37
30 | 65.36% 6.35 23.84
40 | 64.11% 6.21 225

Tabela 4.4: Curva no R3. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade
(DE) e erro (em graus) da orientagao tangente, em funcao do parametro o e
do nimero de vizinhos (viz).

4.3.2
Superficie no R?

Consideraremos o conjunto de dados Swiss Roll, que consiste de pontos
de uma variedade bidimensional em um espaco tridimensional. A representacao

paramétrica é dada por:

r: R? — RS
(t1,t2) — (V24 2t cos(2my/2 + 2t1), /2 + 2tysen (272 + 2t1), 2ts),

onde t1,ty € [—1,1].

Para este exemplo, a dimensionalidade estimada corretamente ocorre

para os pontos cuja maior diferenca nos autovalores é dada por Ay — As. O erro
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Figura 4.11: Swiss Roll

de orientagao é o angulo entre o autovetor correspondente ao maior autovalor
do tensor estimado em cada ponto e a normal a superficie naquele ponto, a
qual foi calculada pelo produto vetorial entre as derivadas parciais em relagao
a cada um dos parametros. Cada linha da tabela mostra o resultado sobre 10

amostragens diferentes.

N=1500 e viz=10 N=1500 e viz=15
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o DE mediana média o DE mediana média
3| 7217% | 3.37 6.29 3| 77.16% | 4.03 6.48
5 | 74.59% | 3.38 5.82 5 17937% | 4.13 6.18
8 | 76.63% 3.40 5.39 8 | 82.14% 4.25 5.98
10 | 76.67% 3.39 5.19 10 | 82.28% 4.28 5.88
15 | 78.19% 3.43 5.07 15 | 84.16% 4.44 5.84
20 | 78.26% 3.49 5.03 20 | 84.80% 4.48 0.81
30 | 77.99% 3.45 4.88 30 | 84.11% 4.51 5.79
40 | 77.64% | 3.47 4.98 40 | 84.00% | 4.60 5.83

Tabela 4.5: Swiss Roll. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade (DE) e
erro (em graus) da orienta¢ao normal, em fungao do parametro o e do nimero
de vizinhos (viz).

Com relacao aos resultados obtidos nas tabelas 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, verifica-
mos que se deve tomar um numero de vizinhos que possa capturar a estrutura
da variedade e tal nimero deve escolhido observando-se tanto o ntimero de
dados disponiveis quanto o nimero de variaveis. A escolha do parametro o
nao afeta a precisao, uma vez que se fez uma escolha adequada do niimero de

vizinhos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710710/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710710/CA

Regressdo Construtiva em Variedades Implicitas

29

N=1500 e viz=20

N=1500 e viz=50

Erros Orientagao(graus)

Erros Orientagao(graus)

o DE mediana média o DE mediana média
3 | 78.71% 4.78 7.27 3 | 80.92% 8.32 10.58
5 | 82.19% 4.87 6.79 5 | 84.45% 8.34 10.4

8 | 84.82% 5.08 6.76 8 | 88.13% 8.54 10.18
10 | 85.07% 5.14 6.56 10 | 88.45% 8.7 10.25
15 | 86.37% 5.25 6.51 15 | 89.13% 8.78 10.12
20 | 86.88% 5.30 6.57 20 | 89.84% 8.97 10.17
30 | 87.11% 5.39 6.65 30 | 90.97% 9.18 10.41
40 | 87.5% 5.65 6.85 40 | 90.55% 9.16 10.43

Tabela 4.6: Swiss Roll. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade (DE) e
erro (em graus) da orienta¢ao normal, em fungao do parametro o e do niimero
de vizinhos (viz).

N=5000 e viz=5 N=5000 e viz=15
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o DE mediana média o DE mediana média
3 | 64.68% 1.80 5.12 3 | 81.54% 2.29 4.30
5 | 65.91% 1.75 4.62 5 | 84.26% 2.31 3.91
8 | 67.06% 1.71 4.17 8 | 86.73% 2.35 3.68
10 | 67.33% 1.69 4.02 10 | 87.61% 2.36 3.53
15 | 67.75% 1.63 3.72 15 | 88.95% 2.40 3.45
20 | 68.04% 1.59 3.44 20 | 89.67% 2.39 3.32
30 | 68.00% 1.57 3.25 30 | 90.31% 2.45 3.28
40 | 68.00% 1.53 3.17 40 | 90.56% 2.48 3.33

Tabela 4.7: Swiss Roll. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade (DE) e
erro (em graus) da orienta¢ao normal, em funcdo do parametro o e do nimero
de vizinhos (viz).

N=5000 e viz=50 N=5000 e viz=100
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o DE | mediana média o DE | mediana média
3 | 88.32% 491 6.67 3 | 88.15% 7.41 9.24
5 | 91.33% 5.02 6.36 5 190.70% 7.48 8.86
8 |93.38% 5.20 6.19 8 |93.55% 7.70 8.69
10 | 94.21% 5.27 6.17 10 | 94.32% 7.82 8.64
15 | 95.62% 5.46 6.24 15 | 95.47% 8.06 8.71
20 | 95.81% | 5.49 6.19 20 | 95.78% | 8.14 8.82
30 | 96.52% |  5.60 6.32 30 | 96.83% | 8.27 8.94
40 | 96.69% 5.69 6.51 40 | 96.58% 8.41 9.13

Tabela 4.8: Swiss Roll. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade (DE) e
erro (em graus) da orienta¢ao normal, em fungao do parametro o e do nimero
de vizinhos (viz).
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4.3.3
Curva no R*

A representacao paramétrica da curva no R* estudada é dada por:

r: R - R
t  — (cos(t),sen (t),t/2m, e "),

onde t € [0, 67].

A estimativa da dimensionalidade correta em cada ponto ocorre quando
a diferenca maxima nos autovalores é dada por A3 — \4. O erro reportado nas
tabelas é o angulo entre o autovetor correspondente ao menor autovalor do
tensor estimado em cada ponto (neste exemplo, e4) e o vetor tangente local.

Cada linha da tabela mostra o resultado sobre 10 amostragens diferentes.

N=1500 e viz=15 N=1500 e viz=150
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o DE | mediana média o DE | mediana média
3 | 100% 0.45 0.55 3 | 100% 1.81 2.46
5 | 100% 0.52 0.62 5 | 100% 2.06 2.71
8 | 100% 0.60 0.70 8 | 100% 2.45 3.01
10 | 100% 0.63 0.73 10 | 100% 2.58 3.18
15 | 100% 0.70 0.79 15 | 100% 2.78 3.40
20 | 100% 0.73 0.82 20 | 100% 3.04 3.56
30 | 100% 0.76 0.86 30 | 100% 3.22 3.74
40 | 100% 0.83 0.93 40 | 100% 3.26 3.82

Tabela 4.9: Curva no R*. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade(DE)
e erro (em graus) da orientacdo tangente, em fun¢ao do parametro o e do
nimero de vizinhos (viz).

Nas tabelas 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12, verificamos que temos uma boa precisao
para um amplo alcance de valores de o. Deve-se atentar para a escolha do
numero de vizinhos, pois um nimero de vizinhos muito grande pode interferir
na precisao. Nesses casos, o desempenho diminui, como se verifica quando
temos 1500 dados e 300 vizinhos e 5000 dados e 1000 vizinhos.
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N=1500 e viz=300
Erros Orientagao(graus)
o DE | mediana média
3 58% 3.84 13.2
5 | 54.6% 3.62 12.4
8 |53.95% 4.11 13.7
10 | 55.75% 4.00 17.43
15 | 51.86% 4.29 15.88
20 | 51.89% 4.2 14.8
30 | 52.28% 4.13 14.73
40 | 52.29% 4.55 15.77
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Tabela 4.10: Curva no R*. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade
(DE) e erro (em graus) da orientagdo tangente, em funcdo do parametro o e
do nimero de vizinhos (viz).

N=5000 e viz=15 N=5000 e viz=500
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o | DE | mediana média o | DE | mediana média
3 | 100% | 0.47 0.49 3 | 100% 1.69 2.26
5 | 100% 0.57 0.59 5 | 100% 2.04 2.60
8 | 100% 0.66 0.68 8 | 100% 241 2.97
10 | 100% 0.70 0.72 10 | 100% 2.60 3.14
15 | 100% 0.76 0.78 15 | 100% 2.81 3.38
20 | 100% 0.79 0.82 20 | 100% 2.95 3.50
30 | 100% | 0.83 0.85 30 | 100% | 3.10 3.67
40 | 100% | 0.85 0.87 40 | 100% | 3.15 3.75

Tabela 4.11: Curva no R*. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade(DE)
e erro (em graus) da orientacdo tangente, em fun¢ao do parametro o e do
nimero de vizinhos (viz).

N=5000 e viz=1000
Erros Orientagao(graus)
o DE mediana média
3 | 58.36% 3.39 12.49
5 57% 3.35 13.48
8 | 55.42% 3.71 13.59
10 | 55.42% 3.61 14.55
15 | 55.17% 3.77 17.81
20 | 54.61% 3.89 18.04
30 | 53.33% 3.8 16.96
40 | 53.58% 4.17 19.35

Tabela 4.12: Curva no R?*. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade
(DE) e erro (em graus) da orientacao tangente, em fungao do parametro o e
do nimero de vizinhos (viz).



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710710/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0710710/CA

Regressdo Construtiva em Variedades Implicitas 62

4.3.4
Superficie no R*

A representacao paramétrica da superficie no R* estudada ¢ dada por:

r: R? — RY
(t1,t2) —  (ticos(ta), tisen (tz), 12 cos(2ts), t3sen (2ts)),

onde t; € [0,1],¢; € [0, 27].

Essa superficie é originada da equacdo complexa w = z2, onde para
cada ponto P(x,y,z,w) pertencente a superficie S, corresponde w = x + yi
e z = z + wi. A superficie implicita S = f71(0,0) ¢ definida pelas fungoes
flx,y,z,w) = (r — 2% + w? y — 2zw). Uma visualizagao dessa superficie é
dada na dissertacao de Azevedo (3). Essa visualizacao utiliza um diagrama
de coloragao de dominio (Domain Coloring), no qual as cores variam entre os
tons de vermelho, verde e azul, com cores secundarias e terciarias, num total
de doze tonalidades. A intensidade de cada cor aumenta conforme se aproxima
do centro do circulo, ao qual se atribui a cor branca, e diminui em direcao ao
raio maximo 7,,q., quando a cor preta é atingida. Dado um ntimero complexo
w = re??, o argumento 6 representa uma cor e o médulo 7 = |w| representa
uma intensidade. Assim, a cada um dos pontos P(z,y,z,w) da superficie,
associamos uma cor. Considerando-se w = x + yi, temos 6 = arctan(¥) e
r = /22 + y? e a visualizac¢ao obtida em (3), pode ser vista na figura 4.12.

Figura 4.12: Superficie implicita no R* definida pela equacao complexa w = z?

A estimativa da dimensionalidade correta em cada ponto ocorre quando

a maxima diferenca entre os autovalores do tensor resultante do acimulo de
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votos dos dados vizinhos naquele ponto é dada por Ay — A3. Nesse caso temos
duas tangentes e duas normais. Para calcular o erro de orientagao em cada

ponto na variedade elaboramos o seguinte procedimento:

e calculamos as derivadas parciais da funcao r em relacao a cada um de
seus parametros, isto é, calculamos r;, = Jr/0t; e ry, = Or/0ts. Essas
derivadas representam, em cada ponto, os vetores velocidade as curvas
t1-paramétricas e to-paramétricas, respectivamente. Temos que ry, e ry,

sao os geradores do plano tangente a superficie;

e denotamos v; = r;; e vo = ry,. Tomamos o plano normal a superficie

através da decomposicao QR da matriz Asys, cujas colunas sdo vy e va:

Vig V2
Uly 'Ugy
A= = Q4 walaxo
Viz U2z
Viw V2w

As duas ultimas colunas da matriz ) correspondem a base ortogonal

desejada, que serao denotadas por u; e uo;

e calculamos o produto exterior entre u; e us, isto é, calculamos u; A uy =
uy N\ up = (Ulmu2y = Uyl , Uz U2, — UL U2z, Ul U2y — UlwU2gz, UlyU2, —
Up Uy, UtyUoyy — UieUsy, ULz Uzy — Urelsy). O resultado desse produto é

um vetor em um espago de dimensao 6 e sera denotado por ny;

e calculamos o produto exterior entre os dois autovetores associados aos
dois maiores autovalores, isto é, e; A €2 = (e1,€2y — €1y€24, €142, —
€12€2z, €12€20w — €ClwCazx, €1y€2z — €12€2y, €1yCow — €1w€2y, €12€20w — elweQz)a
o qual também é um vetor num espaco de dimensao 6 e sera denotado
Por 1ny;

e Por fim, o erro de orientacao é obtido através do calculo do angulo entre

n; e ns.

O produto exterior ¢ interpretado geometricamente como a area orientada
do paralelogramo gerado por dois vetores. Em trés dimensoes, uma &area
orientada é representada pelo produto vetorial entre dois vetores. A area
orientada em dimensoes maiores pode ser representada por um novo produto

anti-simétrico denotado o produto exterior e o valor deste produto serda um
1
2
pode ser considerado o “espaco das areas orientadas”. Para maiores detalhes

vetor em um “novo” espago vetorial, o qual terd n(n — 1) componentes e

sobre algebra exterior e produto exterior, consulte (40) e (80).
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N=1500 e viz=5

N=1500 e viz=20

Erros Orientagao(graus)

Erros Orientagao(graus)

o DE mediana média o DE mediana média
3 | 53.63% 1.41 2.67 3 | 89.14% 1.60 1.76
5 | 54.38% 1.39 2.43 5 190.30% 1.65 1.80
8 | 54.20% 1.35 2.34 8 |91.15% 1.67 1.83
10 | 54.44% 1.35 2.14 10 | 91.39% 1.68 1.84
15 | 54.47% 1.34 2.25 15 | 91.24% 1.69 1.84
20 | 54.55% 1.32 2.10 20 | 91.65% 1.69 1.86
30 | 52.66% 1.30 2.10 30 | 91.05% 1.72 1.89
40 | 52.88% 1.29 2.08 40 | 91.45% 1.74 1.90

Tabela 4.13: Superficie no R*. Taxa da estimativa correta da dimensionali-
dade(DE) e erro (em graus) da orientagao normal, em fungao do parametro o
e do nimero de vizinhos (viz).

N=1500 e viz=150

N=1500 e viz=300

Erros Orientagao(graus)

Erros Orientagao(graus)

o DE mediana média o DE mediana média
3 197.11% 3.82 4.51 3 192.01% 4.05 4.16
5 | 98.17% 4.15 4.97 5 196.77% 4.28 4.48
8 |99.24% 4.25 5.28 8 | 98.78% 4.47 4.79
10 | 99.47% 4.4 5.36 10 | 99.11% 4.35 4.90
15 | 99.71% 4.42 5.45 15 | 98.72% 4.58 5.00
20 | 99.77% 4.41 5.5 20 | 99.49% 4.57 4.94
30 | 99.47% 4.53 5.61 30 | 99.48% 4.76 5.13
40 | 99.63% 4.42 5.61 40 | 99.47% 4.74 5.14

Tabela 4.14: Superficie no R*. Taxa da estimativa correta da dimensionali-
dade(DE) e erro (em graus) da orientagao normal, em fungao do parametro o
e do nimero de vizinhos (viz).

Os resultados exibidos nas tabelas 4.13, 4.14, 4.15, 4.16, confirmam o que

ja foi verificado para os exemplos anteriores, isto é, a escolha do parametro o

nao afeta a precisao, desde que se tome um nimero de vizinhos adequado. Os

resultados foram satisfatérios para um amplo alcance de vizinhos tomados.
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N=5000 e viz=5 N=5000 e viz=20
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o DE | mediana média o DE | mediana média
3 | 55.61% 0.84 1.83 3 1 92.55% 0.85 0.93
5 | 56.15% 0.83 1.69 5 |93.42% 0.85 0.94
8 | 56.40% 0.81 1.58 8 | 93.90% 0.86 0.95
10 | 56.74% 0.80 1.59 10 | 94.25% 0.87 0.95
15 | 56.72% 0.79 1.51 15 | 94.05% 0.87 0.95
20 | 56.76% 0.78 1.48 20 | 93.77% 0.87 0.95
30 | 56.16% 0.76 1.44 30 | 94.00% 0.87 0.95
40 | 55.74% 0.75 1.36 40 | 93.70% 0.88 0.96

Tabela 4.15: Superficie no R*. Taxa da estimativa correta da dimensionali-
dade(DE) e erro (em graus) da orientagao normal, em fungao do parametro o
e do nimero de vizinhos (viz).

N=5000 e viz=50 N=5000 e viz=500
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o DE mediana média o DE mediana média
3 | 98.46% 1.25 1.32 3 | 98.75% 3.78 4.42
5 | 98.78% 1.29 1.37 5 | 99.69% 4.09 4.97
8 |99.04% 1.33 1.41 8 | 99.92% 4.21 5.23
10 | 99.05 1.34 1.43 10 | 99.73% 4.31 5.34
15 1 99.05% 1.37 1.45 15 | 99.99% 4.39 5.44
20 | 98.85% 1.39 1.47 20 | 100.00% 4.39 5.48
30 | 98.86% 1.40 1.48 30 | 100.00% 4.41 5.57
40 | 98.98% 1.41 1.50 40 | 100.00% 4.44 5.6

Tabela 4.16: Superficie no R*. Taxa da estimativa correta da dimensionali-
dade(DE) e erro (em graus) da orientagao normal, em fungao do parametro o
e do nimero de vizinhos (viz).

4.3.5
Volume no R*

Estudaremos uma variedade tridimensional em um espago 4-dimensional,

cuja representacao paramétrica é dada por:
r: R3 — R*
(t1,ta,t3) — (cos(ty),sen (t1)cos(ta),sen (t1)sen (t2) cos(tz),sen (t1)sen (t9)sen (t3)),
onde tq,ty € [0, 7] e t3 € [0, 27].
O exemplo dado ¢ a esfera S* = {(z,y, z,w) € R 2? +y* + 22+ w? = 1},

A representacao ¢é feita por coordenadas hiperesféricas tendo (t1,ts,t3) como

parametros.
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A dimensionalidade correta em cada ponto é obtida quando a maxima
diferenga nos autovalores do tensor resultante do acimulo de votos dos dados
vizinhos naquele ponto é dada por A\; — Ag. Nesse exemplo temos 1 normal e 3
tangentes. O erro de orientagao para cada dado é obtido pelo calculo do angulo
entre o autovetor associado ao maior autovalor do tensor resultante do acimulo
de votos dos vizinhos no referido ponto e o vetor resultante do produto vetorial
entre as derivadas parciais de r em relacao a cada um dos seus 3 parametros,

calculada no dado ponto. O procedimento é dado do seguinte modo:

e considere u; = 81‘/8751, Uy = E)r/@tQ e uz = 81‘/8753,
e calcule o produto vetorial u; x us X us. Esse produto vetorial goza das

propriedades de um produto exterior de grau 3 e pode ser calculado como

um “determinante” simbdlico:

Uy U2z U3z €1

Uy Ug U3y €2
u XUy X ug =det| 7 Y v (4-7)

U1, U2z U3z €3

Uy U2 U3w €4

que deve ser desenvolvido ao longo da ultima coluna, onde (eq, ez, €3, €4)

representa a base canonica no R*.

e scja v € R* o vetor resultante do cdlculo do produto vetorial. Este vetor

é ortogonal ao subespaco gerado por uy, us, us;

e pode-se verificar o erro de orientagao obtido calculando-se o angulo entre
o autovetor associado ao maior autovalor do tensor resultante do actiimulo
de votos dos vizinhos e o vetor resultante do calculo do produto vetorial
em 4-7.

Deve-se tomar um ntumero de vizinhos que possa capturar a estrutura da
variedade e tal nimero deve escolhido observando-se tanto o ntimero de dados
gerados quanto o nimero de variaveis dos dados. Como mostram as tabelas
4.17, 4.18, 4.19, 4.20, a escolha do parametro ¢ nao afeta a precisao, uma vez
que se fez uma escolha adequada do niimero de vizinhos. Quando tomamos um
nimero pequeno de dados, como N = 1500, uma vizinhanga muito pequena
como viz = 5, nao apresenta resultados satisfatérios, pois um nimero muito
pequeno de vizinhos nao é suficiente para capturar a estrutura da variedade.
Mesmo ao considerarmos uma vizinhanga maior como viz = 15, ainda assim
nao conseguimos capturar a curvatura da variedade e obtemos estimativas
ruins quanto a orientacao das normais. Quando tomamos viz = 30, a média

dos erros de orientacao é ainda maior. No entanto, se adotamos N = 5000,
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N=1500 e viz=5 N=1500 e viz=15
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o DE | mediana média o DE | mediana média
3 | 18.79% 27.92 33.77 3 | 43.84% 7.06 11.97
5 | 19.15% 24.37 30.45 5 | 48.65% 6.81 10.62
8 | 19.02% 40.38 42.14 8 | 51.38% 6.82 10.20
10 | 18.72% 40.91 41.66 10 | 52.13% 6.94 10.11
15 | 18.17% 38.92 40.58 15 | 52.62% 6.83 9.85
20 | 18.24% 32.63 37.25 20 | 51.71% 6.97 9.93
30 | 17.57% 40.88 42.03 30 | 51.24% 7.05 9.94
40 | 16.90% 30.82 34.27 40 | 50.63% 7.11 9.97

Tabela 4.17: Volume no R?*. Taxa da estimativa correta da dimensionali-
dade(DE) e erro (em graus) da orientagao normal, em fungao do parametro o
e do nimero de vizinhos (viz).

N=1500 e viz=30
Erros Orientagao(graus)
o DE mediana média
3 | 45.29% 9.97 15.92
5 | 52.94% 9.51 13.63
8 | 59.57% 9.23 12.53
10 | 60.58% 9.33 12.25
15 | 61.19% 9.20 12.05
20 | 61.74% 9.40 12.02
30 | 61.42% 9.55 12.09
40 | 61.31% 9.78 12.28

Tabela 4.18: Volume no R*. Taxa da estimativa correta da dimensionalidade
(DE) e erro (em graus) da orientagdo normal, em funcdo do parametro o e do
nimero de vizinhos (viz).

obtemos estimativas melhores, ainda que, devemos atentar para o nimero de

vizinhos a ser escolhido.
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N=5000 e viz=5 N=5000 e viz=15
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o DE | mediana média o DE | mediana média
3 12297% | 4517 45.31 3 |59.10% 4.27 6.91
5 | 22.87% | 44.10 44.67 5 |62.85% 4.27 6.37
8 |23.03% | 46.40 46.47 8 |65.49% 4.23 6.01
10 | 22.40% | 40.39 42.04 10 | 65.97% 4.21 2.92
15 | 22.31% | 45.98 45.83 15 | 67.05% 4.24 .86
20 | 22.07% | 44.96 45.04 20 | 66.79% | 4.27 5.86
30 | 21.23% | 45.11 45.19 30 | 66.22% 4.33 5.85
40 | 20.77% 44.70 44.72 40 | 65.28% 4.37 5.87

Tabela 4.19: Volume no R* Taxa da estimativa correta da dimensionali-
dade(DE) e erro (em graus) da orientagdo normal, em fun¢ao do parametro o
e do nimero de vizinhos (viz).

N=5000 e viz=20 N=5000 e viz=50
Erros Orientagao(graus) Erros Orientagao(graus)
o DE mediana média o DE mediana média
3 |65.12% 4.80 7.42 3 | 68.40% 8.72 13.37
5 | 69.89% 4.76 6.77 5 | 77.48% 8.53 11.33
8 | 73.61% 4.86 6.45 8 | 81.81% 8.48 10.52
10 | 74.21% 4.83 6.42 10 | 83.57% 8.52 10.32
15 | 75.11% 4.85 6.32 15 | 84.29% 8.56 10.15
20 | 75.13% 4.89 6.31 20 | 85.26% 8.61 10.09
30 | 74.35% 4.93 6.33 30 | 85.55% 8.63 10.06
40 | 74.711% 5.00 6.40 40 | 85.99% 8.65 10.04

Tabela 4.20: Volume no R?. Taxa da estimativa correta da dimensionali-
dade(DE) e erro (em graus) da orientagao normal, em fungao do parametro o
e do nimero de vizinhos (viz).
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