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Universidade Católica do Rio de Janeiro - PUC-Rio.

[3] AZEVEDO, L. D. S. Visualização por pontos de superf́ıcies
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A
Conceitos de topologia

A área da Matemática responsável por estudar as propriedades de

objetos que são preservadas através de alguns tipos de alterações morfológicas,

tais como deformação, torção ou alongamento, chama-se Topologia. A única

operação não permitida é “cortar” os objetos. Dessa maneira, garante-se que a

estrutura ou conectividade dos objetos seja mantida. Por exemplo, um ćırculo

é topologicamente equivalente a uma elipse e uma esfera equivalente a um

elipsóide. Conforme mostra a figura A.1, a superf́ıcie de uma rosquinha pode

ser continuamente deformada na superf́ıcie de um copo de café com uma

alça, esticando a metade da rosquinha para se tornar o copo e reduzindo a

outra metade para formar a alça. Se dois objetos são ditos terem as mesmas

propriedades topológicas então eles são homeomorfos.

Figura A.1: Deformação de uma rosquinha em um copo de café. (Lee,2011(35))

Os objetos em Topologia são formalmente definidos como espaços to-

pológicos. Um conjunto X para o qual uma topologia T é especificada é cha-

mado um espaço topológico.

Definição A.1. Uma topologia em um conjunto X é uma coleção T de

subconjuntos de X tendo as seguintes propriedades:

• ∅ ∈ T , X ∈ T .

• A união dos elementos de qualquer subcoleção de T pertence a T .
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• A interseção dos elementos de qualquer subcoleção finita de T pertence

a T .

Um conjunto X equipado com uma topologia é referido como um espaço

topológico. Os elementos de T são chamados de subconjuntos abertos de X com

respeito a T e os elementos de X são chamados pontos do espaço topológico

(X, T ). De um ponto de vista mais geométrico, um espaço topológico também

pode ser definido usando vizinhanças e axiomas de Haussdorf. A vizinhança

de um ponto y ∈ Rn é frequentemente definida como a bola aberta de raio

ε, Bε(y), isto é, o conjunto de pontos dentro de uma esfera de dimensão n e

raio ε > 0, centrada em y. Um conjunto contendo uma vizinhança aberta é

também chamado uma vizinhança. Assim, um espaço topológico é definido do

seguinte modo:

• Para cada ponto y, existe pelo menos uma vizinhança U(y) tal que

y ∈ U(y)

• Se U(y) e V(y) são vizinhanças de um mesmo ponto y, então existe uma

vizinhança W(y) tal que W(y) ⊂ U(y) ∪ V(y).

• Se z ∈ U(y) então existe uma vizinhança V(z) de z tal que V(z) ⊂ U(y).

• Para dois pontos distintos, existem duas vizinhanças disjuntas desses

pontos.

Dois espaços topológicos X e Y são ditos serem homeomorfos se existe

um homeomorfismo de X em Y , isto é, um mapeamento bijetivo F : X → Y ,

cont́ınuo, cujo mapeamento inverso F−1 : Y → X também é cont́ınuo. SeX e Y

são homeomorfos, então seus pontos possuem uma correspondência biuńıvoca,

de tal maneira que também existe uma correspondência biuńıvoca entre seus

conjuntos abertos. Assim, os dois espaços apenas diferem quanto a natureza

dos pontos e, sob o ponto de vista da topologia, podem ser considerados

equivalentes.

Dadas as definições anteriores, podemos definir uma variedade topológica

M .

Definição A.2. Seja M um espaço topológico. M é uma variedade topológica

de dimensão m se satisfaz as seguintes propriedades:

• M é um espaço de Haussdorf, isto é, para todo par de pontos p, q ∈ M ,

existem subconjuntos abertos disjuntos U, V ⊂M tal que p ∈ U e q ∈ V .

• Existe uma base enumerável para a topologia de M .
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• M é localmente euclidiana de dimensão m, isto é, ao redor de todo ponto

de M existe uma vizinhança que é topologicamente a mesma que a bola

unitária em Rm.

A propriedade localmente euclidiana significa que para todo p ∈ M ,

existe:

• Um conjunto aberto U ∈M tal que p ∈ U .

• Um conjunto aberto Ũ ⊂ Rm e um homeomorfismo ϕ : U → Ũ .

Uma definição equivalente de espaços localmente euclidianos é obtida se,

ao invés de requerer que U seja homeomorfo a um subconjunto aberto de Rm,

ele seja homeomorfo a uma bola aberta de Rm ou ao próprio Rm.

O teorema a seguir nos mostra que a dimensão de uma variedade é uma

propriedade topológica intŕınseca.

Teorema A.1 (Invariância de Dimensão). Se m 6= n, então um espaço to-

pológico não vazio não pode ser, ao mesmo tempo, uma variedade de dimensão

m e uma variedade de dimensão n.

A demonstração pode ser encontrada em (35).

Definição A.3. Seja M uma variedade topológica de dimensão m, um sistema

de coordenadas locais ou carta local em M é um par (U,ϕ), onde U é um

subconjunto aberto de M e ϕ : U → Ũ é um homeomorfismo de U para um

subconjunto aberto Ũ = ϕ(U) ⊂ Rm. (Veja a ilustração A.2)

Algumas observações:

1. Pela definição de variedade topológica, cada ponto p ∈ M está contido

no domı́nio de alguma carta (U,ϕ).

2. Dizemos que m é a dimensão de ϕ : U → ϕ(U).

3. Para cada p ∈ U tem-se ϕ(p) = (ϕ1(p), ϕ2(p), . . . , ϕm(p)). Os números

ϕ1(p), ϕ2(p), . . . , ϕm(p) chamam-se as coordenadas de p relativamente ao

sistema ϕ.

Definição A.4. Chama-se atlas de dimensão m sobre um espaço topológico

M , uma coleção U de sistemas de coordenadas locais ϕ : U → Rm em M ,

cujos domı́nios U cobrem M .
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Figura A.2: Uma carta local. (Lee,2003(34))

Um espaço topológico M no qual existe um atlas de dimensão m chama-

se variedade topológica de dimensão m.

Um mapeamento topológico é uma função que é um homeomorfismo

em sua imagem, que é sempre injetivo e cont́ınuo. É uma representação de

um objeto topológico (uma variedade, por exemplo) em um certo espaço,

usualmente Rn para algum n, de tal forma que suas propriedades topológicas

sejam preservadas. Para maiores detalhes sobre espaços topológicos (64) e para

uma boa introdução a variedades topológicas veja (35).

A definição dada de variedade é suficiente para estudar suas propriedades

topológicas, tais como compacidade e conexidade. No entanto, a teoria de vari-

edades topológicas não faz referência ao Cálculo. Para que tenha sentido falar

sobre derivadas de funções, curvas ou mapas em uma variedade, será necessário

introduzir um novo tipo de variedade, chamada variedade diferenciável. É im-

portante verificar que não se pode definir uma variedade diferenciável como

sendo uma variedade topológica com alguma propriedade especial, uma vez

que a propriedade de diferenciabilidade pode não ser invariante por homeo-

morfismos.

Considere M uma variedade topológica de dimensão m. Seja p ∈ M , p

pertence ao domı́nio de um sistema de coordenadas ϕ : U → Ũ ⊂ Rm. Uma

definição plauśıvel de uma função diferenciável, conforme descrito em (34),

seria dizer que f : M → R é diferenciável se, e somente se, a função composta

f ◦ϕ−1 : Ũ → Rm é diferenciável. No entanto, tal afirmação fará sentido apenas

se esta propriedade for independente da escolha da carta. Logo, para que tal

colocação se verifique, precisamos estudar cartas diferenciáveis. Uma vez que
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a diferenciabilidade não é uma propriedade invariante por homeomorfismo,

deve-se considerar a coleção de todas as cartas diferenciáveis. Portanto, deve-

se estudar mudanças de coordenadas e atlas diferenciáveis. As definições a

seguir foram obtidas de (41).

Definição A.5. Sejam ϕ : U → Rm e ω : V → Rm sistemas de coordenadas

locais no espaço topológico M , tais que U ∩ V 6= ∅. Cada ponto p ∈ U ∩ V
tem coordenadas ϕ(p) = (ϕ1(p), ϕ2(p), . . . , ϕm(p)) no sistema ϕ e coordena-

das ω(p) = (ω1(p), ω2(p), . . . , ωm(p)) relativamente ao sistema ω. A corres-

pondência (ϕ1(p), ϕ2(p), . . . , ϕm(p))↔ (ω1(p), ω2(p), . . . , ωm(p)) estabelece um

homeomorfismo ψϕω = ω◦ϕ−1 : ϕ(U∩V )→ ω(U∩V ) que é chamado mudança

de coordenadas. Veja a ilustração A.3.

Tem-se que: ψϕϕ = idϕ(U) e ψϕω = (ψωϕ)−1

Figura A.3: Mudança de coordenadas

Definição A.6. Um atlas U sobre um espaço topológico M diz-se diferenciável

de classe Ck (k ≥ 1), se todas as mudanças de coordenadas ψϕω, ϕ, ω ∈ U são

aplicações de classe Ck.

Como ψωϕ = (ψϕω)−1, segue-se que os ψϕω são difeomorfismos de

classe Ck. Se escrevermos ψϕω : (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) → (ω1, ω2, . . . , ωm), então

o determinante jacobiano det(
∂ωi
∂ϕj

) é não nulo em todo ponto de ϕ(U ∩ V ).

Da mesma maneira que espaços topológicos são considerados os mesmos

se eles são homeomorfos, duas variedades diferenciáveis são essencialmente in-

distingúıveis se elas são difeomorfas. O interesse central da teoria de variedades
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diferenciáveis está no estudo das propriedades de variedades diferenciáveis que

são preservadas por difeomorfismos. Uma boa referência para estudar varie-

dades diferenciáveis é (34, 41). Consideramos por variáveis diferenciáveis, as

variedades infinitamente diferenciáveis ou C∞. Vejamos algumas definições au-

xiliares para a definição de uma variedade diferenciável.

Definição A.7. Seja U um atlas de dimensão m e classe Ck em um espaço

topológico M . Um sistema de coordenadas z : W → Rn em M diz-se

admisśıvel relativamente ao atlas U se, para todo sistema de coordenadas locais

ϕ : U → Rm, pertencente a U , com U ∩W 6= ∅, as mudanças de coordenadas

ψϕz e ψzϕ são de classe Ck.

Definição A.8. Um atlas U , de dimensão m e classe Ck, sobre M , diz-

se máximo quando contém todos os sistemas de coordenadas locais que são

admisśıveis em relação a U .

Definição A.9. Uma variedade diferenciável, de dimensão m e classe Ck é

um par ordenado (M ,U) onde M é um espaço topológico de Haussdorf, com

base enumerável e U é um atlas máximo de dimensão m e classe Ck sobre M .

Uma variedade diferenciável difere de uma variedade topológica, con-

forme descrito acima, porque a noção de diferenciabilidade existe nela. Toda

variedade diferenciável é uma variedade topológica, no entanto, a afirmação

inversa não é sempre verdade. Uma variedade diferenciável é uma variedade

equipada com sua “estrutura funcional”, como por exemplo, equações pa-

ramétricas. A disponibilidade de equações paramétricas nos permite relaci-

onar a variedade a suas variáveis latentes, a saber, seus parâmetros e graus de

liberdade (33).

Como exemplos de variedades temos as curvas, superf́ıcies e volume

ilustrados no caṕıtulo 4, esfera, o toro, dentre outros.

Vamos definir a dimensionalidade de uma variedade de acordo com (67).

Definição A.10. Um subconjunto M de Rn é chamado uma variedade de

dimensionalidade m (em Rn) se, para todo ponto x ∈ M existe um conjunto

aberto U contendo x, um conjunto aberto V ⊂ Rn, e um difeomorfismo

h : U → V tal que:

h(U ∩ V ) = V ∩ (Rm × {0}) = {y ∈ V : ym+1 = . . . = yn = 0}.

Pela definição, temos dois casos extremos: um ponto em Rn, que é uma

variedade de dimensão 0 e um subconjunto aberto de Rn, que é uma variedade

de dimensão n. Como exemplo, veja as figuras 2.1 e 2.2 obtidas de (67).
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Vamos definir uma variedade de dimensão m com bordo conforme (67).

Definição A.11. Considere o semi-espaço Hm ⊂ Rn definido como {x ∈
Rm/xm ≥ 0} Um subconjunto M de Rn é uma variedade de dimensão m com

bordo se para todo ponto x ∈M vale uma das seguintes condições:

• Existe um conjunto aberto U contendo x, um conjunto aberto V ⊂ Rn, e

um difeomorfismo h : U → V tal que:

h(U ∩ V ) = V ∩ (Rm × {0}) = {y ∈ V : ym+1 = . . . = yn = 0}.

• Existe um conjunto aberto U contendo x, um conjunto aberto V ⊂ Rn e

um difeomorfismo h : U → V tal que :

h(U ∩M) = V ∩ (Hm × {0}) = {y ∈ V : ym ≥ 0 e ym+1 = . . . = yn = 0}

e h(x) tem a m-ésima componente igual a zero.

É importante observar que ambas as condições anteriores não podem ser

válidas para o mesmo x, conforme justificado em (67). Temos ainda que o

conjunto de todos os pontos x ∈M para o qual a segunda condição é satisfeita

é chamado o bordo de M e é denotado por ∂M . Essa definição não deve ser

confundida com o bordo de um conjunto. Um exemplo simples de variedade

com bordo é a bola fechada Bn = {x ∈ Rn/‖x‖ = 1} com ∂Bn = Sn−1. A

menos que seja declarado, consideraremos o termo “variedade” como sendo

“variedade diferenciável sem bordo”.

Vamos estudar aplicações diferenciáveis em variedades, isto é, definiremos

funções diferenciáveis em variedades, cuja imagem é R (função de valor real)

ou Rk, para algum k > 1 (função de valor vetorial). A generalização para

aplicações diferenciáveis entre variedades pode ser obtida em (41, 34).

Definição A.12. Seja M uma variedade diferenciável, uma função f : M →
Rk é dita ser diferenciável se, para toda carta diferenciável (U,ϕ) em M , a

função composta f ◦ ϕ−1 é diferenciável no subconjunto aberto ϕ(U) ⊂ Rn.

Algumas considerações:

• O conjunto de todas funções diferenciáveis de valores reais f : M → R é

denotado por C∞(M) e constitui um espaço vetorial.

• Pela definição, a diferenciabilidade de f significa que sua composição

com todo sistema de coordenadas é diferenciável, no entanto, na prática,

basta verificar a diferenciabilidade em cada uma das cartas de algum

atlas diferenciável, conforme mostra o lema a seguir.
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Lema A.1. Seja {(Uα, ϕα)} um atlas diferenciável para M . Se f : M → Rk é

uma função tal que f ◦ϕ−1α é diferenciável para cada α então f é diferenciável.

A demonstração pode ser obtida em (34).

O teorema a seguir dá uma caracterização alternativa de variedades.

Teorema A.2. Um subconjunto M de Rn é uma variedade de dimensão m

se, e somente se, para cada ponto x ∈ M existe um conjunto aberto U tal

que x ∈ U , um conjunto aberto W ⊂ Rm, e uma função diferenciável bijetiva

f : W → Rn tal que:

• f(W ) = M ∩ U ;

• f ′(y) tem posto m para cada y ∈ W ;

• f−1 : f(W )→ W é cont́ınua.

A função f é chamada um sistema de coordenadas ao redor de x.
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