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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo desenvolver uma formulagdo e certas estratégias
gue permitam a andlise da perda de estabilidade de colunas esheltas submetidas a
carregamento axia periddico, fendmeno este conhecido como ressonancia paramétrica. Uma
excitagdo é dita paramétrica quando aparece nas equagdes de movimento do sistema na forma
de coeficientes varidveis com o0 tempo - geralmente periédicos - e ndo como uma nao-
homogeneidade.

A coluna é descrita pela formulagdo classica de Navier. O presente trabalho trata a
coluna considerando-se um e trés graus de liberdade com ou sem ndo-linearidades. As
equacdes de movimento sdo obtidas utilizando-se o principio de Hamilton através do método
de Ritz.

A equacdo linear (equacéo de Mathieu) e a equagcdo de Duffing com pegueno
amortecimento, sdo resolvidas de forma aproximada pelo método das multiplas escalas,
revelando a possibilidade de instabilizacdo da posicdo de equilibrio em diversas regides do
espaco definido pelos parémetros de controle. A mesma conclusdo € mostrada utilizando-se
procedimentos computacionais para a resolucéo dos sistemas de equacdes lineares e néo-
lineares, com ou sem imperfeicdo geométrica inicial, podendo-se obter assim, a resposta do
sistema, planos fase, segdes de Poincaré e diagramas de bifurcagao.

Mostra-se a partir dos resultados numeéricos, que a coluna submetida a cargas axiais
harménicas, pode tanto apresentar solugdes com o mesmo periodo da forga excitadora, quanto

oscilagbes subarmonicas e superarmonicas de diversas ordens, aém de movimentos cadticos.



Abstract

The main aim of the present work is to develop a formulation and some strategies for
the instability analysis of dender columns under an axial harmonic force this phenomenon is
known as parametric ressonance. An excitation is said to be parametric if it appears as time-
dependent - often periodic - coefficients in the equations governing the motion of the system,
and not as an inhomogeneous term.

The column is described by Navier classical formulation. The present work consider
the column with one or three degrees of freedom with or without nonlinearities. The
equations governing the motion are obtained by the Ritz method.

The linear equation (Mathieu equation) and the Duffing equation with small damping
are solved in an approximate way using multiple scales techniques, revealing the possibility
of destabilizing the static equilibrium position in certain regions of the control space. A
similar conclusion is obtained by employing numerical methods for the solution of linear and
nonlinear equation systems with or without initial geometrical imperfections.

This enables one to obtain time response, phase space, projections Poincaré sections
and bifurcation diagrams. These numerical results show that the column with nonlinearities
and loaded by a periodic longitudinal force can present various solutions with the same period

as the forcing and subharmonic e superharmonic oscillations, as well as chaotic motions.
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1.1- Consideracoes I niciais

A ingabilidade paramétrica de dementos edtruturais esbeltos € um problema cléssico da
teoria da edstabilidade. Em funcdo de sua importdncia em vaios ramos da engenharia,
freglientemente so encontrados na literatura trabalhos de pesquisa nesta &rea. Entretanto a maioria
dos trabalhos se restringem a andisar as equacles linearizadas (Equagbes de Mathieu) que
descrevem o problema. Pouco se conhece sobre a influéncia de termos néo-lineares no
comportamento globd e estabilidade do sstema.

A ingtabilidade paramétrica esta relacionada com o termo excitacdo paramétrica, o qua
desgna um caso paticular de vibragcdo forcada em que a solicitacdo figura na equacéo de
movimento ndo como uma ndo-homogeneidade, mas na forma de coeficientes que variam com o
tempo, sendo estes gerdmente periddicos. Os sistemas submetidos a este tipo de acdo, mesmo
gquando sfo governados por equacdes diferenciais homogéness e lineares, podem exibir certos
padrdes de resposta semel hantes a0 que se espera de sistemas néo-lineares.

Em contraste com 0 caso de uma excitagdo externa na qual uma pequena excitacdo néo
pode produzir uma grande resposta, a menos que a freqiiéncia da excitagdo estgja proxima de uma
das fregliéncias naturais do sSistema (ressonancia primaria), uma pegquena excitacdo paramétrica
pode produzir uma resposta de grande amplitude quando a fregiéncia da excitacdo €
gproximadamente duas vezes uma das fregqliéncias naturais do Sstema (ressonancia paramétrica
principa). Pode também ocorrer ressonancia paramétrica quando a freqiiéncia da excitagéo for
proxima da frequiéncia natura e de certos submuiltiplos desta freqiiéncia

As primeiras observagbes do fendmeno de ressonancia paramétrica sio atribuidas a

Faraday. De acordo com [25], ele constatou que as ondas que se formam na superficie de um
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liquido dentro de um cilindro submetido a excitacéo vertica exibem o dobro do periodo dessa
excitacdo. Melde [24] obteve um resultado semelhante ao estudar as vibragdes em um fio preso
por uma extremidade a um suporte rigido e na outra a um digpasdo de baixa frequéncia. Em
determinadas condigbes, a excitacdo longitudinad introduzida pelo digpasdo provocava o
gparecimento de vibragdes transversais no fio, com a metade da freqiiéncia da solicitagdo. A base
tedrica para essas observactes foi apresentada por Strutt [34].

Stephenson [32] foi 0 primeiro a observar que sob a acdo de um carregamento periodico,
uma coluna poderia permanecer estavel mesmo quando a parcela constante da carga fosse da
ordem de duas vezes o vaor Critico de Euler. Beliaev [6] andisou a resposta de uma coluna reta
biarticulada para uma carga periodica axid da forma p(t) = p, + p, *xcos(\M) , e mostrou que a
equacdo do movimento discretizada é uma equacdo de Mathieu, determinando assim a freqliéncia
de ressonancia paramétrica principal para a coluna. Ou sga, €le notou que a coluna exibia fortes
vibragOes laterais quando a freqiiéncia da solicitacéo longitudinal era aproximadamente o dobro da
freqiéncia naturad do movimento transversa.

Até certo ponto este resultado surpreende, porque além de se observarem vibragcGes numa
direcdo perpendicular a solicitacdo, a relacdo de freqliéncias ndo € aguela da ressonancia nos
sstemas lineares usuals. Por outro lado, ndo é dificil entender o porque de ta relacéo de
freqiéncias, basta notar que a freqliéncia de oscilacdo verticd do ponto de aplicacdo do
carregamento é o dobro da freqiiéncia do movimento lateral. Assm, na ressonancia, o trabaho
redizado pelo esforgo externo € sempre positivo e a energia do Sistema aumenta continuamente, até

0 ponto em que as forcas diss pativas estabelecam o equilibrio energético.
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ExcitagBes paramétricas 20 freqlientes em muitas aplicagdes da engenharia. Nos sistemas

mecanicos déasticos, em particular, 0 estudo das vibragdes induzidas por carregamento paramétrico
pulsante foi um dos problemas que motivou 0 desenvolvimento da chamada Teoria da Estabilidade
Dinamica de Sistemas Eladticos.

Krylov e Bogoliubov [21] utilizaram o procedimento de Gaerkin para determinar a resposta
dindmica da coluna sob um carregamento axia periddico com diferentes condigdes de contorno,
Chelomel [12] estudou a ressonéancia paramétrica de uma coluna. McLachlan [23] estudou ateoria
e gplicagdes das funcbes de Mathieu. Arscott [3], Erugin [16] e Yakubovich e Starzhinskii [38]
estudaram as equages diferenciais com coeficientes periddicos.

R. L. Carlson, H. C. T. Lo e R. P. Briley [9] estudaram a excitacdo paramétrica de uma
barra tensionada com uma determinada curvaturainicid. J. S. Huang e L. H. Hung [18] estudaram
a estabilidade dindmica de uma viga Smplesmente gpoiada sob um carregamento axiad periddico. A
reposta na ressonancia paramétrica principd de um sstema com um grau de liberdade,
considerando as néo-linearidades quadréticas e clbicas foi andisada por L. D. Zavodney, A. H.
Nayfeh e N. E. Sanchez [39].

M. P. Catmdl [10] estudou as equaches de movimento para uma viga monoengastada
excitada parametricamente. K. R. Adfar e K. K. Masoud [4] andisaram o efeito do amortecimento
em sistemas com um grau de liberdade excitados parametricamente. C. C. Chene M. K. Yeh [13]
investigaram anditicamente a ingtabilidade paramérica de uma coluna monoengastada sob um
carregamento periodico na diregdo da tangente ao topo da coluna.

O livro do Stoker [33] apresenta um tratamento detalhado, usando técnicas de perturbaco,

sobre vibragdes ndo-lineares em sistemas mecanicos e eétricos incluindo ressonancia paramétrica
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Duas referéncias basicas sobre a edtabilidade dindmica de Sstemas dédticos e a instabilidade
paramétrica em particular, estéo nos livros do Bolotin [7], o qual discutiu a influéncia da ressonancia
paramétrica sobre a estabilidade dindmica de sstemas eagticos, e o livro de Nayfeh e T.Mook [25]
gue € um dos mais recentes tratando sobre o caso da instabilidade paramétrica incluindo ainda o

estudo de métodos de perturbacéo e o estudo de sistemas com varios graus de liberdade.

1.2- Organizacao do Texto

Egte trabaho se insere na linha de pesquisa de Instabilidade e Dindmica das Estruturas da
PUC-Rio, dentro do projeto de pesquisa que estuda as vibragdes ndo-lineares e cadticas de
elementos estruturais esheltos [19,20,22,28].

O presente trabalho andisa a coluna consderando-se a mesma com um e trés graus de
liberdade, para os casos linear ou ndo-linear e levemente amortecidos. Além disso admite-se que o
carregamento axia, responsivel pelo gparecimento dos coeficientes varidveis com o tempo, sga
sempre periddico, e que o amortecimento segja do tipo Viscoso.

No Capitulo Il so deduzidos, utilizando-se programas de dgebra smbdlica como Maple V
Release for Windows 95, os funcionais de energia e as equagdes de movimento para uma coluna
biarticulada sob carregamento axial, consderando-se os casos linear e ndo-linear com um e trés
graus de liberdade, incluindo-se ainda o efeito daimperfeicdo geoméricainicid. Asinformagdes dai
decorrentes sdo gproveitadas nos capitulos que seguem. Cabe ressdtar que pouco se conhece
sobre os efeitos de imperfeigdes geométricas na instabilidade paramétrica de elementos estruturais

eshdtos.
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Sabe-se que, de um modo gerd, ndo existem solucdes anditicas exatas para as equacies
diferenciais ndo-lineares com coeficientes periodicos. No Capitulo 111 foram empregados métodos
de perturbacéo para a obtencéo de solucbes aproximadas para este problema. A equacdo néo-
linear estudada foi a equacdo que considera apenas as nao-linearidades cubicas relacionadas a
rigidez do sstema, esta equacéo € conhecida como a equacdo de Duffing. Como a equacéo
encontrada afastase muito pouco do modelo linear, foi permitido 0 emprego dos chamados
meétodos de perturbacdo, os quais oferecem solugbes anditicas gproximadas, vaidas “na
vizinhanca’” de uma solucéo conhecida. Para isto adotou-se, 0 método das muiltiplas escalas como
mostrado em [25].

No Capitulo IV, modrase as edtratégias computacionais utilizadas para a solugdo do
sstema de equagles diferenciais, implementando-se ainda rotinas para o tragado das secles de
Poincaré, Diagramas de Bifurcacdo e obtencdo dos valores de transicéo da estabilidade para a
instabilidade.

No Capitulo V, sdo gpresentados os resultados da implementacdo computaciond,
mostrando-se que o diagrama de estabilidade da coluna € 0 mesmo, quando se considera um ou
mais graus de liberdade. Comparase a solucéo andlitica da equacdo de Mathieu com
amortecimento estudada no Capitulo 111 com a solucdo numérica para 0 mesmo caso. Analisase
também os diagramas de bifurcacéo, respostas no tempo, planos fase e diagramas de Poincaré para
diversos casos, consderando-se ou néo o efeito daimperfeicdo geométricainicid.

Findmente, no Capitulo VI S0 apresentadas as principais conclusdes do trabaho e

sugestdes para traba hos futuros.
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Em seguida as conclusdes, que sfo apresentadas no Capitulo VI, dois anexos mostram os
funcionais e as equagdes de movimento para o modelo da coluna com trés graus de liberdade e néo-

linearidades, com ou sem imperfeicdo geométrica
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2.1- Introducéo

S0 agpresentados neste capitulo os funcionais de energia e as equagtes de movimento

para uma coluna biarticulada sob carregamento axiad como mostraa Figura 2.1.

>

ngP(t) :gw Po+P(t)
3#1 = |

AN

B IA(t)
N W
X
L |
|
/
A 7
777777 777777

Figura 2.1- Coluna biarticulada com carregamento paramétrico
A funcéo de Lagrange é expressa pela seguinte equacéo

L,=T-P (2.1)
onde T € a energia cinética, que € funcao das coordenadas e velocidades generdlizades, e P, € a

energia potencid tota, que depende apenas das coordenadas generaizadas.

A funcdo de Lagrange € do tipo
o)
Lo=L,ga.0. 2.2)

ondeqe q S80 as coordenadas e vel ocidades generalizadas, respectivamente.

2.2 - Funcional da Viga-Coluna

A energia potencia total de uma estrutura € dada pela seguinte expressio
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P,=U+V, (2.3)

onde V,, é o potencial das cargas externas e U € a energiainterna de deformacéo da estrutura.
Considerando-se o materia eagtico e linear, a energia de deformacdo especifica da coluna

é cal culada pela seguinte expresso

e 2
U, = ¢,de=L2 (2.4)
§ 2

onde E € o modulo de eagticidade da colunae e, adeformacéo especifica

A energiade deformacéo da coluna € dada por

\ 1 \
U=QJdV = = OEe’dV (2.5)
\% 2 \%

A deformacéo nadirecéo x é dada pela expressdo
exx = exo +yC (26)
onde e,, € a deformacdo especifica da linha neutra e ¢, a mudanga de curvaetura O

dedocamento trandaciond na direcdo y € smplesmente W(x). A coluna foi descrita pda
formulacéo cléssica de Navier, e, assm, todos 0s outros componentes séo desprezados no calculo

da energia interna de deformacao.

Substituindo-se (2.6) em (2.5) e sabendo-se que 0 momento estético (‘)/dAS =0 e
A

S

(\))IZdAS = |, tem-se que a energia interna de deformag3o fica representada pelo somatério da
A

S

energia de membrana, Ur,, mais a energia de flexéo, U, podendo ser expressa como

L

15 L1
Uu=u,+U, :EgEAsexozdx+§)§Elczdx 2.7)
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Ndo se levando em consderagdo a deformagdo axid, e,,, hipotese adotada na teoria

inextensond de vigas [5,15], a Unica parcela da energia interna considerada € a energia de flexdo

daviga, asaber

L
1

U=u; = OEEIczdx (2.8)
0

P({}+F,

-I'U s —— —————
e W] Pl BB
ds
\l Py HL?
L

Figura 2.2- Coluna deformada.
Consderando a viga-coluna mostrada na Figura 2.2, tem-se que o dedocamento de um
ponto P; para um ponto P, pode ser representado por um vetor de dedocamentos que é
decomposto em duas componentes, um dedocamento axia, u, e um dedocamento latera, W.
Congderando que a linha neutra da edtrutura € inextensivel, o comprimento L da estrutura
indeformada € o mesmo apos a sua deformagdo. Assm, tem-se que 0 comprimento do e emento

linear indeformado dx € igua ao demento curvo ds.

K 2x-bu 3 K dx-du N
Ds ds
a) b)

Figura 2.3- Elemento infinitesma indeformado.
Fazendo-se uso da geometria diferencial, pode-se dizer que o elemento da Figura (2.3.8)

€, no limite, idéntico ao eemento da Figura (2.3.b). Assm pode-se escrever as seguintes relacles.
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senf = «
ds dx ’

(2.9)

onde f € o angulo formado entre o €ixo X e 0 eixo da viga gpds a deformacdo. Portanto,

f = s 1(WX) e, de acordo com [15], a curvatura do eixo deformado é dado por:

Lot mseri(w,) = (210)

R (R V\/,XZ)/]/2

onde R éoraio de curvatura.

Sabe-se que o raio de curvatura da estruturaindeformada €

R 0 (2.11)
R, 2
e assm tem-se que a variacdo de curvatura é
1 1 W
c=—- —=—% (2.12)

R Ro [t- W,X)%

Expandindo-se (2.12) em s&ries de Taylor, e retendo-se em W todos os termos até a quarta

ordem chega-se a
c=W 81+ W H (2.13)

Substituindo-se (2.13) em (2.8) tem-se que a energia de flexéo € dada por:
L

1 1 s
U@OEEIWXXZSH Lw ZE dx @O—E@N W 2W 2 +ZW,xx2VV,x4%dX (2.14)

0
De acordo com [15], esta gproximagdo é suficiente para descrever com exatidéo o caminho pos-

critico da coluna, mesmo naregido de grandes ded ocamentos laterais.
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Em virtude do modelo adotado, tem-se que levar em considerac@o a energia de deformacdo da

mola, que para umamolalinear é dada por
U, =—— (2.15)

ondeK éarigidez damolae D € o encurtamento da coluna que pode ser calculado em fungéo do
vetor dedocamento. Pelafigura (2.3.b) e usando o teorema de Pitégoras tem-se
(d9® =(dx- du)® +(dw)? (2.16)

Como ds=dx e dividindo (2.16) por (dx)?, obtém-se

1=(1- u ) +w,? (2.17)
que resuitaem
1- u, = (1- W)’ (2.18)
ou
du = §1 (1- W,XZ)%gdx (2.19)

Integrando os dois lados de (2.19), verificase que a variacdo de comprimento da coluna, D, é

dado por

L, X
D= (ylu= ogl (1- W,xz)/]/2 ‘édx (2.20)
0

%

Expandindo-se 0 termo (1— W, 2) ® de (2.20) até a quarta ordem em série de Taylor, como se fez

com acurvatura, tem-se que

D= 2w 2+ tw O 2.21)
Gy W, WG -

0
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Substituindo-se (2.21) em (2.15), aenergia de deformacéo da molafica

<2

U E(?L‘ae—lw +1W4—dg 2.22
K = 2%82 3 Xlé (2.22)

A mola foi introduzida no modelo para que se possa representar de forma conveniente
certos mecanismos de aplicacdo de carga usados na prética.
O potencia das cargas externas é dado pelo produto da carga, (P.+P(t)), e o

encurtamento na extremidade da estrutura, D, podendo ser expresso como
v, =(P, + P(Y))D (2.23)
onde P, é a parcela constante do carregamento axia e P(t) é a parcela dependente do tempo.

Substituindo-se o valor de D em (2.23) e verificando que o dedocamento é redizado no sentido

contrario ao das forgas, o potencia das cargas externasfica

L 1 g
\Y; + P(t) C WA (2.24)
P gi ) g Vo X

2.2.1 - Energia Potencial Total
Usando (2.14), (2.22) e (2.24), chega-se a seguinte expressdo para a energia potencia

total da coluna

L
1 1 0
= 95 Ela?/v% ol FW AW P+ ZW‘XXZWM“ SO

i 9§P° " P(t)) = W ﬂ‘px

K € el 1 u
+_A‘ il + ’ ]
ZSEEZW 8W dxg (2.25)
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2.2.2 - Energia Cinética

Para se ter a funcdo de Lagrange, equacéo (2.1), basta determinar agora a energia cinética

T.
A energiacinética de um demento infinitesma devigaé
T, = r\; (2.26)
onde[17],
222 s 22 2
Vi=u +v +W =& yw E W (2.27)

Integrando-se (2.26) no volume obtém-se a energia cinética da coluna que € dada por

2

NTA, 2 "TA, 2 Sl
T=OTW dx+07u dx + O?WX dx (2.28)
0 0 0

onder é o peso especifico por unidade de comprimento.
O primeiro, 0 segundo e o terceiro termo em 2.28 s8o, respectivamente, ainércia de trandacdo na
direcdo transversd a0 eixo da viga, a inércia de trandacdo na direcdo longitudind e a inércia a
rotacdo da segéo transversal.

De acordo com [5,15], para um eemento de viga esbelta, gerdmente se considera apenas
o efeito da inércia & trandacdo na direcéo transversal ao eixo daviga. Neste caso, tem-se que a

energia cinética é dada por

L 2

1 aWeo

T=0rA S0 gy (2.29)
% e o
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2.3 - Funcional Total

De acordo com (2.1) e fazendo uso das expressdes (2.25) e (2.29), obtém-se a funcéo de

Lagrange, para colunas esbeltas.

L 2 L
1 AWo 1 N 1 o
L,= rA g—i dx - — El Z+W 2W 2 +=W_ *W “*=dx
p gE S ﬂt o 2 g% XX XX X 4 X X g

Kéad , 1,5 U ‘g A, 1,60
ZEOQZW*X +8W'X zdxH +§§P0 +P(t))g2WYX +§W,x Eu“dx (2.30)

Aqui e ao longo de toda a tese a parcela periodica do carregamento axia € tomada como
uma fungdo harménica, P(t) = P, cos(W), onde W € a fregiéncia da excitagdo e P;, sua

amplitude.

2.4 - Varidveis Adimensionais
Quando se quer redizar uma andise paramétrica, € importante que a mesma sgja redizada
com eficiéncia, para isto seréo feitas as seguintes mudancas de variaveis e escolhidos os seguintes

parametros adimensionais.

X W rA.L
=— 0£x£1 =— t=—2
=T X WET El
KL3 P L2 PL2
h= d, =2 d, =—
El El El
(2.31)

2.5 - Funcional Final Nao-Dimensional

Usando-se as expressdes (2.31), chega-se ao seguinte funciona
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1 1 1

—_ ‘1 2 1‘ 2 1‘ 2 2 11‘ 2 4
Lp— OEtW’t dx - 29N’XX dx - ZON'XX w “dx - 89N'XX w “dx

0

. 2 1
g . 1 .0 U RO
AL ﬁdxH +(dl+dzcos(V\»t))?wa dx

1

+(d, +d, cos(V\»t))c‘)éW,X“dx (2.32)
0

2.6-Efeito da Imperfeicdo Geométrica

Sga agora a coluna da Figura 2.4 com uma imperfeico geométricainicid descrita por uma
funcdo Wy(X). O dedocamento totd com relacdo a configuracdo de uma coluna perfeita e
indeformada € dado por
W, (x,t) = W, (x) + W(x,t) (2.33)
onde, como mostraa Figura 2.4, W é o ded ocamento gerado pelo carregamento axial.
As imperfeigdes geométricas so consideradas como de pequena magnitude e podem ser

cons deradas matemati camente como uma perturbacdo na solugdo da estrutura perfeita.

MAN)

> B
D(w,)

O
A AN
H \\/ -
=

ft:f+f0 ,' 1

kg

Figura 2.4- Coluna com imperfeicdo geométrica
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A curvatura da coluna com imperfeicdo geométrica é

1 W,
= OX 7 (2.34)
Ro  (1- W,2)
Damesmaforma, a curvaturatotal ficadada por
1 W, +W
—= 2 7 (2.35)
R 22
¢ @- (WX +W0,X) 2
Expandindo-se (2.34) e (2.35) e retendo-se em W 0s termos até a quarta ordem, obtém-se
g 1 > U
Co = Wiy €1+ EWo,x i (2.36)
g 1 2(
Ci= (Wxx +Wo,m)§+ _(\N,x +Wo,x) 0 (2.37)
2 H
Tem-se pois que a variagdo da curvatura € dada por
C=cCi{-C,=W +EW2W +W, W, W +1W 2W
t (0] XX 2 X XX , X7 70,X XX 2 0O, X XX
1 2
+E\N,x Wo,xx +W,xWo,xWo,xx (2.38)

Subgtituindo-se (2.38) em (2.8) tem-se para a energia de flex&o a seguinte expresséo

L L
1 .1 1

uag, Elcdx @OEEF‘?/\% /o2 +W o PW, 2 +ZW!XXZW’X4 +W, , °W ., 2
0 0

+ T

1
4 0,X4W,XX2 + Z\N,xélvvo,xx2 + W,xa\N,xxzwo,x + Vv,xswo,xx2W

0,X
2 2 3 2 2 2 1 4
+2\N,xvv,xx Wo,x +\N,xWo,x3\N,xx +EW,X Wxx Wo,x +EW,X Vv,xxWo,xx

+ V\I,XZWO,XZWO,XX2 + W,XXW,XZWO,XX + 2VV,X3VV,XXWO,XWO,XX + 2VV,XX\/V,XW0,XWO,XX

5 I
WL AW W AW+ W WG W, W, D0 (239)
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DaFigura 2.4 o encurtamento, D, da coluna fica dado por

D=D(w,)- D{W,) (2.40)
onde,
& 1 40
D(Wo ) = G5 Wou” +5Wou“ 50X (2.41)
0
el
L
e 1 1 1 3
D(Wt) = CEW,XZ + W,xWo,x +Ewo,x2 + gvv,x4 +EW,X3VVO,X + Z\N,xzvvo,x2
0
1 1 I
W W, ¢ gwo,x“%dx (2.42)

Substituindo-se entéo (2.41) e (2.42) em (2.40) tem-se de (2.15) que a energia de deformacdo da

mola € dada por
K €, 1 1 3
Uk = Eéo EW,XZ + W,XWO,X + +§Vv,x4 +E ,xa\No,x + ZVV,XZWO,XZ
1 o) o
S W,k (243)
u

Deformasmilar, o potencia das cargas externas fica dado por

Vp = (Po + F)(t))(¥f2W,x2 +W,XWO,X +§W,x4 + EW,xswo,x +ZW,x2Wo,x2
0
1 30
WL W, X (2.44)
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2.6.1- Energia Potencial Total
Utilizando as expressies (2.39), (2.43) e (2.44) e de acordo com (2.33), chegase a

Seguinte expressdo paraa energia potencia total da coluna com imperfeicéo geométrica.

L

W1 1
Pp= QL EIGW? + WPW,2 + SW AW, + W, AW, 2
0

1 1
+ Z\/\/o,xﬂrvv,xx2 + Z\N,x‘lvvo,xx2 + W,xa\N,xxzwo,x + VV,XSWO,XXZWO,X

3 1
+ 2VV,XW,XX2WO,X + Vv,x\No,xg\N,xx2 + EV\/,xzv\/,xxzvvo,x2 +EW,X4VV,XXWO,XX

2 2 2 2 3
+\N,x Wo,x Wo,xx +W,xxW,x Wo,xx + 2\N,x Vv,xxWo,xWo,xx + 2\N,xxvv,xWo,xW0,xx

e 2 W 6, K€ad 5 1.,
+EVV.X Vv,xxWolx Wo,xx "‘V\/’XWO’X ,XXWo,xdeX +ES(F2VV'X +VV,XWo,x +§\N,X
0

<2

1 3 1 H , U
FSW WG+ ZW, AW, 2 + =W W, 32y - (P + P(D)CES W, + W W,

4 2 o

2 , X 0,X

3 1 o)
W,x3vvo,x + Z\N,xzvvo,x2 + E\N,xwo,xgadx (2-45)

1

1. 4
+-W, +2

8

2.6.2- Funcional Total
De acordo com (2.1) e utilizando as expressies ( 2.29) e (2.46), lembrando que os termos

em W, e suas derivadas séo independentes do tempo, t. Tem-se o funciond total dado por:
L = O AW k- GE BBV + W AW,2 + S 2w W, AW 2
p 95 sVt g)z_gxx s W F 7 Woo Wix 0,x WV xx
e Dt s B - WA, WA,

3 1
+ ZVV,XW,XXZWO,X + \N,x\No,xa\N,xx2 + EW,XZVV,XXZWO,XZ + EW,X4VV,XXWO,XX
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+ VV,XZWO,XZWO,XX2 + W,XXW,XZWO,XX + 2VV,X3VV,XXWO,XWO,XX + ZVV,XXVV,XWO,XWO,XX

5 6, K€ 1
+EVV,X2VV,XXWO,X2WO,XX +\N,xWo,x3\N,xxWo,xxadX - Eé 2W,x2 +W,XW0,X +§\N,x4
0

N L
1 3 1 o U ad
+EVV,X3\NO,X + ZVV,XZWO,XZ + EW,xWo,xaadxg + (Po + P(t))C&EW,xz + W,XWO,X
0

1 1 3 1 0
+ g\N,x4 + EW,xa\No,x + ZVV,XZWO,XZ + E\N,xwo,xsgdx (2.46)

2.6.3- Funcional Final Nao-Dimensional
Utilizando-se as expressdes (2.31), chega-se ao seguinte funcional considerando os efeitos
daimperfeicdo geométrica.

1
1. ,,. 1
Ly ZEtg’N't dX_E

1

=] 2 2 2 1 2 4 2 2
CEW,XX +W,xx W,x +ZW,xx W,x +Wo,x W,xx
0

1
= 4 2 = 4 2 3 2 3 2
+ 4W0,x W,xx + 4W,x Wo,xx + W,x W,xx Wo,x + W,x Wo,xx w

0,X

3 1
2 3 2 S 2 2 2, 1.4
+ 2W,XW’XX Wiy + W, W "W~ + ZWX W Wo,~ + ZW.X W oW

2 2 2 2 3
+ W,x Wo,x Wo,xx + W,xxW,x Wo,xx + 2W,x W,xxWo,xWo,xx + 2W,xxW,xWo,xWo,xx

oW LAW L W LPW L AW LW LWL W de D(:zl‘aéw 24w.ow +1W 4
2 X XX 0,X 0,XX X 0,X XX O,sz - 2 é@z X X 0,X 8 X

.2 1

1 3 3 5, 5.1 30 U o o, 1y
FOW W T W WG, DWW, BdXB +(d1+dzcos(V\)t))g%EWyx HoWo
1 5 2. 2.1 30
+ W,xWo,x +§W,x Wo,x +ZW,X Wo,x +EW,XWO,X de (2-47)

W,
onde w, =—=.
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2.7-Equactes de M ovimento

2.7.1-Mé&odo de Ritz
Neste trabalho serd utilizado o méodo de Ritz e o principio de Hamilton para se chegar as
equagdes de movimento da coluna. O método de Ritz é baseado no principio da energia potencia

estacionaiaque diz

Dentre todas as configuragbes admissivels de um sSistema consarvativo, aquelas que
satisfazem as equacles de equilibrio tornam a energia potencia totd estacionaria com
relacdo a peguenas variages de dedocamentos. Se a condicdo de estacionariedade € um

minimo, o estado de equilibrio € estavel.

Chamando de g, as coordenadas generdizadas de um sistema continuo discretizado que
descreve o campo de ded ocamento admissivel, o principio acima se resume &

P o =1.n (2.48)
ﬂql - —d1.., .

onde n € nimero de coordenadas necessarias para a descricéo do campo de ded ocamentos.
Assm chega-se aum sstema de n equagdes com n incdgnitas g.
O campo de ded ocamentos da viga é aproximado por uma funcéo do tipo
w(x,t) = f()W(x) (2.49)
onde f(t) sfo as amplitudes que procurase determinar e a funcdo W(X) deve satisfazer as

condigdes de contorno da coluna, ou sga, as restricdes de dedocamento e momento zero nas
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extremidades da coluna, a fim de que o méodo de Ritz resulte em uma solucdo aproximada do
problema original. A funcdo W(x) descreve a elagtica da coluna e pode ser descrita pela seguinte

s&rie de funcdes ortogonais no intervalo de [0, L]

¥ X 63
W(x) = g s PXQ (2.50)
n=1 L 2
Fazendo uso de varidvels adimensionais 0 campo de des ocamentos fica
g
w(x,t) = Q f,(tysen(mpx) (2.51)

m=1
De forma smilar a imperfeicdo geométrica inicia pode ser descrita pela seguinte sfrie de

Fourier.

wo(x) = A f o sen( kpx) (252)
k=1

sendo p 0 nimero de termos necessarios para descrever as imperfeicdes da coluna e fx sfo as

amplitudes modais que sf0 parametrizadas em relacdo a0 comprimento da coluna, ou sga,

Para a determinacéo das equactes de movimento aplica-se o principio de Hamilton

E‘pl(T(t) - P p(t))dt + E‘plwm(t)dt =0 (2.53)

t t

gue considera o movimento de um sstema completamente determinado por s grandezas quai squer

J1, Gz, ---, Os (coordenadas generalizadas) e suas derivadas com relagdo ao tempo qi .

A equacdo (2.53) é conhecida como o principio variacional de Hamilton e mostra que a

soma das variagdes no tempo da diferenca entre as energias cinética e potencia e o trabaho feito
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pelas forgcas ndo-conservativas num intervalo detempo t;, e t, € igual a zero. A aplicacdo deste
principio produz diretamente as equacdes de movimento para um dado sSstema.

Para a coluna consderada neste trabaho, as equacbes de movimento foram obtidas
através das equacOes de Lagrange. Edtas equacles sdo deduzidas diretamente da equacéo de
Hamilton (2.53) smplesmente expressando a energia cinetica T, a energia Potencid P, e o
trabalho das fungdes externas ndo-conservativas es«ews« €M termos de um conjunto de coordenadas
generdizadas g, Oz ... ,On.

Para 0 modelo considerado, sabe-sequeaT, P, e dW,. sdo daforma

T= T (0,50, f (02

(7]

=P (f,(6),F,(1), . F(D))
dW . = Q,df, (t) + Q,df ,(t)+.....Q . df (1) (2.54)
onde Qi, Q.....Qn S0 as fungdes de forca generdizada, representadas pelo amortecimento
Viscoso, correspondente as coordenadas fi(t), fx(t)...., fn(t).

Substituindo-se (2.54) em (2.53) resultaem

L, @ e o) 0 u
Ad = 9JP = ’
cgac %9 m : f($)+Qi_Edfi(t)9Lpt=0 (2.55)
t, ilé g‘nf.(tz g f

df; (tl) =df, (tz) =0 éacondigdo basicaimposta sobre as variagbes [14]. Sabe-se que todas as
variagdes df  (t) (i=1,2,...,n), o arbitrérias no intervalo e a equagio (2.55) € satisfeita quando o
termo entre parénteses se anula e assm tem-se as bem conhecidas equagdes de Lagrange de

movimento.
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deqr 6 TP,

A& (g TF(1) Q (2:56)

Para obtencdo das equagtes de movimento, implementou-se uma rotina em linguagem smbdlica

utilizando o Maple V Release for Windows 95.

2.7.2-Equacgdes L inear es de M ovimento
Considerando-se que a deformada da coluna pode ser descrita com boa preciso pelos
trés primeiros termos da expansio moda e substituindo-se (2.51) em (2.32) e integrando-se no

dominio, obtém-se uma forma quadrética em termos dos deslocamentos f,(t), f,(t) e f5(t) edas

velocidades 1, (1), f,(t) e f4(t).

1 .2 1 .2 1 .2 81 1
Ly =7t f,(t) ot f,(t) 7t fa(t) - 4p*fy(1)* - Zp4f3(t)2 - Zp4f1(t)2

9 1 1

+%p2dzcos(\/\/t)f3(t)2 (257)

De onde se obtém as equagdes de movimento

2

() + 210 + B(p?- di- d,cowO)iy(1) = 0

4p?

folt) + () + “=(4p?- dy - d codW)f, (1) =0

.. . 2
() + S0 + 9%(9p2-d1- d, codW))f,(t) =0 (258)

Incluindo aimperfeicdo geométrica como em (2.53), o funciond tomaaforma
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RO BRI Ny
Lo =5t y(t) +2th,(t) +2th5(t) +20°d; cod W T, (t) + ey (1)’

1 1 9 9
+§p2d2 coq W), (1) +Zp2dzcos(V\»t)f1(t)2 +> p?d., cod W)f iof 5(1) +Zp2d1f3(t)2

9 1 1 81

7, oW, (1) 4 7,1y (1) +5 p2dl cosl (1) (259)

Logo, as equagdes de movimento séo

2 2

. (p? - dy - d, co W) )fy(t) + pT( dy - d,cosWh))fe =0

fll(.t) + tEfl.(t) + T

. c - 4p2 5 4p2
fo(t) + SHo(t) + T(4p - d; - dp coW))f (1) + T(- d; - d,codWh))fg, =0
2

fg;(t) + tEf3(t) + ngz(sz -d, - d, cos(\/\/t))fg(t) + 9%( d, - dzcos(V\»t))f03 =0

(2.60)
2.7.3- Equagtes Nao-L inear es de M ovimento
A maior parte dos sstermas mecanicos s capazes de mobilizar ndo-linearidades, quando
as amplitudes de oscilacdo crescem até um certo limite.
Se ha interesse no estudo do comportamento pds-critico, ou sga, na determinacdo das
amplitudes e fases do regime estacionario, € preciso que se incorporem os termos néo-lineares.

Considera-se aqui dois casos

2.7.3.1-Coluna com Um Grau de Liberdade

Consderando-se o funcional completo para a coluna com um grau de liberdade, tem-se

depois de subdtituir (2.51) em (2.32) e integrar no dominio
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1 21 1 L L
Lp=Jtfult) - Z1(1)7p* + 7y cos W)y (1) p® + Zhfy(1)2p? - ZF1()*p°

1

1 3 9 3

L 6.8 _~© 4.4 O 6.6 8.8, O 4 4
128f1(t) P -3 hf,(t)*p 6 hf(t)°p 8192 hf,(t)°p +64d1f1(t) p
+=d coslWH)1,(1)*p’ (2.61)

Logo, a equacdo de movimento para a coluna com um grau de liberdade com as néo-linearidades

consideradas no funciond, € dada por

. 2 4

y C p P e, h 3 3 o)
G0 + THO) + (p?- d- dycodOJfy(t) +--8p7 + - Sds - - dp coWZH(1)°
6 ..
&, 30 9
332t %pz +Eh5f1(t)5 + —512hf1(t)7p8 =0 (2.62)

Por outro lado se for considerado o funcional com néo-linearidades até a quarta ordem associadas

gpenas a rigidez do sstematem-se

1 .
L, :Zt f,(t)

21 1
-2 p°fi(t)*  (269)

1 1
p4f1(t)2 +Z p2d2 COS(W)fl(t)Z +zp2d1f1(t)2 T

Neste caso, tem-se para a coluna com um grau de liberdade, uma equacéo de movimento tipo

Duffing com n&o-linearidade clbica associada a rigidez dada por

£(0) +2f,(1) + ﬁ( 2. d; - dpcodW))Fy(1) + P (1% =0 (2.64)
1 P " p 1- 0y 1 of 11 = .

Adicionando-se a formulacéo aimperfeicdo geométrica tem-se o funciona

1.2 3 9 9
Lp =t i) - gPu(0%or® + 5 codWp*1(1) ey + 5 dip ™y (1)’

3 3 3 9
+ E‘311F)4]c1('[)‘c013 "‘Edz COS(V\/t)p4f1(t)f013' §p6f1(t)3f01 - §p8f1(t)3f013

1 3
p*f,(t)*- —p°f(0)* + adlp“fl(t)“

1 1

i
4



Capitulo 11 - Formulagéo 28

15

3 3 3

psfl(t)4 f012

9

3 1 1 .
- ipsfl(t)Sfol +Ep2d1f1(t)f01 +§p2d2 COS(V\)t)fl(t)fOl - apsfl(t)f014 ) aps

f1(1)°

1 4 9 1 3 3
- Ehgzpzfl(t)fm + §p4f1(t)2f012 +Zp2f1(t)2 + ap4f1(t)4 + EpAfl(t)f013

3 °
+26P (1) o (2.65)
A equacdo do movimento para este caso € dada por:

2 2

() + tEfltt) +'°T(p2 - d; - d, coslWh))f, (1) + pT(- d; - d, cod W)y

3p*e, 3. 1 3 o, » Me, 20 4
+ o pe - 4d1+3h- 4d2 COS(\/\)t)BfO1 f,(t) + 16 gp +3th01 f,(t)
9 8 6 9 4=, 1 1 1 0 2
Do MP fa fu(t) + 2op®ep® - Sdi + Sh - Zd;cosW) £ffy (1)
27p° e, 2.6 2, 8L g s 02.1P%@, 7 8 o 43
16 & 3o )+ g NP e U + = mgp” + 35 ha (Y
Plme 3 1 3 ok 07+ 28 3 - 3a) codwydr,?
20 & 7 4% 2 o o€ 4T g B o
183 4 4 s, 15P°@, 3.6 4 315 .
+ 256t hp®fo (1) + 16t &° + 4h‘.3f01f1(t) =y hp®f 5, °f, (t)
3°x, 3,6, .5, 189 o L, 5. 63 6, 9 . 807 _
e et 4h;ﬂf1(t) ot hp®fei®f4(t) =y hp®feufi(t) * Elot hp®f,(t)* =0

(2.66)
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2.7.3.2-Coluna com Trés Graus de Liberdade

Para a coluna com trés graus de liberdade mostra-se nos apéndices A e B, os funcionais e
as eguacles de movimento para os casos onde se considera ou ndo a imperfeicdo geométrica

inadl.
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Solucéo Analitica
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3.1- Introducéo

Mesmo em sua forma mais smples - quando sdo homogéness, lineares e ndo-amortecidas
as eguagdes com coeficientes periddicos ndo sfo de solugdo imedista Por meio da chamada
Teoria de Floquet obtém-se gpenas algumas indicages quditativas quanto ao cardter da resposta.
A solucdo propriamente dita requer, em gerd, 0 emprego de métodos agproximados, como por

exemplo, 0 Méodo das MUltiplas Escaas [25], ou 0 emprego de métodos numéricos.

3.2- Caso Linear

O sistema apresentado no presente trabalho é governado por egquagdes que, a menos das

nado-linearidades, podem ser reduzidas aforma

f,(t)+ (d + 2ecos2t) ,(t) = 0 (3.1)

Esta equacéo, de acordo com [25], foi deduzida por Mathieu (1868), quando estudava os modos
de vibracdo de uma membrana diptica. Desde entdo é conhecida como Equacéo de Mathieu.

A equacéo de Mathieu tem sido bastante estudada e as regides de estabilidade, em que a

solucdo € limitada, e de ingtabilidede, regibes em que a solucdo cresce indefinidamente, estéo

completamente determinadas para todos os valores dos parametros d e e. Ou sga, determinados

pares (d,e) definem equactes cuja solucéo cresce de forma ilimitada com o tempo, para outros a

solucéo é limitada. A representacdo destes pontos no plano d- e estd mostrada na Figura 3.1,
conhecida como Diagrama de Struitt.
A patir dosvaoresdetransicdo d e e de vaores estavels para instavels pode-se tracar as

curvas de trans ¢&o, também conhecidas como fronteiras de estabilidade.
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-24 -20 -6 -2 -8 -4 O 12 6 20 24 28 32 §

Figura 3.1 - Regifes estaveis e instaveis(hachuradas) no plano (d- € para a equacéo de Mathieu.
[25]

No diagrama de Strutt as areas hachuradas definem os pontos que déo origem a respostas
ilimitadas, as quais sBo chamadas de regides de ressonancia paramétrica e s80 separadas das
regides de solucdo limitada pelas curvas de transicdo. No caso de um ponto  pertencer a uma
regido de instabilidade, pode-se dterar alguma caracteristica de forma a obter uma solugéo estave,
isto numa fase de projeto.

Na auséncia de amortecimento, as regides de estabilidade estéo unidas por pontos discretos

d = N2, sendo N inteiro, correspondendo a e = 0. Parataisvaoresde d e e a equacso (3.1)
tem solucdes limitadas cog(Nt) e sen(Nt) que formam um conjunto fundamental com periodo 2p se
N éimpar e P s N € par. Na vizinhanca de d=1, quando a fregqléncia da excitacdo €
gproximadamente o dobro da freqiéncia natura do sSstema, Stua-se a primera regido de
ressonancia paramétrica. Esta € aregido mais importante e a maioria das publicactes etéo restritas

a0 estudo destaregido de instabilidade.
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Segundo [7], observa-se que os pontos d = N2, N inteiro, no eixo d s3o pontos limites de
regifes estavels e todos 0s outros pontos limites de regides estéveis 8o pontos ingaves.

Paravaores elevados de e as regides de estabilidade tornam-se bastante estreitas e tendem
para curvas com inclinacdo -1. Também paravalores negativos de d as regides de estabilidade sfo
bastante estreitas e, em geral, esta regido tem pouco interesse pratico, porque esta associada a
Stuacles em que arigidez do Sstema € negativa.

O diagrama de estabilidade é smétrico com relacdo ao eixo d, sendo portanto sempre
possivel considerar-se o0 vaor absoluto de e (|| e])).

A teoria de Floquet fornece resultados quditetivos, sendo a solucdo exata muito dificil na
grande maioria dos casos, aém disto esta teoria, por S 0, ndo fornece as curvas de transicéo que
definem o diagrama de Strutt. De acordo com [25], hd um procedimento para a obtencdo das
regifes de ressonancia paramétrica que condste na integracdo numérica da equacdo (3.1) usando
pares distintos de (d,e). Sendo, este procedimento bastante laborioso, faz-se geramente uso de
técnicas gproximadas para a determinacéo das curvas de transicdo. Entretanto, para se conhecer
com profundidade o comportamento néo-linear nas regides indavels, 0 emprego de técnicas
numericas se tornaimprescindivel quando a néo-linearidade se tornaimportante.

3.3- Métodos para a Deter minacao do Diagrama de Strutt

Na literatura existem varias técnicas anditicas para a determinacdo da estabilidade. Essas
técnicas podem ser divididas em trés classes.

Segundo [25], a primeira classe de métodos aproximados utiliza 0 método do determinante
infinito de Hill. Estatécnicafoi utilizada extensvamente para Sstemas com um grau de liberdade, e,

recentemente, elatem sido aplicada para sistemas com varios graus de liberdade [7]. Este método
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consste em representar 0s dedocamentos em termos de uma série de Fourier com fungdes
exponencias imagindrias, subgtitui-se entéo os dedocamentos na equacéo de Mathieu e iguaa-se
cada um dos coeficientes da funcdo exponencid a zero, produzindo um conjunto de equacoes
algébricas homogéness e, para a obtencéo da solucdo ndo-trivia, o determinante desta matriz deve
Ser identicamente nulo.

A segunda classe consiste em métodos de perturbacdo que sdo baseados na suposicéo de
gue os coeficientes variavels sSo pequenos [25].

A tercara classe utiliza ateoria de Ligpunov. Este método € limitado pela dificuldade de se
encontrar uma funcdo de Ligpunov conveniente.

Para determinacéo gproximada das curvas de transicdo no diagrama de Strutt, utilizou-se
aqui 0 méodo das mulltiplas escalas, que consiste na representacdo da solucéo na forma de uma
s&rie de poténcias do parametro e, sendo que, como o proprio nome indica, aidéa deste método é
consderar que expansio da solucdo sga uma funcéo de multiplas variavels independentes, ou
ecalas, e ndo de uma Unica variavel t. Os resultados sBo muito bons numa faixa proxima ao exo

horizontal, ou sga, para pequenos valores de e.

3.3.1- Método das M ultiplas Escalas
Sgjaa seguinte expansdo uniforme para (3.1)

f(te) =fio(To T To) + e (T T o) + €% (T, T, T, - (3.2)
onde T,, sA0 as escalas definidas por

T =et, n=0123 (3.3)

n
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As derivadas com relacéo a t transformam-se neste caso em expansdes em termos das derivadas
parciaiscom relacédo aT,, ou sga

E_dTO ﬂ dTl ﬂ de ﬂ —_ 2
G o T T T, T qr, T T DotebireD,

o _dhdT, § f  dndl, § 1  ddT, 1 1

dt> dt dt T, T, dt dt §T, T, dt dt §T, 9T,
=D, +eD,D,+e’D,D, +---

(3.3)

Levando (3.2) e (3.3) em (3.1) eigudando-se os coeficientes de mesma poténciaem e, obtém-se

D,? +df,, =0 (34)

D,2f,, +df, =-2D,D,f,, - 2f,cos2T, (35)

D,’f,, +df, =-2D,D,f,, - D>f,, - 2D D,f,, - 2f,,cos2T, (3.6)
onde d =w?.

A solucéo de (3.4) pode ser escritacomo

fio = A(Ty,T,)e" +A(T,, T, ) e ™ (3.7)

sendo A 0 complexo conjugado (c.c.) de A .

Portanto (3.5) torna-se
D 2f,, +df, = - 2iwD,Ae"™ - AT . AT 4 cc (3.8)
Quando procura-se a solugéo de (3.8), verifica-se que os termos do segundo membro, que
possuem freqiiéncia w, geram o gparecimento de termos do tipo T,€"™ na solugdo particular,

impedindo a convergéncia da solucdo. Assm, € preciso que estes termos, ditos seculares, se

anulem. Necessta-se entéo de umaandise paradistinguir doiscasos: w! 1l ew » 1.
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Consderando-se primeiramente w ! 1, pode-se eiminar os termos seculares em (3.8)

apenasse DA =0,0use A =A(T,).

A solucgdo particular de (3.8) € dada por:

(3.9)
Subgtituindo-se fy e f1; em (3.6) tem-se:

D0f12 + WZ f12 =

@)(p) (N

A
2MD. A +—F/———
2 2(W2-1g

A A
|(4+W)To i(4- w)Ty
e —— e +C.C
4w +1) Aw- 1)

(3.10)

Para a determinacéo da solucéo particular de (3.10), € necessario andisar doiscasos w?t 2 e

R
Ot e

A diminacdo dos termos seculares quando w t 2, pode ser vista da seguinte forma

2iwD,A A =
A- ——— =
!

3.11
W - 1) ( )
Oque resultaem

1 % wv:/Z- T2+ib§
A:E%“( 7 (3.12)

onde ae b sdo constantes. Usando (3.7), (3.9) e (3.12) e substituindo T, por e"t, obtém-se a

seguinte soluc@o gproximada quando w édiferentede 1 e 2:

1 ¢é¢1 1 ¥
f, = acosy +Zeagw+lcos(2t+y)- W—_lcos(Zt- y)g+0 (&)

q (3.13)

sendo
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; e ; b 3.14
—&v- ——ut+ .
y é 4W(W2-1)g ( )

A solucdo obtida é limitada e gperiddica e € vdida paraquaquer d diferente de 1 e 4. Esse
resultado n&o concorda plenamente com o diagrama de Strutt, que prevé outras regides de
ingabilidade. Eda diferenca se judtifica devido o truncamento da expansdo (3.2), no termo
quadréicoem e ..

Quando w » 2, é interessante introduzir um parametro que dé idéia de proximidade entre 2
e W eque gudaareconhecer em (3.10) os chamados termos quase seculares.

2=w+e’s (3.15)
Multiplicando-se (3.15) por 2T, tem-se
(4- W)T, =wT, +2esT, =wT, +2sT, (3.16)

A eliminacdo dos termos seculares de (3.10) sO se verificase

- 2iwD,A + Z(W'j\- 1) + 4(WA D g?isT2 = (3.17)
Para se obter a solucdo de (3.17), escreve-se
A(T,) =BT, )€™ (3.18)
que substituido em (3.17) resultaem
é u B
- 2iWDZB+éQWS +2(W2_ 1)gB+4(W_ ] =0 (3.19)

Fazendo B = B, +iB;, sendo B, e B, nimeros reais, e separando as partes real e imaginaria em

(3.19) tem-s¢;



Capitulol1l - Solucdo Analitica

2D, B, - Sows - ——U8 = 0
27r 8 Aw+)

2wD, B ?& w3 l:'jB 0
+ WS +—T—— =
2 4(W2-1)E’

A

onde B, e B; sdo fungbes do tipo
B, = be%"?
B, =be’"”

Subgtituindo (3.21) em (3.20), verifica-se que a solugdo trivid O € possivel se

209 T NSt ]
2Ws w3 2wg -
4(W2-])
Ou sga,
, 1 € w+3 U 1 U
g =- 2 & 2 LI - Ll
4w Aw? - 1)ge 4w +1u

Para que a solucio sgaingtével, € preciso que g° > 0, 0 que so se verificase:

w+3 s < w-1
sw(w? - 1) sw(w? - 1)
Usando-se (3.15) e lembrando que w = Jd » 2 obtém-se:

5 1
- —<s§s<—
438 48

d=4- 4€e’s

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Substituindo-se os valores de s de (3.25) em (3.26) obtém-se as curvas de transicdo que

delimitam a chamada segunda regi&o de ressonancia paramétrica
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39

1
d=4- —e®+...
12 |

5 2
=4+—e° +
d=4 12e |

Se w » 1, 0 parametro de assintonia deve ser redefinido da seguinte forma
l=w+es
de modo que
(2- W)T, =wT, +2sT,
Nesse caso, paraeliminar os termos seculares de (3.8) € necessario que
2iwD,A +Ae?" =0
do que resulta a solucéo particular

A

4w +1)

Substituindo-se (3.32) e (3.7) em (3.6), obtém-se

f11 = ei(2+W)T° +C.C.

F;Il.l(:)in0

é
Dn2f,, + W2, = - 2iWD.A +D,2A +
0 '12 12 82 2 1 4(W+1)U

A
4w +1)

ei (4+w)To

S W+2 .
- i———D,Ae®"T +cc.
2(w+1)

Para a eliminaco dos termos seculares de (3.33) tem-se

2iwD,A +D,*A + =0

A
4w +1)

Derivando-se (3.31) com relacdo a T, e subgtituindo o resultado em (3.34), obtém-se

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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2 isTy _ (335)

1
2iwD A+
' &lw+1) 4quA

Verificase que (3.31) e (3.35) decorrem de uma expansdo em multiplas escalas de

2lwc(|j—? +egl- %EA ™' + 6224(\/\/1”) +4v%/23“A =0 (3.36)
Adotando-se amudanca de variaveis
A =(B, +iB,)e=" (3.37)
Separando as partesred eimaginaria de (3.35) tem-se
B St 2esw- S oW +W+1u|3 =
dt & w S aw (w+1) g
B S s S Fwrly (3.38)
d g w aw?(w+1) g
Conclui-se que
B, = b, e
B, = b (3.39)

com b, e b; constantes.

Além da solucdo trivia, para que exista outra solucéo é preciso que

2 = W +W+106 oS- % W +w +10 (3.40)
el - W Ean? (w+1) '

2

e
+2SW- —- e———
g 4zel VoW 4W(W+1)

A ingtabilidade da solucdo ocorre quando g° € positivo definido. Para que isso aconteca

eS¢ W WL e 50 (3.41)
L =2 e - 250 _
wo & 4w’ (w+1) a

Usando (3.29) e sabendo-se que w » 1, verificase que (3.41) equivaea
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1 3 1 3
- St pe<S <5*tige (3.42)

Portanto, as curvas de transicdo que delimitam a primeira regido de ressonéncia paramétrica séo

dadas por

1
d=1- e- gez+... (3.43)

— 1 2
d=1+e- gt +... (3.44)

3.3.2- Efeito do Amortecimento

As forcas disspativas estd0 quase sempre presentes nos sstemeas fiscos. Admite-se neste
trabalho que forcas s2o representadas por um modelo de amortecimento viscoso, a equacao

de movimento completa é, neste caso, dada por

f (t)+2cf,(t)+(d + 2ecos2t)f () =0 (3.45)
O coeficiente de amortecimento € bastante pequeno e, assim, pode-se fazer
c=ec (3.46)
Através do méodo das multiplas escaas € obtida a solucdo desta equacdo, com a
determinacéo das novas curvas de trans ¢&o entre estabilidade e instabilidade.
Subgtituindo-se em (3.45) uma expansdo do tipo (3.2) , a separacéo dos termos de mesma ordem
resulta

D,2f,, + W3, =0 (347)

V]
D,*f,, +w?f,, =-2D,D,f,, - 2f,,cos2T, - 2cD,f,, (3.48)
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D, *f, +w?*f,=-2D,D,f,,- D,*f, - 2D,D,f,, - 2f,, cos2T,

- 28(D0f11+ Difyo) (3.49)
onde w? =d.
A solucdo de (3.47) é
f, = A(Tl T, )eiWTO +C.C (3.50)

Substituindo (3.50) em (3.48) tem-se
D 2f11 +W2f11 - 2'“’@ A+ CA_eIWTO - AT A elzwm 4 c.c. (3.51)

Se w é muito diferente de 1, a diminacdo dos termos seculares de (3.51) € redizada da

seguinte forma
V]
D,A+cA =0 (3.52)
0 queresultaem
A A
f, = glzimo . —— W 4 ¢ ¢ (3.53)
4w +1) 4w - 1)

Utilizando-se (3.50) e (3.53) a equacdo (3.49) torna-se

0 A U
D.f, +w?f., =-&@ . ?A+2cD.A +2iwD, A - /——(e"™
o '12 12 1 1 2 2(W2- ])Q

(D)% (o8

i W+ 2

|(2+W
W+]) ?) A+cAﬂe

Q_i(2- w)To

(@wTo 4 . (3.54)
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Quando w é muito diferente de 2, os termos seculares de (3.54) séo eliminados se

0 A
D2A+2cD.A+2iwWDA- ——=0 3.55
1 1 2 2(W2-1) ( )

Subgtituindo-se (3.52) em (3.55) tem-se

&2 1 U
20WD,A - & +———0A =0 3.56
e 2w 259

Percebe-se que (3.52) e (3.56) resultam de uma expansdo de mulltiplas escaas de

L
2iw 32 1 e oiwe e + A =0 (357)
a7 g 2w g
Subgtituindo-se
A =(a +ia)e? (3.59)

em (3.57) e separando as partes red e imaginaria, verifica-se que uma solucéo diferente datrivid 0
e possivel se
N L2

R R LN SR
4w @+ec§ +er +2(W2_ 1)% =0 (3.59)

@@ g) 9

Os valores de g que satisfazem (3.59) sBo complexos conjugados com parte red negativa, e

portanto a solucéo de (3.45) tende ao repouso qualquer que sgja d, contanto que diferente de 1 e
4,
Paa s andisar 0 €feito do amortecimento sobre a segunda regido de ressonancia
paramétrica, é conveniente introduzir um parémetro de assintonia s td que
2=w+es (3.60)

Os termos seculares em (3.54) séo eliminados impondo-se



Capitulol1l - Solucdo Analitica

D2A+28DA+2iWDA- A A e =
1 1 2 2(W2- ) 4(W- 1) -
Usando-se (3.52)
D,A +i—§#+32uuéx b AT =0
2w g2 (w ; ) g ow(w-1

As equagdes (3.52) e (3.62) vem de uma expansdo de multiplas escaas de

%—?+}%eg+%§2ﬁ+g%A+ﬁz_l)Aez‘sﬂzo
Levando-se
A =Be""
a(3.63) tem-se
LI 'ezee_l & iriestBr—€ B0
d f 2wegw-1) g 8ww- )
cujasolucdo édo tipo
= (b, +ib, e

Separando-se as partes read e imaginéria de (3.65), verifica-se que a solugdo ndo-trivia de

(3.45) v exigese

b Ueap Uy u
g Ugs? egé% e? £§C5 e?(w+3 3 0
+ect +es - +es + =
g (:a sw(w+1)0e 2w 8w(w2- 1)u
€ ue u
é 0 a

Para que a solucdo sgainstével, é preciso que apartered de g sgapostiva, ou sga

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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G U222 D U2 N
gecy g2 B 5 e(w+3) U (L;QZ

e tes-— (b +es +— (< - BB 368
& 2w aw(w+1)ga 2w (w? - g gﬂ (3.68)
é 6é s

Usando (3.60) e resolvendo ainegquagdo (3.68) com w » 2 obtém-se as novas curvas de transicéo

correspondentes ao sistema amortecido.

A R Uy’
d—4+gi\/ﬁe -1@05”

Considerando-se 0 caso em que W » 1, 0 parametro de assintonia € agora definido da seguinte

(3.69)

forma

l=w+es (3.70)
Para a eliminacéo dos termos seculares de (3.51) é necessrio que
2iwD,A + JIWCA +A €T = 0 (3.70)
O que determina a solucéo particular

A
e +c.c. (3.72)

f11 4(W + :D
Substituindo (3.72) em (3.49) elevando em consideracdo (3.50), TEM-SE

iwTy

) u . A
D,f,, +Wf,, =- ngA +2cD,A +2iwD,A + 2w J)u"'e

i W+ 2

i(2+w)T,
w+]) gb A+cA®e

gl 4 ¢, (3.73)

4w +1)

Para a diminacéo dos termos seculares de (3.73) é necessario que

A +2i A+—F——+ A= )
D, 2iwD, Aw+1) 2cD, 0 (3.74)



Capitulol1l - Solucdo Analitica 46

Substituindo (3.71) em (3.74) obtém-se

DA o W +w+10 S AePT = 3.75
i - -———A - —Ae?Sh = )
2 g: 4W2(W+1)HA w (3.759)

Nota-se que (3.71) e (3.75) decorrem de uma expansao em multiplos escalas de

2IWd—A+\2IW[(J: eeU2 Lw-l-luu + 8. Z0pesm = (3.76)
dt : ec Aw? (W+1)L% & wo - '

Utilizando a mudanca de variaveis como em (3.64),

d 1_ o &2 wi+w+l +W+1u
2IWE+I2IWC egc -

i & DL ge8+§[ ——eB 0 3.77)

A solucéo é do tipo (3.66).Separando as partes red e imaginaria de (3.77), verifica-se que uma

solucéo diferente datrivid 0 € possivel se

U e esp” | €z w?+w+1ul
=-ect—— -—= - j2ws +e 3.78
g 2W\/8 W @ } SC 4W2(W+1)% (3.78)
A resposta crescera indefinidamente se
ess | & w2 +w+ 10 , 0
- == - ———(y >4 7
g[ 5 JTZ\NS egc 22w +1)% w-ce (3.79)
Usando (3.70), nota-se que os limites da regi&o de instabilidade sdo definidos por
1’[ g2 w2+w+10 [l @ v2
—/+ —_— + - 2 ’
S = ZWT egc 4W2(W+1)H_\/%W 2g 4w’ c y (3.80)

b
Se w » 1, as curvas de transicdo que delimitam a primeira regid de ressonéncia paramétrica do

sstema amortecido 2o

U"2

e2
d=1x,le*- 4fecy - — (3.81)
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Mostra-se na Figura 3.2 0 efeito do amortecimento sobre as regides de estabilidade. Verificase
gue o amortecimento tem um efeito benéfico sobre a edabilidade do sstema, diminuindo

cons deravel mente as regides de instabilidade.

3.3.3- Influéncia das Nao-L inearidades

Sabe-se que 0s ssemas lineares, sem amortecimento e excitados parametricamente
possuem solugbes que crescem indefinidamente com 0 tempo, mas 0s Sstemas reas sempre
possuem agum grau de amortecimento o qua tem um efeito estabilizante, diminuindo sensivelmente
0 tamanho das regides ingdédvels. Se o Sgema € totamente linear, a amplitude do movimento pode
aumentar a ponto de levar a sua destruicdo fisca A maior parte dos Sstemas mecanicos s2o,
entretanto, capazes de mobilizar ndo-linearidades quando a amplitude da oscilacdo cresce
exageradamente, limitando esse crescimento.

De acordo com [7], se hainteresse no estudo do comportamento pos-critico, ou melhor, na
determinacdo das amplitudes e fases do regime estacion&rio, € preciso que sgam incorporados a
equacdo de Mathieu os termos ndo-lineares. Quando essas ndo-linearidades estéo associadas a
rigidez do sstema, a equacéo correspondente € uma generaizacdo da equacéo de Duffing néo-
forcada, incorporando a excitacdo axial.

A equacéo da coluna com um grau de liberdade que leva em consideracdo nédo-linearidade
culbica associada gpenas arigidez do sstemafoi deduzida no capitulo |1 e esté expressa em (2.46).

Admitindo que sgjam pequenas as oscilagbes em torno da posicdo indeformada, a resposta

pode ser aproximada por uma expansao do tipo

f,(te) =ef,(To, T T, ) + 2, (T, T, T, ) + %6 (T, T L)+ (382)
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As diferentes escdas de tempo sfo novamente definidas por T, =e"t, onde n =0,1,2,3...

Conddera-se ainda que sgjam muito peguenos tanto o amortecimento como a amplitude da parcela

varidvel do carregamento, de maneiraque

c=2e’c (3.83)
5 U
d, =e"d, (3.89)
06 be
04
C=010
03
02
o.l
0
0.6 b €
05
c4
C =00l
03
02
0.
0 Il Il Il
06 €
0.4 7
c-o.
03
0.2
ol
0 L L
-05 0 10 20 30 40
&

Figura 3.2 - Efeito do amortecimento viscoso sobre a estabilidade das solugdes da equacéo de

Mathieu. As areas hachuradas sdo instaveis.[25]

A separaco dos termos de mesmaordem em (2.46) levaa
D, f,, +w?f, =0 (3.85)

D,’f,, +Wf,, = -2D,D,f,, (3.86)



Capitulol1l - Solucdo Analitica 49

v

D02f13 +W2f13 =- 2DoD1f12 - (D12 +2D0D2)f11 - ZtEDOfll

2 oty - 1, p° (387)
Substituindo-se a solucéo de (3.85),
f, =A,(T,,T,)e"™ +cc (3.89)
em (3.86), obtém-se
D, *f, +w?*f,, =-2iwD,Ae"™ +c.c. (3.89)

Para que a expanséo (3.82) sga convergente, € necessario eliminar os termos seculares de
(3.89), 0 que sO ocorrera se
A, =A,(T,) (3.90)
Nesse caso a solucdo de (3.86) €
f, =A,(T,T,)e"® +cc. (3.91)

Subgtituindo-se (3.88) e (3.91) em (3.87), e levando em consideracéo (3.90); chega-se a

Dg?fys + Wy = & 2inD1A2 + DA+ AL S -ALA T
@ e g A

2 U B . ) .
+S_tdngle'(W_ w)To +A1é(W+W)Tog

p6
_ A 3A3IWT, ] 2
orh e (3.92)

A patir desse ponto, andisase separadamente duas posshbilidades, conforme a

proximidade ou n&o entre % ew.
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Quando w * % , aeliminacdo dos termos seculares em (3.92) exige que

v

e c 9 ajﬁ B
2WED,A, +D,A, +—A T +—A2A, =0 (3.93)
8 1“2 28 Y1 t 1T 2t 1 1
a
A equacdo (3.93) édo tipo
DA, +F(T,)=0 (3.94)
De onde se conclui que
A, =-R(T)T+R(T) (3.95)

Para que a expansdo sga convergente, deve valer Fl(Tz) =0,ousga DA, =0

U

e C 0 3p6 _
2WSD,A, +—AT+——A2A; =0 (3.96)
8 t o 2t
Com amudanca de varidveis definida por
1 ib
Al = 5 ae (397)

Onde a= a(TZ) eb= b(Tz) separando as partesreal e imaginaria de (3.96) obtém-se

U

a + atE =0 (3.98)

6,3
- wh'a+ 3‘1)6:" -0 (3.99)

Mais uma vez o truncamento da expansio (3.82) é o responsavel pelo desaparecimento das outras
regifes de ressonancia paramétrica que ndo aprimeira.
Se w»W/2, o termo de (W- w) é quase secular, e requer uma consderacio especidl.

Introduzindo-se o parametro de assintonia s definido por
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W
S EwW e’s (3.100)

de maneraque
(W- w)Ty =wT, +2sT, (3.101)

Veificase que € possivel diminar os termos seculares de (3.92) se

& Ug 6A 2 A o U et
2AWED,A, + DA, +—. + - = 102
'Wg 112 TUA, t ot ot 0 (3.102)

Essa equacdo também é do tipo (3.94). Pelas mesmas razdes, o termo D, A, deve ser nulo,

0 queresultaem
e ) 6p 2 A 2 U 2isT
. C +E++3pA1A1_pd2A1 °
2|WgD2A1 o o 0 (3.103)
Substituindo-se,
1
A, = Ebe'(STZ”’) (3.104)

em (3.103), onde b = b(TZ) eb= b(Tz) e separando-se as partesred e imaginéria, tem-se

U
2wb'+t3cwb =- %pzdz bsin(2b) (3.105)

U
2wb'b + 2ws b - %p%?’ =- %pzdz beog(2b) (3.106)

Ao desconsiderar-se a solucgéo trivial (b=0), as equacdes (3.105) e (3.106) definem as amplitudes
do regime estacion&rio ao sefazer b'=b'=0.

% o
1 CW —

b=- =arcsinf4—y. (3.107)
2 G o P

e p°d,o
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Substituindo-se (3.107) em (3.106) quando b'= 0, tem-se aamplitude b dada por:

v
)

BWtW- 12w?t +3p*d,? - 4cAw?

p

1
b=— 3.108
: (3108)

Usando-se (3.88), (3.100) e (3.104), nota-se que, em primeira aproximacdo, a resposta do sistema

é
f,(t) » ef (1) = ebco%%vt +b? (3.109)

Sendo a, = eb aamplitude de oscilacéo fica

1(6\NtW- 12wt +3,/p*d,? - 4c2W2)%

a =
w=3 >3 (3.110)

onde d, é o par@metro adimensona da amplitude da parcdla variavel do carregamento axia
definido em (2.31), t € o pardmetro adimensiona do peso especifico da coluna expresso em
(2.31), W éafrequéncia daexcitacéo e w € afreqiiéncia natural do sistema. Considerou-se o peso

especifico da coluna, r =785 10° K%s , 0 médulo de eladticidade, E=21" 10" K%z 0

amortecimento viscoso, ¢, fol consderado iguad a 0.3 e o comprimento da coluna, L=1.18 m.

Congderou-se a se¢éo transversal da coluna com as seguintes dimensdes

[

70 mm

b=

h =14 mm
-

Figura 3.3 - Segdo transversal da coluna.
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Sabe-se do Capitulo I, que a equacdo do movimento para 0 caso linear sem

amortecimento e submetida gpenas a parcela congtante do carregamento axia é da seguinte forma

.. 2.2
fo+ mtp (- d, +mp2)i, =0 (3.111)

onde m é o grau de liberdade considerado e d,; € o parametro adimensiond da parcela constante

do carregamento axia expresso em (2.31).
Fazendo

f =g Mt (3.112)

fo=-w, 2 W (3.113)

e substituindo-se (3.112) e (3.113) em (3.111) tem-se

3 ¢
4.4
m P +
2=t e (3.114)
rAgL SSEIp“O.
é g L* op
onde As € a &rea da secéo transversal e P, é aparcela constante do carregamento axial.
Chamando-se
4.4
m
2 P (3.115)

W =
oM rA LY

Que representa 0 quadrado da freqiiéncia natura de vibracdo, no caso de ser nulaacarga axia P, e

Elp®
sendo P, = L';’ , acarga critica de Euler, tem-se a expressdo da frequiéncia natural do sistema,

w, dada por

(3.116)

EI\.)
I
=
3I\.)
I
=S
gI\)
s
3I\)
(@]
10

cr
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Figura 3.4 - Curvas de resposta calculadas com P, = 0.6P.

As curvas de resposta mostradas nas Figuras 3.4, 3.5 e 3.6, foram plotadas apenas para o
modulo da expressdo 3.110, pois quando 0 paréametro de controle € o parametro de amplitude, as
curvas de resposta 8o sSmétricas em relacdo ao eixo do parametro. Ja quando o parametro de
controle é a frequéncia da excitacdo as curvas de resposta s8o0 Smétricas, tanto em relacéo ao eixo
do parametro, como em relacdo ao eixo que define as amplitudes da oscilacéo.

Mostra-se na Figura 3.4.a as curvas de resposta para o valor do parametro adimensiond da

amplitude da parcda varidvel do carregamento axial, d, = 2. Ascurvas A’ e A” sio descritas

respectivamente pelas expressoes

a” = 001075051147~7.930377W- 4410943923 (3.117)

al, =001075051147+/7.930377052W- 493.7384485 (3.118)

Verifica-se que, para o vaor de d, = 2, a amplitude da oscilagdo comega a crescer numa

faixa onde a frequiéncia da excitacéo varia de 56 Hz a 63 Hz, na primeira regido de ressonancia
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paramétrica, sendo que, a faixa entre estas duas curvas € a faixa de ingtabilidede para d, = 2.

P,=0.6 P,. foi 0 vaor consderado para a parcela constante do carregamento axidl.
Mostra-se na Figura 3.4.b as curvas de resposta para o vaor do parametro adimensiond da

amplitude da parcda varidvel do carregamento axia, d, =5. As curvas B’ e B” sfo descritas

respectivamente pelas expressoes

a® =001075051147/7.9303770W- 3292022121 (3.119)

al’ =001075051147~/7.9303770W- 6056306287 (3.120)
Verifica-se que, quanto maior o parametro, d,, maor é a faixa de ingtabilidade. Com o

objetivo de se mostrar ta conclusdo superpde-se as curvas 3.4.a e 34.b na Figura 35.4,

verificando-se que, quando d, =5, ou sga, d—2 =084, afaxa de ingabilidade é maior do que
1

. d
parao caso onde d, = 2, ou sga, d—2 =034.
1

Mostra-se na Figura 3.5.b 0 mesmo fendmeno, mas agora para o caso onde, P, = 09F,, .

As curvas C' e C”, mogtram as curvas de resposta para o vaor do parametro adimensiond da

amplitude da parcela variavel do carregamento axia, d, =5. Jaas curvas D’ e D”, mosiram as
curvas de resposta paraum vaor de, d, = 2. Verificase neste caso que a faixa de instabilidade €

maior ainda do que no caso da Figura 3.5.a, pois 0 valor da parcela constante do carregamento

axid, P,=0.9P, € muito grande.
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Figura 3.5 - Curvas de resposta para diferentes niveis de d, .
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Figura 3.6 - Relagéo entre a amplitude da resposta e a amplitude da excitagéo.

Ascurvas C e C’, sdo descritas pelas expresses

a$ = 001075051147+/39654576W+ 28.7785162 (3.1212)

=Q

al’ =001075051147~/39654576W- 2625184490 (3.122)

respectivamente.

Ascurvas D’ e D” sdo descritas por

al =001075051147~/396545760W- 6392506802 (3.123)
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ad’ = 001075051147./396545760W- 1693148648 (3.124)
respectivamente.

As inclinages das curvas resultantes sfo devidas as ndo-linearidades derivadas da energia
potencid. Como ndo existern ndo-lineariades provenientes das forcas de inércia, estas curvas néo
mudam a suainclinacdo quaquer que sga o vaor de P<P.

E importante lembrar que as solugBes néo-triviais so representam o fendmeno fisico quando
as amplitudes sdo suficientemente peguenas para que se possa admitir avaidade dalel de Hooke.

Mostra-se na Figura 3.6.a como varia a amplitude da resposta.com o parametro d, , para o

, - A . W
caso onde a freguiéncia da excitacéo é iguad a freqiéncia natural do sistema, ou sga, > =05, e
para 0 caso onde a freqiiéncia da excitacdo € o dobro da freqiiéncia naturad do sistema, isto €,

w : .
> =1, considerando-se o vaor da parcela constante do carregamento axia P,=0.6P.

As curvas E e F sdo descritas pelas expressdes

c 312653124
al, = 001075051147, 04758226 + 3, |97.40009108- ——=—— (3.125)
2
- 312653124
al, = 001075051147, |- 2336923495+ 3, [07.40000108- ——_———  (3.126)
2

respectivamente.

Veificase pela Figura 3.6.a que a amplitude de oscilacdo comega a crescer mas
rapidamente quando a freqiiéncia da excitacdo € o dobro da freqiiéncia natural do sstema. Mostra-
se na Figura 3.6.b as curvas de resposta para o caso onde P,=0.9P,, sendo este vaor muito grande

0 que faz com que as amplitudes cresgcam mais rapidamente, tanto na primeira como na segunda
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regido de ressonancia paramétrica, crescendo um pouco mais rgpido na primeira regido de

ressonancia paramétrica. Ascurvas G e H sdo descritas pelas expressoes

. 7817389056
a,, = 001862043208, d, (9740909108~ —— (3.127)
2
y 7817389056
al, = - 5843498321+ 3, 97.40009108 - ———— (3.128)
2

respectivamente.
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4.1 - Introducéao

Para a resolucéo numérica do sistema de equagdes lineares e ndo-lineares com ou sem
imperfeicdo geométricainicid, utilizou-se o dgoritmo de Runge-Kutta de 4 ordem, implementado
em Fortran paraum sistema de duas equagOes diferenciais ordindrias de primeira ordem [27].

Algumas ampliagdes foram feitas no programa a fim de resolver um sstema de varias
equacles diferenciais ordindrias de primeira ordem, para andise de estruturas com Varios graus de
liberdade. Implementou-se ainda um agoritmo para tracar as segfes de Poincaré, e diagramas de
bifurcagéo, para determinar os valores de transicdo da estabilidade para a instabilidade, no espaco
dos par&metros de controle e para a verificagdo da influéncia da imperfeicdo geoméricainicia nas
amplitudes do sstema no regime permanente.

Os programeas desenvolvidos possuem como dados de entrada os temposinicia efind, t, e
t;, as condi¢Bes iniciais, o intervalo de tempo para o cdculo das segbes de Poincaré, IDELX, e 0s

parametros adimensonais da coluna descritos em (2.31).

4.2- Resposta do Sistema e Espaco Fase

O modelo dindmico do presente trabaho é representado por equagbes diferenciais
ordindrias de 2% ordem .

Para a utilizagdo do agoritmo Runge-Kutta, deve-se transformar estas equacbes em
sistemas de duas equagdes de 1 ordem, introduzindo-se a velocidade como variavel auxiliar.

Admite-se que o problema de vaor inicid agpresente como solu¢do para as variavels do

problema o que segue

x=y=g(t,x,y)
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y = f(t,x,y) (4.2)

onde X é o dedocamento, y avelocidade e y a aceleracdo.
O sstema possui condigdes iniciais de dedocamento e de velocidade, no tempo t=0
x, =x(t, =0)
m=%%=® (4.2)
Para que o método de Runge-Kutta ndo apresente problemas de instabilidade numérica é
necessario que o incremento do tempo sgja cal culado de forma adequada. Para o caso em estudo,
que aborda o problema da coluna com forca axid periddica, conveniente se faz 0 uso de um

incremento constante de tempo H igual ao periodo da forca excitadora dividido por 100

__2p
H=200w (4.3)

Apds o fornecimento dos dados de entrada do programa, 0 mesmo iniciaum ciclo iterativo
para cacular a resposta do sstema, armazenando em um arquivo de saida os dedocamentas,
velocidades e o tempo considerado. Apés a obtencéo dos resultados, plota-se 0 espaco fase e a

resposta do sistema em fungdo do tempo, como mostrado na Figura4.1.

Q06 — 010 —

8
I

Q05 —

|
Amplitude da Ve ocidade

00—

Amplitude do Deslocamento
|

OB~ B LI e e e |
00 M 4m @@ OO 1000 12000 200 100 om 10 2m
Tempo Amplitude do Deslocamento

Figura 4.1 - Resposta e plano fase da coluna com um grau de liberdade e no-linearidades.
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4.3- Mapeamento de Poincaré

A identificacdo de orbitas periddicas e 0 estudo de sua estabilidade no espago solugéo €
umatarefa dificil. Parafacilitar este problema utiliza-se gerdmente o artificio de reduzir a dimenséo
do espaco solucao.

Para se estudar 0 comportamento das trgjetérias em um espaco de menor dimensao,

2p

Poincaré imaginou interceptalas em intervalos regulares de tempo H = W por superficies, em

gerd planos. Assm estuda-se 0 comportamento dos pontos de intercessio, conforme mostra a

Figura4.2.

Figura 4.2 - Segdes de Poincaré.[35]

A andise da curva solugdo em intervaos regulares de tempo possibilita a interpretacéo
geométrica da curva continua, sem nenhuma perda de informagéo [22].

Para armazenar os pontos de Poincaré, utilizou-se um contador J que inicidiza com zero.

ApGs a sua inicidizacdo, caculase a resposta do sistema, partindo-se de um dado ponto até um
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tempo a dotado para que termine a respodta transiente e logo apds, incrementa-se 0 tempo e o

contador da seguinte forma
t=t+H 4.9
J=J+1 (4.5)

Se J<IDELX, cdculase novamente a resposta do sistema para o tempo ja incrementado e
incrementa-se novamente o tempo e o contador J. No momento em que J3 IDELX, armazena
se os vaores das amplitudes do dedocamento e velocidades correspondentes a resposta
permanente do Sstema.  Repete-se estes passos enquanto o tempo for menor que o tempo fina
considerado no arquivo de entrada. A partir do arquivo de saida, que contém os pontos de

Poincaré, traca-se o diagrama de Poincaré como mostra o exemplo da Figura 4.3.

50.00 —

o X

3 °ast .
000 4 o § Bue

-50.00 T I T |

-1.00 0.00 X 1.00

Figura 4.3 - Diagrama de Poincaré para a coluna com um grau de liberdade e ndo-linearidades.

4.4- Procedimento para o Tracado do Diagrama de Bifur cacao,

Analisando a Resposta no Tempo.

A equacdo de movimento é integrada pelo método de Runge-K utta, como j& comentado,
partindo-se de um dado ponto até um tempo adotado para que termine a resposta transiente. A

Seguir s8o armazenados os val ores das amplitudes de ded ocamento ou vel ocidade referentes a uma
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serie de segdes de Poincaré subsequentes. O tempo que se va estabelecer para que a resposta
transgente tenha acabado, bem como o nimero de secBes de Poincaré cujos dados serdo
armazenados, sdo definidos de acordo com a senshbilidade adquirida pelo usuario sobre o
problema em questéo.

A seqguir, o parametro de controle, que pode ser a freqiiéncia ou a amplitude da excitacéo,
por exemplo, deve ser incrementado, e 0 par de vaores inicias sGo agora as informagdes
adquiridas na ultima secéo de Poincaré. Através deste artificio, o tempo gasto pela resposta
trangente é bastante curto. Seguindo ent&o o procedimento ja citado anteriormente, armazenam-se
0s resultados das proximas secOes de Poincaré.  Este procedimento é repetido até o valor do
parémetro de controle desgjado. Podendo-se, portanto, a partir do arquivo de saida que contém
0s pares (resposta, parametro de controle), tracar o diagrama de bifurcacdo como mostra o

exemplo plotado na Figura 4.4.

Figura 4.4 - Diagrama de Bifurcagcdo para a coluna com um grau de liberdade e ndo-linearides.

4.5 - Valoresde Transigdo (d,,W)

O objetivo deste programa é obter os pares (d2 V\/) que ddimitam aregido de estabilidade
paraa colunaafim detragar as curvas de transi¢céo, isto €, afronteira de estabilidade do sstema.

Utilizou-se as seguintes variagdes para a amplitude e freqliéncia da excitacéo
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20
a (d,+005) (4.6)
d,=05
BO
a(w+0.2) (4.7)

W10

Iniciando com osvaores d, = 05 e W=10, a equacao de movimento é integrada e, em
cada passo, verificase os vaores das amplitudes de dedocamento até um certo limite estipulado
pelo programa. Caso a amplitude cresca com o tempo e um vaor limite sga adcangado para o
par (d2 V\/) utilizado, armazenase 0 par e, logo apods, incrementase a freqiéncia W,
reinicidizando d, .

Caso aamplitude apés a perturbacéo inicid tenda a zero, sabe-se que o Sstema é estavel
parao par (d2 M e incrementa-se aamplitude, d, , continuando a freqiiéncia, W, com o mesmo
vaor. Novamente integra-se a equacdo de movimento e verifica-se a resposta em cada passo até
o limite preestabelecido, como ja citado. O arquivo de saida possui assm os pares de transicéo

podendo-se tracar a curva de transi¢do como mostra o exemplo da Figura 4.5.

15.00 —

N
=]

10.00 —

5.00 —

0.00 | T | T | T |

20.00 40.00 60.00 80.00
W

Figura 4.5 - Curvade transi¢do para a coluna com um grau de liberdade e ndo-linearidades.
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5.1- Dados de Entrada do Programa

Para a verificagdo dos resultados, tomou-se como exemplo uma coluna de ago com as

Seguintes dimensdes

k% l Po+P(t)

/]
J
J BA /
1
IS
IS4
11 1]
1 o)
Y
Q=14 mng
AY

Figura 5.1 - Dimensdes da coluna.

O médulo de dasticidade (E) e 0 peso especifico (r ) sio

E = 21x0% K%Z

r =785%0° K%g

Como a segéo é retangular, 0 momento de inércia € calculado pela seguinte expressfo

_ bh®

| = —
12

Consderou-se arigidez damolaigud a5 % darigidez aflexéo, ou sga

K = 24.3%El

(5.1)

(5.2)

(5.3)

Considerou-se a parcela constante do carregamento axia igual a 60 % da carga critica de Euler, ou

sga

Py=0.6P4

(5.4)
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As condi¢Bes iniciais de ded ocamento e velocidade foram cons deradas respectivamente

X, = 0001 m
Yo =0 (5.5)
Para a coluna considerada na Figura 5.1, a carga critica de Euler, R, a fregliéncia naturd de
vibragdo considerando-se a parcela constante do carregamento axia, w;, a freqiiéncia natural de
vibracdo sem levar em consideracdo o carregamento axid, w;, € 0s parametros adimensionals,

d,, h e t, sdo dados respectivamente por

K
P, = 238263 %2 W, = 2947 r%g W, = 4660 ra%gg

d, =592 h=04 t =0.04486

(5.6)
Este exemplo serviu como orientacdo basica para escolher a faixa de variagdo de cada um dos

parémetros adimensionais na andlise paramétrica mostrada a seguiir.

5.2- Diagramas de Estabilidade da Coluna

Na andise de problemas de ingtabilidade paramétrica o primeiro passo € a determinacdo
das fronteiras de estabilidade.

A Figura 5.2 mogtra as curvas de transi¢&o da coluna considerando-se 0 modelo néo-linear

com um grau de liberdade e amortecimento viscoso ¢ = 0.3. Verificase que, na segunda regido de
ressonancia paramétrica que corresponde ao parametro da fregliéncia da excitagéo, V%v =1, um
valor limite de etabilidade € acancado quando o parémetro da amplitude d, =455. Ja na

primeira regido de ressonancia paramétrica, que corresponde a uma frequéncia da excitagéo
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proxima a duas vezes a frequéncia natura do Sstema, ou sga, 0 parametro da freqiiéncia da
excitacdo V%v =2, encontrou-se 0 vaor de transi¢do minimo para o parametro de amplitude

d, =185, sendo este valor bem menor do que o encontrado na segunda regido. Sabe-se que esta
€ aprincipd regido de instabilidade paramétrica e a mais perigosa em termos de projeto. Este fato
revela a possibilidade de instabilizacdo da posicao de equilibrio quando a fregliéncia da excitacéo
for da ordem de duas vezes a frequéncia naturd do sstema. Nota-se também no diagrama de

estabilidade da Figura 5.2, pequenas regides de ressonancia associadas a sub-mdltiplos de w, (sub-

harmanicos).
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Figura 5.2 - Diagrama de estabilidade da coluna com um grau de liberdade e ndo-linearidades.
Amortecimento viscoso - ¢ = 0.3.

A regido abaixo das curvas de transicao, corresponde a Stuacies estavels e a regido acima

destas curvas arespostas instavels.
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Para 0 caso da coluna testou-se ainda os modelos lineares com um e trés graus de liberdade
e 0 modelo ndo-linear com trés graus de liberdade. Verifica-se que o diagrama é idéntico aquele
gue representa a coluna com um grau de liberdade e néo-linearidades como mostra a Figura 5.2,
esta igualdade pode ser explicada pelas condicles iniciais impostas, pois a variacdo na condicéo de
repouso é muito pequena, sendo a oscilagdo no inicio do movimento pouco apreciavel. Nestas
condi¢cbes o sistema é praticamente linear, sendo o primeiro modo dominante. Assim paa a
determinacéo da fronteira de estabilidade pode-se usar um modelo smplificado sem incorrer em
eros papaveis. Para 0 modelo com mais de um grau de liberdade surgem outras regifes de
instabilidade associadas aos modos mais dtos. Edtas regides estdo entretanto em uma faixa de

freqUiéncias bem superior a aquela estudada e mostrada na Figura 5.2.

5.3 - Compar acgao das Solugdes Numeérica e Analitica para as Curvas de

Transicdo

No Capitulo 111, andlisou-se o efeito do amortecimento viscoso nas curvas de transicio da
equacdo de Mathieu, equacéo (3.45), e aravés do método das multiplas escalas, encontrou-se as
equacies que descrevem tais curvas na primeira e segunda regido de ressonancia paramétrica
Estas equactes estdo expressas em (3.69) e (3.81).

Verificase que as curvas de transcéo da Figura 3.2 sdo plotadas relacionando-se o0s
parametros (e, d) da equacdo (3.45) e para se comparar os resultados da solucdo analitica com a
solucdo numérica para este caso, fez-se uma mudanca de variavel na equacdo de movimento da

coluna com um grau de liberdade para o0 caso linear expressa em (2.58), pois 0 resultado numérico
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fornece os pontos da curva de transi¢do relacionando-se 0s parametros (dZ,M da equacéo

(2.59).

Adotando-se uma fungio continua F(t) , tal que

f,(t) = F(t) expg- =9 (5.7)

A equacdo do movimento expressa em (2.58) pode ser reescrita da seguinte forma

3 @p2(p?- d.)- 2 52 g o
TR LTS T R PRV R 59)

Comparando-se (5.9) com (3.45), tem-se 0s parametros (e, d) da equacdo (5.9) dados por

) 4p2(p2 ) d1)' c2
d= Yy (5.20)

2
_ 2Po 1
e—-Z%——WQ td2 (5.11)

Tendo-se os valores de transi ¢ao, (d 25 W) , da solucéo numérica, calcula-se os pares de parametros

(e,d) , afim detragar o diagrama de Strutt e comparar as duas solugbes.

Do resultado numérico, tomou-se apenas a primeira e segunda regido de ressonancia
paramétrica das curvas de trandcéo para efeito de comparacdo com a solucéo anditica que foi
resolvida apenas para estas regides. A comparacéo entre as duas solucfes esta mostrada nas

Figuras 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6 para val ores crescentes do parametro de amortecimento c.



Capitulo V- Andlise dos Resultados 72

2.00 — -
... Solugdo Numérica
| |——— Solugdo Analitica
_ c=0.01
1.00 — \/
0.00 —
© |
] 0%,
-1.00 — L
-2.00 — )
-3.00 T T T T | T T T T | T T T T |
-2.50 0.00 2.50 5.00

Figura 5.3 - Curvas de transi¢do da coluna na primeira e segunda regido de ressonancia paramétrica,
para 0 amortecimento viscoso ¢ = 0.01.
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Figura 5.4 - Curvas de transi¢do da coluna na primeira e segunda regido de ressonancia paramétrica,

para 0 amortecimento viscoso ¢ = 0.1.
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Figura 5.5 - Curvas de transi¢do da coluna na primeira e segunda regido de ressonancia parametrica,

para 0 amortecimento viscoso ¢ = 0.03.

4'00__ ........... Solug&o Numérical
] Solucéo Analitica
| c=03
2.00 —
O 0.00—
-2.00 — A
-4_00|||||||||||||||
-5.00 0.00 5.00 10.00

Figura 5.6 - Curvas de transi¢ao da coluna na primeira e segunda regido de ressonancia parametrica,

para 0 amortecimento viscoso ¢ = 0.3.
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5.4- Influéncia do Amortecimento Viscoso

No presente trabalho as forgas disspativas foram representadas por um modelo de
amortecimento viscoso. A Figura 5.7 mostra o efeito do amortecimento que é o de afastar as

regides de instabilidade do eixo horizontal e diminuir sensvelmente as regides de ingtabilidade.

5.5- Diagramas de Bifurcagéo, Respostas no Tempo e Planos Fase

Embora ateoria linear possa fornecer com preciséo a fronteira de estabilidade e os métodos
de perturbacdo possam gudar a entender os efeitos da néo-linearidade no comportamento do
sstema quando as perturbactes séo de pequena magnitude, estas solugdes sfo insuficientes para
descrever 0 comportamento da coluna no interior das regides de ingabilidade paramétrica.
Problema este pouco estudado na literatura.  Entretanto o uso de métodos numéricos pode mostrar
com precisao os diversos tipos de comportamento exibidos pelo sstema no interior das regides de
ingtabilidade. A partir destas informagtes 0 engenheiro terd condicdes de avdiar a gravidade da
ressonancia parametrica no comportamento da coluna e as possiveis mudancgas nos parametros do
sstema para que possa evitdla Uma ferramenta bastante Gtil neste tipo de andise sdo os
diagramas de bifurcacéo onde as coordenadas dos pontos fixos sdo mostradas como funcéo de um
dado parametro de controle.

Mostra-se nas Figuras 5.9, 5.18, 5.27, 5.35 e 5.36, aguns diagramas de bifurcacdo da
coluna.  As linhas retas mostradas no diagrama de estabilidade da Figura 5.8 foram as regides
escolhidas para o tragado dos diagramas de bifurcacdo. O diagrama de bifurcacéo € encontrado
marcando-se sobre um dos eixos cartesianos o vaor do deslocamento ou da vel ocidade dos pontos

fixos e no outro eixo o parametro de controle.
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Asregides 1 e 2, S0 exatamente a primeira e segunda regi&o de ressonancia parametrica.
As retas verticais, representam regides em que o parametro da freqiiéncia da excitacdo esta fixa,
variando-se gpenas 0 parametro de amplitude. Ja as retas horizontai s representam regides em que 0
parametro de amplitude esta fixo, variando-se o parametro da freqiiéncia da excitacéo.

No diagrama de bifurcacdo da Figura 5.9, os pontos 1 e 3 sdo pontos proximo a curva de
transi¢éo correspondendo aos pares (d., ,V%V) , (4,0.869) e (4,0.964), isto pode ser verificado no

diagrama de estabilidade da Figura 5.8, mas precisamente na linha horizontal daregido 2. A partir
do ponto 1, que é um ponto de bifurcagdo no diagrama de estabilidade, quando aumenta-se o
parametro da frequiéncia da excitagdo, a coluna se desestabiliza e a amplitude da resposta cresce
rapidamente até o ponto 3, caindo logo depois para zero e voltando, assm, a estabilizar. Verifica
Se que gpos a bifurcagdo surge uma solucdo periddica cujo periodo é igud ao da forca externa
gplicada no topo da coluna.

Mostra-se na Figura 5.10.a a resposta do sistema no ponto 0 do diagrama de bifurcacgo.

O ponto O corresponde a um ponto, onde o pardmetro da amplitude da excitacéo e o
pardmetro da frequéncia da excitagdo sdo respectivamente (4,0.763). Este ponto encontra-se na
regido estavel do diagrama de estabilidade. A Figura 5.10.b, mostra o espago fase do Ssstema para
o ponto 0, onde se verifica, apos a aplicacdo de uma perturbacdo inicial, o retorno da solugéo a

posicéo de equilibrio vertical.
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Figura 5.9 - Diagrama de bifurcacdo da coluna com um grau de liberdade e n&o-linearidades,

com o paréametro de amplitude.d, = 4.
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Figura 5.10 - Resposta no tempo e espaco fase do sistema no ponto 0 do diagrama de bifurcacdo da

Figura5.9.
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Figura 5.11 - Resposta no tempo do sistema ho ponto 1 do diagrama de bifurcacéo da Figura 5.9.
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b) Diagrama de Poincaré.

Figura 5.12 - Espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema no ponto 1 do diagrama de bifurcagéo

Mostra-se na Figura 5.11.a e 5.11.b a resposta do sistema no tempo e um detalhe da fase

permanente da resposta, respectivamente, para o ponto 1 do diagrama de bifurcacéo da Figura 5.9.

daFigura5.9.



Capitulo V- Andlise dos Resultados 79

O ponto 1 € um ponto proximo a curva de transi¢do no interior da regido ingtave. Verifica-se que
apGs a perturbacdo ha um crescimento exponencia da amplitude, indicando a perda de estabilidade,
mas, depois de um certo tempo, as ndo-linearidades séo mobilizadas e a amplitude da resposta para
de crescer e fica oscilando com pequena amplitude em torno da configuracéo de equilibrio. Ja para
0 caso linear, como sabe-se da solucdo da equacdo de Mathieu (3.45), a amplitude cresce
indefinidamente, como mostraa Figura 5.13. Mostra-se na Figura 5.12, 0 espaco fase e o diagrama
de Poincaré correspondente a configuracdo 1 e verifica-se que a solugdo € periddica de ordem 1,
ou sga, 0 periodo da solugdo é igua ao periodo da forca excitadora, como ja mostrado no

diagrama de bifurcacéo.
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38

111 1 | 11 1 1

5
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Figura 5.13 - Resposta no tempo do sistema, no ponto 1 do diagrama de bifurcagéo da Figura 5.9
para o caso linear.

Mostrase nas Figuras 5.14.a e 5.14.b, a resposta do sistema e a forma da solugéo
permanente no ponto 2, (4,0.9), o qud pertence a regido instével do diagrama de estabilidade. As
Figuras 5.15.a e 5.15.b mostram o espaco fase e o0 diagrama de Poincaré para 0 mesmo ponto.
Verificase através do diagrama de Poincaré da Figura 5.15.b, que o periodo daresposta € igud ao

periodo da excitacdo, pois 0 mesmo possui apenas um ponto.
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Figura 5.14 - Resposta no tempo do sistema no ponto 2 do diagrama de bifurcacdo da Figura 5.9.
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Figura 5.15 - Espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema no ponto 2 do diagrama de bifurcacéo
daFigura5.9.
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Figura 5.16 - Resposta no tempo do sistema no ponto 3 do diagrama de bifurcacéo da Figura 5.9.
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Figura 5.17 - Espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema no ponto 3 do diagrama de bifurcagéo

daFigura5.9.
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Mograse findmente na Figura 5.16, a resposta do sstema e a forma da solucéo
permanente no ponto 3, (4,0.964), que € um ponto proximo a curva de transicdo. Como mostra a
Figura 5.16, este ponto esta numa regido instavel. As Figuras 5.17.a e 5.17.b, mostram 0 espaco
fase e o diagrama de Poincaré correspondentes a resposta permanente.

Veificase que nesta regido a amplitude de vibragdo da resposta permanente cresce a
medida que cresce 0 parametro da freqliéncia da excitagdo. Assm, em um sistema com freqiiéncia
de excitacdo varidvel, a0 se entrar na regido indavel pela direita deve-se esperar um crescimento
brusco da amplitude daresposta. Ja proximo a fronteira esquerda a amplitude da resposta pode ser
bastante pequena, podendo inclusive ndo causar qualquer dano ao sistema

A Figura 5.18 modtra o diagrama de bifurcacéo ainda na segunda regido de ressonancia
paramétrica, V%v @1, fixando-se agora 0 parametro da freqliéncia da excitagdo e variando-se o

parédmetro de amplitude da excitagéo.

O ponto 1, (4.5,1), do diagrama de bifurcacéo da Figura 5.18 € um ponto proximo a curva
de transi¢éo no diagrama de estabilidade da coluna, e verifica-se que gpds este ponto a amplitude
do sistema cresce abruptamente dando origem a uma solugéo de periodo um cuja amplitude cresce
Suavemente até o ponto 3. A partir deste ponto verifica-se que ha um dobramento de periodo, ou
sgia, 0 periodo da resposta é agoraigua aduas vezes o periodo da excitacéo.

O crescimento da magnitude da excitagdo provoca um novo dobramento do periodo, e
assim sucessivamente. BifurcagBes sucessivas por dobramento de periodo conduzem usuamente o

sstemaaum atrator cadtico. Alias estaéaprincipa rotapara o caos[35].
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Figura 5.18 - Diagrama de bifurcagéo da coluna com um grau de liberdade e n&o-linearidades,
com o parametro da frequiéncia da excitacéo V%v =1.

As vibraghes cadticas gpresentam um ndmero infinito de pontos fixos que se ingtabilizaram
em funcdo dos dobramentos de periodo. Uma vibracéo cadtica €, portanto, representada no
diagrama de bifurcacdo por uma nuvem de pontos, que, entretanto, gpresentam uma estrutura
bagtante definida conhecida como fracta. Nenhum deles representa um ponto fixo estéavel. A
denominagéo cadtica estd associada exclusvamente a caracterizacéo do movimento como sendo
aperiodico.

Mostra-se na Figura 5.19, a resposta do sistema para o ponto 0 do diagrama de bifurcacéo
da Figura 5.18 que corresponde a uma configuracéo estével.

Como fai dito, 0 ponto 1 € um ponto proximo a curva de transi¢do, mas ainda no interior da
regido estével. Mostra-se na Figura 5.20 a resposta do sistema neste ponto e verifica-se que o

sstema oscilou por um longo periodo de tempo e depois voltou a posicéo
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Figura 5.19 - Resposta no tempo do sistema no ponto 0 do diagrama de bifurcacdo da Figura 5.18.
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Figura 5.20 - Resposta no tempo do sistema no ponto 1 do diagrama de bifurcacéo da Figura 5.18.

origina de equilibrio. Verificarse assm que, quanto mais proximo da fronteira de estabilidede, mais

longa é aresposta transiente.
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Mostrase na Figura 5.21, a resposta do sistema no ponto 2, (5.4,1), do diagrama de

bifurcacéo da Figura 5.18. Verifica-se que no ponto 2 do diagrama de bifurcacéo tem-se um ponto

0 que significa que o periodo da solucéo é igual o periodo da excitagéo.
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Figura 5.21 - Resposta no tempo do sistema no ponto 2 do diagrama de bifurcagéo da Figura 5.18.
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Figura 5.22 - Espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema no ponto 2 do diagrama de bifurcacdo

daFigura5.18.
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Figura 5.23 - Resposta no tempo do sistema no ponto 3 do diagrama de bifurcagéo da Figura 5.18.
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Figura 5.24 - Espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema no ponto 3 do diagrama de bifurcacdo
daFigura5.18.
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Figura 5.25 - Resposta no tempo do sistema no ponto 4 do diagrama de bifurcacéo da Figura 5.18.
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Figura 5.26 - Espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema no ponto 4 do diagrama de bifurcagéo
daFigura5.18.
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Mostra-se na Figura 5.23, a resposta do sistema e aforma da solugéo permanente no ponto
3, (6.37,1), do diagrama de bifurcagéo da Figura 5.18.

As Figuras 5.24.a e 5.24.b mostram o0 espaco fase e o diagrama de Poincaré do sistema
correspondentes a resposta permanente no ponto 3, comprovando a existéncia de uma resposta
com periodo 2T, onde T; € 0 periodo da forca externa.

Mostra-se na Figura 5.25, a resposta da coluna no ponto 4, (684,]) , verificase novo

dobramento de periodo. Neste ponto o periodo da resposta do sistema é quatro vezes o periodo
da excitacdo, como estd mostrado nas Figuras 5.26.a e 5.26.b, que representam o espaco fase e 0
diagrama de Poincaré do sstema. Como pode-se verificar a coluna pode exibir no interior da
regido ingtavel diversos tipos de comportamento tipicos de Sstemas eminentemente ndo-lineares.

Um diagrama de bifurcacdo tipico da primeira regido de ressonancia paramétrica, esta
mostrado na Figura 5.27, estando fixo o parémetro da amplitude da excitagdo, d, = 3. Variase
neste caso 0 parametro da fregquiéncia da excitagao.

Variando-se o parametro de controle do ponto 1 até o ponto 2, verifica-se que a coluna
esta em equilibrio. A partir do ponto 2, verifica-se que ha uma bifurcacdo do tipo “flip” dando
origem a uma solucdo cujo periodo é o dobro do periodo da forca externa. As amplitudes crescem
a partir do ponto 2 até um infinitéamo antes do ponto 4. A partir do ponto 4 entra-se novamente
numaregido estave

A Figura 5.28 mostra a resposta, considerando-se o par de parametros de controle, dentro

da regi&o estavel, ou sgja, o ponto 1, (3,1.36) .
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Figura 5.27- Diagrama de bifurcagdo da coluna com um grau de liberdade e ndo-linearidades,
com o parémetro da amplitude da excitagdo, d, = 3.
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Figura 5.28- Resposta no tempo do sistema no ponto 1 do diagrama de bifurcacdo da Figura 5.27.
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O ponto 2, (3,1.68), como jafoi dito, € um ponto logo apos a bifurcacéo onde surge uma
solucdo com o dobro do periodo do carregamento axial. Isto estailustrado nas Figuras 5.29 e 5.30.
O ponto 3, (3,2.036), pertence a uma regido de instabilidade e a resposta do sistema, 0 espaco fase
e 0 diagrama de Poincaré estdo mostrados nas Figuras 5.31 e 5.32, sendo a resposta semelhante
a0 caso anterior.

O ponto 4, (3,2.27), ilustra 0 comportamento do sstema junto a fronteira de estabilidade.
A solucéo, o espaco fase e 0 diagrama de Poincaré estdo mostrados nas Figuras 5.33 e 5.34,

respectivamente.

A Figura 3.35, mostra o diagrama de bifurcacdo na primeira regido de ressonancia
paramétrica, fixando-se agora o pardmetro da freqliéncia da excitagéo, V%V:Z , que

corresponde a freqUéncia da excitagdo igud ao dobro da frequéncia naturd do sstema. O
parametro da amplitude do carregamento € agora 0 parémetro de controle. Como se pode
obsarvar, este diagrama é semehante a0 mostrado na Figura 5.27, onde se nota nhovamente a
presenca de um ponto de bifurcacdo onde se origina uma solugéo periddica com periodo igud a0
dobro do periodo da forga harmdnica externa.

Mostrase na Figura 5.36, o diagrama de bhifurcacdo para a regido 3, mostrada no
diagrama de estabilidade da Figura 5.8. Esta regido corresponde a uma freqiiéncia de excitagdo
igud auma fracdo da freqiiéncia naturd do sstema. Embora tenha menor importancia pratica que as
outras duas regifes ja andlisadas, apresenta também um comportamento bastante complexo, como
pode-se observar neste diagrama. Vé-se na Figura 5.36, diversos tipos de bifurcagdo com aumento

e diminuicéo de periodo, dém de regiGes com movimentos caoticos.
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Novamente observa-se uma passagem suave da regido estéve para a instével quando, ao
crescer 0 parametro da freqiéncia, se cruza a fronteira esquerda da regido de instabilidade e a
exigéncia de um sdto dindmico associado a fronteira direta. Verificase pelo diagrama de
bifurcacdo da Figura 5.36 que, iniciamente, a coluna estd em equilibrio, e, a0 variar-se o0 parametro
de controle, elaentranaregido 1, ou sgja, 0 periodo da solucéo passa ater o dobro do periodo da
excitacdo. Mostra-se na Figura 5.37 a resposta do sistema para o ponto 1. O espaco fase e 0
diagrama de Poincaré estdo mostrados na Figura 5.38. A complexidade da resposta se deve a
contribuicéo dos varios harmonicos presentes na resposta ndo-linear da coluna.

Escolheu-se naregido 2, regido onde tem-se 0 caos, 0 ponto (6,0.56). Verifica-se através
das Figuras 5.39.a e 539b a resposta do dstema e a forma da resposta permanente,
respectivamente. A medida que aumenta 0 nimero de pontos no diagrama de Poincaré, a solucéo
va gpresentando periodo cada vez mais longo até que a periodicidade desgparece(niimero infinito
de pontos).

Verificase no diagrama de Poincaré da Figura 5.40.b uma infinidade de pontos o que
evidencia o desaparecimento da periodicidade da solucéo.

A seguir escolheu-se o ponto (6,0.61), na regido 3, e verificase que a solucéo neste
ponto tem novamente ordem 2, como mostra-se na Figura 5.42. Ja naregio 4 estudou-se 0 ponto

(6,0.65), verificando-se os mesmos fendmenos mostrados no ponto (6,0.61).
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5.6- Efeito da Imperfeicdo Geométrica I nicial.

Andisou-s2 0 €efeito da imperfeicdo geométrica inicid sobre a resposta do sSstema,
tracando-se curvas que relacionam a maior amplitude do desocamento no regime permanente e o
parametro de controle que pode ser a frequiéncia da excitagdo ou o parametro da amplitude do
carregamento. Com as condigdes iniciais de dedocamento e velocidade expressas em (5.5)
considerou-se aqui 0 caso da coluna para 0 modelo néo-linear com um grau de liberdade e
amortecimento viscoso ¢=0.3.

A Figura 5.45 mostra como variam as amplitudes da resposta no regime permanente na
primeira regido de ressondncia paramétrica consderando-se como parémetro de controle a
freqiiéncia da excitacao, estando fixo o parametro da amplitude do carregamento, d, = 3.

As curvas da Figura 5.45 foram calculadas utilizando-se trés vaores para a amplitude da
imperfecdo geomédrica inicid, f, =0, que diz respeito a0 caso pefeto e os casos onde
considerou-se um pequeno vaor daimperfeicéo geoméricainicid, f,, =0.01 e f; =0.02. Deve-
se lembrar que aimperfeicdo geométrica esta parametrizada em relacdo ao comprimento da coluna,

Fol
L

ousga, f, = . Verificase que, para o vaor nulo daimperfeicdo geométrica e de acordo com

o diagrama de bifurcacdo da Figura 5.27, a coluna volta a posicéo de equilibrio estéavel até o ponto
(3,1.68), a partir dai as amplitudes comegam a crescer até um infinitésmo antes do ponto (2,2.27)
voltando-se novamente a posicéo de equilibrio estavel a partir deste ponto.

A0 s consderar um pequeno vaor para a imperfeicdo geométrica, verifica-se atraves da

Figura 5.45, que 0 Sstema sempre possui uma certa amplitude na fase permanente. 1sto porque ao
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se condderar uma certa imperfeicéo, 0 Sstema ja esta dedocado de sua posicéo de equilibrio e a

cargaaxid provoca conseqiientemente, desde o inicio, flex&o na coluna.
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Figura 5.45 - Influéncia das imperfeicbes geométricas na instabilidade paramétrica da coluna,

parametro da amplitude do carregamento, d., = 3.
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Figura 5.46 - Resposta no tempo do sistema no ponto 1 da Figura 5.45, considerando-se o valor da
imperfeicdo geométricainicial, fo,=0.
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Figura 5.48 - Resposta no tempo do sistema no ponto 1 da Figura 5.45, considerando-se o valor da
imperfeicéo geométricaiinicia, f,;=0.02.

Mostra-se nas Figuras 5.46, 5.47 e 5.48 a resposta no tempo @ra o ponto 1

(3,1.53) da Figura 5.45 considerando-se os vaores da imperfeicdo geométrica, £,=0, £,,=0.01 e
f02=0.02, respectivamente.

Verifica-se na Figura 5.45 que na regido entre os pontos (3,1.68) e (3,2.27) as amplitudes

crescem paulatinamente e, como pode-se verificar no ponto 2 (3,2.036) para os trés casos da
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imperfeicdo condderados na Figura 5.45, as amplitudes maximas da fase permanente possuem
gproximadamente 0 mesmo valor.

Mostra-se na Figura 5.49 a resposta do sistema no ponto 2 para 0 caso perfeito, ou sga,
f21=0, 0 espaco fase e 0 diagrama de Poincaré estdo mostrados nas Figuras 5.50.a e 5.50.b,
respectivamente.

Mostra-se nas Figuras 5.51.a e 5.51.b a resposta no tempo do sistema no ponto 2, para o
vaor daimperfeicdo geoméricainicid, f,;=0.01. O espaco fase e 0 diagrama de Poincaré no ponto
2 estéo mostrados nas Figuras 5.52.ae 5.52.b.

A Figura 5.53 mostra a resposta do sistema no tempo do sistema no ponto 2, para o valor
da imperfeicdo geomérica inicid, f,;=0.02, 0 espago fase e o diagrama de Poincaré estéo
mostrados na Figura 5.54. Verifica-se que em todos os casos o periodo da resposta € o dobro do
periodo da excitagéo e que a forma da resposta no espaco fase € bastante semel hante.

Considerando-se agora como parametro de controle o parametro da amplitude do

carregamento, mostra-se na Figura 5.55 ainfluéncia das imperfeiges geométricas na primeira regido
de ressonancia paramétrica, V%v = 2. Veificarse que, ao variar-se o parémetro da amplitude, d,, do

valor 0 a 1.85 o sistema volta a posi¢do de equilibrio quando a coluna é perfeita, ou sgja, f;=0. Ja para
0 caso da coluna imperfeita onde se considerou f,;=0.01 e ,;=0.02 para os vaores da imperfeicéo
geométrica inicid, nota-se que mesmo com um pequeno valor do parametro da amplitude, o Sstema ja
possui uma amplitude razoavel no regime permanente. A partir do vaor do parametro da amplitude,
d, =185, as amplitudes comegam a crescer mais rapidamente, estando as amplitudes em uma
mesma faixa de valores, notando-se que nas regides de instabilidade paramétrica as amplitudes do

sistema sdo bastante grandes.
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Figura 5.49 - Resposta no tempo do sistema no ponto 2 da Figura 5.45, considerando-se o vaor da
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Figura 5.50 - Espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema no ponto 2 da Figura 5.45,

considerando-se o valor daimperfeico geométricainicia, f5;=0.
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Figura 5.53 - Resposta no tempo do sistema no ponto 2 da Figura 5.45, considerando-se o valor da

imperfeicdo geométricainicial, f,;=0.02.
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Figura 5.54 - Espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema no ponto 2 da Figura 5.45,

considerando-se o valor daimperfeico geométricainicid, f5;=0.02.
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Figura 5.55 - Influéncia das imperfei cbes geomeétricas na instabilidade paramétrica da coluna,
com o parametro da freqiiéncia da excitacao, V%v =2.

A Figura’5.56 mostra o diagrama de bifurcacéo para uma colunaimperfeita com f;=0.01 na
regido 2 da Figura 5.8. o parametro da amplitude da excitacdo é 4, sendo a freqiéncia da
excitacdo tomada como parametro de controle. Comparando com o diagrama mostrado na Figura
5.9 para a coluna perfeita, verifica-se que 0 aspecto geral ndo sedtera. Tem-se que a amplitude da
resposta cresce inicidmente com o parametro da freqiiéncia, atingindo um maximo quando esta é
gproximadamente igud a 28. Ja na Figura 5.57 mogtra-se o diagrama de bifurcacdo nesta mesma
regido de ingtabilidade paramétrica, tendo agora a amplitude da excitacdo como parametro de
controle. Comparando-se com a Figura 5.18, que mostra os resultados para a coluna perfeita,
percebe-se que neste caso continua a haver um crescimento da resposta com a amplitude da forca,
meas, aé o vaor da amplitude andisada, ndo se verificou a presenca de nenhuma cascata de

bifurcacdo como observado para a coluna perfeita. No diagrama da Figura 5.56 nota-se a presenca
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de um salto dindmico como no caso perfeito. JanaFigura 5.57, nota-se que, devido aimperfeicéo,
ndo se observaram sdtos dindmicos como no caso perfeito. Nas regifes onde deveria exigtir o

sato, nota-se apenas um aumento da declividade do diagrama de bifurcacéo.
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Figura 5.56 - Diagrama de bifurcacdo da coluna com imperfeicdo geométricaiinicid, f,;=0.01. O

parémetro de amplitude d, = 4.
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Figura 5.57 - Diagrama de bifurcacdo da coluna com imperfeicdo geométricaiinicid, f,;=0.01. O

paréametro da freqiiéncia da excitacéo V%v =1.
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Figura 558 - Diagrama de bifurcagdo da coluna com imperfeicio geométrica inicid,
f,, =0.01. O par&metro de amplitude d, = 3.
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Figura 5.59 - Diagrama de bifurcaco da coluna com imperfeicdo geométricainicial, f,, =0.01. O

A : W/ —
parémetro de amplitude Av_ 3.

Um diagrama de hifurcacdo para a coluna imperfeita na regido principa de instabilidade
parameétrica, tendo a freqiiéncia da excitacdo como parametro de controle, € mostrado na Figura 5.58.
Este diagrama é bastante semelhante ao da Figura 5.27 obtido para a coluna perfeita, mostrando a
existéncia de uma bifurcacéo com duplicacdo de periodo e um salto dindmico na regido onde a coluna

volta a posicdo de equilibrio estético. Deve-se observar que devido a presenca da imperfeicdo a
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resposta permanente, ao contrario do caso perfeito, tem sempre uma amplitude ndo nula, verifica-se
gue o vaor da amplitude quando o parametro da fregliéncia da excitacao, V%v= 1.36, 6 -0.00579. A

Figura 5.59 mostra o diagrama de bifurcacdo nesta mesma regido de instabilidade paramétrica, tendo
agora a amplitude da excitacd como parémetro de controle. Comparando-se com a Fig. 5.35, que
mostra os resultados para a coluna perfeita verifica-se uma semelhanca entre os dois diagramas, e
nota-se a presenca de regides cadticas na Figura 5.59 devido a faixa de vaores para o parémetro da

amplitude ter sido bastante extensa.

5.7- Influéncia do Numer o de Graus de Liberdade na Resposta da Coluna

Os reaultados anteriores foram obtidos usando o modelo néo-linear com ,um grau de
liberdade. Havia sido comentado anteriormente que o nlimero de graus de liberdade ndo tinha
influéncia na fronteira de estabilidade mostrada na Figura 5.2. Os resultados mostrados a seguir
demonstram que 0 aumento no nimero de graus de liberdade, embora tenham um pegueno efeito
sobre a amplitude total da resposta, néo modifica a forma gera dos diagramas de bifurcagcéo que
continuam a apresentar as mesmeas hifurcages e sdtos detectados no modelo com um grau de

liberdade.

A Figura 5.60 mostra a resposta relativa aos trés graus de liberdade na Segunda regido de
ressonancia paramétrica sendo a freqiiéncia da excitacdo o parametro de controle e o parametro da
amplitude daexcitagdo, d, =4 . Nota-se que o diagrama de bifurcagéo da coluna para o primeiro grau

de liberdade mostrado na Figura 5.60 € idéntico ao mostrado na Figura 5.9, salvo pequenas variages

na amplitude da resposta devido ao aumento do nimero de graus de liberdade.
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Mostra-se na Figura 5.60.b o diagrama de bifurcacéo da coluna para 0 segundo grau de
liberdade, nota-se que o0 sistema ndo foi excitado para 0 segundo modo devido este ser Smétrico.
Caso fosse condderado uma certa imperfeicdo relativa a0 segundo grau de liberdade o sstema
apresentaria bifurcagdes associadas ao segundo grau de liberdade. Para o problema ora estudado o

segundo modo da coluna sem imperfei gbes néo é excitado.
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Figura 5.60 - Diagrama de bifurcacdo para o terceiro grau de liberdade da coluna com trés graus de
liberdade e ndo-linearidades com o parémetro da amplitude da excitacdo, d, = 4.
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A Figura 5.61 mostra o diagrama de bifurcacdo da coluna com trés graus de liberdade e n&o-

linearidades ainda na segunda regido de ressonancia paramétrica, sendo a amplitude da excitagdo o
paréametro de controle e 0 parametro da frequiéncia da excitacéo, V%v: 1, notase que a Figura

5.61.a é idéntica aguela mostrada na Figura 5.18 que representa o diagrama de bifurcacéo da coluna

com um grau de liberdade e ndo-linearidades.
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Figura 5.61 — Diagrama de bhifurcagdo da coluna com trés graus de liberdade e néo-

linearidades com a freqiiéncia da excitacéo, V%v =1 .
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A Figura 5.62 mostra os diagramas de bifurcacéo da coluna com trés graus de liberdade e ndo-

linearidades na primeira regido de ressonancia paramétrica, sendo o parametro de controle a
frequiéncia da excitacdo e o pardmetro da amplitude da amplitude da excitagdo, d, =3. Verificase
gue o diagrama de bifurcacdo da coluna para o primeiro grau de liberdade mostrado na Figura 5.62.a é

semelhante ao mostrado na Figura 5.27, com algumas diferencas na amplitude do sistema.
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Figura 5.62 — Diagrama de bifurcagdo da coluna com trés graus de liberdade e néo-

linearidades com o parémetro da amplitude da excitacdo, d, = 3.
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A Figura 5.63 mostra os diagramas de bifurcacéo da coluna com trés graus de liberdade e ndo-
linearidades ainda na primeira regido de ressonancia paramétrica, sendo o parametro de controle a
amplitude da excitagdo e o parametro da frequiéncia da excitacéo, V%V: 2, nota-se que o diagrama
de bifurcacdo da coluna para o primeiro grau de liberdade mostrado na Figura 5.63.a é semelhante ao
mostrado na Figura 5.35. As Figuras 5.63.b e 5.63.c mostram os diagramas de bifurcagdo para o

segundo e terceiro grau de liberdade respectivamente.

0.40 —
] 1.00 —
. ] -
g 020 — 2 030
o = ]
=1 ~ S
3 N g ]
_8 N Py
e 0.00 — S b 0.00 i
5 A
g ] g ]
2 s ]
A -020 — A -0.50 —
-0.40 il
135‘”]’;9‘“;#;”‘]””"'I'lllll“lllllm -1.00 IIIIlllll[lllI]\T(lIIl\T‘lIII[!\IlII"—l—q
. K E 176 190 203 217 230 244 135 149
B B 1.90 . 162 176 190 203 217 230 244
arim a Freqiéncia da Excitagio — (/o Parémetro da Freqiiéncia da Fxcitagsio — Qi
a) Primeiro grau de liberdade. b) Segundo grau de liberdade.
0.005 —
8 0.003 —
B B
2 ]
=]
5 i
A
s i
8 0.000 — —
2 ]
g _
£ ]
s -
& 0.003 —|
'O'ws IT’I'TIIIIVIIlIlIIl!VIIillllI’llll[T—V_T—l"[

135 149 162 176 1.90 203 2.17 230 2.4
Parametro da Freqiiéncia da Excitagio ~Q/o

¢) Terceiro grau de liberdade.

Figura 5.63 — Diagrama de bifurcagdo da coluna com trés graus de liberdade e néo-
linearidades com a freqiiéncia da excitagao, V%v: 1.
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5.8- Andlise da Resposta da Coluna para P,=1.1 P,

Verificou-se o comportamento da coluna quando a parcela constante do carregamento axid,
P, =1.1 P;. A Figura 5.64 mostra o caminho pos-critico da coluna, o qua é smétrico estéve, e
nota-se que para valores da parcela constante do carregamento axial maiores que a carga critica de
Euler, a coluna pode ter trés posi¢cdes de equilibrio pds-critico, sendo as posices 1 e 3, posicdes
de equilibrio pds-critico estavel e aposicdo 2, posicéo de equilibrio fundamenta instével.

Mostra-se ainda na Figura 5.64 a resposta da coluna para dois conjuntos de condicdes
inicias e verificase que, a0 se consderar para 0 dedocamento inicid um vaor %=0.001, a coluna
sa de sua posicdo de equilibrio e fica oscilando com pequena amplitude em torno da posi¢éo 0.25
que é uma posicao de equilibrio pés-critico estével. Ja se for considerado para o desdlocamento
inidd %,=-0.001 verifica-se que a coluna sa de sua posi¢do de equilibrio e agora fica oscilando em
torno de -0.25,que é também uma posi¢do de equilibrio pés-critico estével.

Mostra-se na Figura 5.65 o diagrama de bifurcacéo da coluna tendo-se como parametro de

controle o par@metro da amplitude da excitacdo e a freqiéncia da excitacdo esta fixa no vaor,

W= 2947 fa%eg .

Verificase aravés do diagrama de bifurcagdo da Figura 5.65 que a coluna sai da posicéo 1
que é uma posicao de equilibrio pos-critico estavel e, ao variar-se 0 parametro de controle, entrana
regid 2 onde verificase a presenca de movimentos cadticos e nota-se que nesta regido o sistema
esta oscilando em torno das trés posigdes de equilibrio pés-critico. Verificase na regido 3 a
presenca de solugdes que possuem o dobro do periodo da excitagdo e ao variar-se ainda mais o

parametro de controle verifica-se a presenca de um sato dinamico
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Figura 5.66 - Resposta no tempo, espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema naregido 1 do
diagrama de bifurcacéo da Figura 5.64.

na passagem da regido 4 para aregido 5. Verificou-se naregi&o 5 que a coluna volta a posi¢céo de
equilibrio vertical nafaixa de 3.12 a 3.44 para o parametro da amplitude da excitacdo. Testou-se 0
mesmo modelo para outros tipos de condigbes notando-se o retorno da coluna a posicéo de
equilibrio naregido 5. Naregido 6 verifica-se novamente a presenca de movimentos cadticos e na

regido 7 solugdes com o dobro e com o quédruplo do periodo da
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Figura 5.67 - Resposta no tempo, espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema naregido 2 do
diagrama de bifurcagéo da Figura 5.64.

excitacdo e ao variar-se parametro de controle, verifica-se novamente a presenca de movimentos
cadticos haregido 8.
A Figura 5.66.a mostra a resposta no tempo do sstema em um ponto da regido 1 do

diagrama de hifurcacdo da Figura 5.65. O ponto escolhido possui 0 paréametro da amplitude da

excitacio, d, = 0.03 e a freqiiéncia da excitaggo, W= 2947 ra%eg_ Verificase através da
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Figura 5.66.a que a coluna sai da posicéo de equilibrio estavel, perde a estabilidade e para em outra
posicao que é a posicao de equilibrio pds-critico estavel e continua vibrando em torno desta
posi¢0, pois apos a perturbacdo a coluna ja esta fletida. Mostra-se nas Figuras 5.66.b e 5.66.c 0
espaco fase e 0 diagrama de Poincaré respectivamente para 0 mesmo ponto da regido 1,

verificando-se a presenca de uma solucéo que possui o periodo igua ao periodo da excitacéo.
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Figura 5.68 - Resposta no tempo, espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema naregido 3 do

diagrama de bifurcacéo da Figura 5.64.
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Mostra-se na Figura 5.67.a a resposta do sSstema em um ponto na regido 2 onde tem-se
MOoVvimentos caoticos.

O ponto escolhido possui 0 parémetro da amplitude da excitagdo, d, = 0.7 e a fregliéncia da
excitagio, W= 2947 ra%eg . Verifica-se que o sistema fica oscilando em torno das trés posicoes

de equilibrio pds-critico, mostradas no gréfico da Figura 5.64 que representa o caminho pos-critico

da coluna.
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Figura 5.69 - Resposta no tempo, espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema naregido 4 do
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diagrama de bifurcacéo da Figura 5.64.
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Figura 5.72 - Resposta no tempo, espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema naregido 7 do
diagrama de bifurcagéo da Figura 5.64.

As Figuras 5.67.b e 5.67.c mostram 0 espaco fase e 0 diagrama de Poincaré da coluna
respectivamente e verificase aravés do diagrama de Poincaré mostrado na Figura 5.67.c que o
periodo da resposta é bastante longo em relacdo ao periodo da excitagdo, pois 0 mesmo possui

uma infinidade de pontos.
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Mostra-se na Figura 5.68.a a resposta do sistema na regido 3. As solucles da regido 3
possuem resposta que tem o periodo igual ao dobro do periodo da excitagdo. O ponto escolhido

possui 0 parametro da amplitude da excitegdo, d, =14 e a fregiéncia da excitacéo,
W= 2947 r%g . As Figuras 5.68.b e 5.68.c mostram 0 espago fase e o diagrama de Poincaré

respectivamente para o mesmo ponto.
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c) Diagrama de Poincaré.

Figura 5.73 - Resposta no tempo, espaco fase e diagrama de Poincaré do sistema naregido 8 do
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diagrama de bifurcacéo da Figura 5.64.

Mostra-se nas Figuras 5.69.a, 5.69.b e 5.69.c a resposta no tempo, 0 espaco fase e o

diagrama de Poincaré em um ponto da regido 4 respectivamente. O ponto escolhido possui 0
parametro da amplitude da excitacdo, d, = 2 e a freqiéncia da excitagdo, W= 2947 ra%eg .

Verificase através do diagrama de Poincaré mostrado na Figura 5.69.c que na regiéo 4 o sstema
possui respostas que apresentam o dobro do periodo da excitaco.

Mostra-se nas Figuras 5.70.a e 5.70.b a resposta no tempo e 0 espaco fase em um ponto
na regido 5. O ponto escolhido possui 0 parametro da amplitude da excitagdo, d, =32 e a
freqliéncia da excitaggo, W= 29.47 ra%eg . Nota-se que o sistema perde a estabilidade e depois
de um certo tempo o0 Sstema volta a posicéo de equilibrio vertical.

Mostra-se nas Figuras 5.71.a, 5.71.b e 5.71.c a resposta ho tempo, 0 espaco fase e o

diagrama de Poincaré respectivamente em um ponto na regido 6, verificase naregido 6 a presenca

de movimentos cadticos. O ponto escolhido possui 0 pardmetro da amplitude da excitacéo,
d, =35 e a fregliéncia da excitagdo, W= 2947 ra%eg_ Notarse através do diagrama de
Poincaré mostrado na Figura 5.71.c que o periodo da resposta € muito grande em relacdo ao

periodo da excitacao.

Escolheu-se na regido 7 o ponto que possui como parametro da amplitude da excitacéo,
d, =37 e afregiéncia da excitagdo, W= 2947 ra%eg . Verificase aravés da resposta no

tempo mostrada na Figura 5.72.a que depois de um certo tempo o sistema fica oscilando com a

mesma amplitude em torno das trés posicoes de equilibrio pds-critico da coluna. Verificase que o
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periodo da resposta € igua ao periodo da excitagdo como mostra o diagrama de Poincaré da

Figura5.72.c.

Mostra-se nas Figuras 5.73.a, 5.73.b e 5.73.c a resposta no tempo, 0 espaco fase e 0

diagrama de Poincaré, respectivamente na regido 8 onde tem-se caos. O ponto escolhido possui o

parametro da amplitude da excitagio, d, = 4 e afregiiéncia da excitagio, W = 29.47 r%g .
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A instabilidade paramétrica de colunas foi analisada no presente trabalho que teve
como objetivo de pesguisa o desenvolvimento de uma formulacdo e certas estratégias que
permitiram a analise da perda de estabilidade de colunas esbeltas submetidas a carregamento
axia periddico, fendmeno conhecido como ressonancia paramétrica.

Desenvolvem-se nos capitul os anteriores procedimentos computacionais para:

1- Integragéo das equagbes de movimento da coluna com um ou trés graus de liberdade, com
ou sem néo-linearidades e assim obteve-se o0 tragcado da resposta, espaco fase e diagrama
de Poincaré.

2- Tragado dos diagramas de bifurcagcdo e verificagdo da influéncia dos pardmetros de
controle nas regifes de estabilidade da coluna.

3- Tracado dos diagramas de estabilidade para a coluna, a partir de um programa que obteve
os pares de transicéo, (d,, W), da estabilidade para a instabilidade.

4- Tragado de curvas que mostraram a influéncia da imperfeicdo geométrica inicial, nas
amplitudes do regime permanente.

A equacdo de movimento da coluna para o problema linear, nada mais é do que uma
generalizacdo da equacdo de Mathieu. Sabe-se que, no espaco dos parametros dessa equacao
existem regides associadas a respostas que crescem indefinidamente com o tempo, conhecidas
como regides de ressonancia paramétrica. O diagrama de Strutt é uma representagdo gréfica
desse resultado e Capitulo 111.

Na presenca do amortecimento, as regifes de ressonancia paramétrica diminuem, e
podem desaparecer completamente da regido de interesse prético. Portanto 0 aumento do
coeficiente de amortecimento da estrutura € uma estratégia que pode ser usada com bastante

eficiéncia para o controle ou eliminacéo da ressonancia paramétrica.
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Consideraram-se também as néo-linearidades do sistema. Estas néo-linearidades
devem ser obrigatoriamente consideradas quando se estuda o movimento no interior das
regides instaveis. A teoria linear que prevé o crescimento da resposta, nas regifes de
ressonancia parametrica, sO descreve o fendmeno fisico de maneira satisfatoria se os
deslocamentos forem pequenos o suficiente para que se possa desprezar o efeito das néo-
linearidades.

Mostrase que pequenas variagbes nos parametros que definem a solicitacéo,
produzem mudangas significativas na resposta do sistema, na forma de saltos dindmicos que
devem ser evitados ja que estes podem ocasionar danos a estruturas.

Pode-se notar através dos diagramas de bifurcacdo uma diversidade na resposta da
coluna nas regifes instaveis, as quais podem apresentar periodo igual ao periodo da forca
excitadora, ou até mesmo altos periodos que podem caracterizar movimentos cadticos.

Observa-se que devido a presenca da imperfeicdo, a resposta permanente ao
contrario do caso perfeito, tem sempre uma amplitude ndo nula, isto porque ao se considerar
uma certa imperfeicéo, o sistema ja esta deslocado de sua posi¢éo de equilibrio e a carga axial
provoca consequentemente, desde o inicio flexdo na coluna

Com afinalidade de se dar prosseguimento a esta linha de pesquisa so apresentados
aseguir algumas sugestoes:

- Aprofundar a andlise paramétrica identificando todos os fenémenos de bifurcacéo
associados as fronteiras de estabilidade com a finalidade de discutir critérios de
projeto para esta classe de problemas.

- Considerar, utilizando a mesma metodologia, outros tipos de condicdes de

contorno e outros tipos de cargas axiais como, por exemplo impactos.
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- Estudar o emprego dos diagramas de bifurcagdo, a fim de se prever problemas de
instabilidade dinamica e servir de auxilio no controle do comportamento da
coluna

- Fazer uma andlise experimental, a fim de que se possa comparar os resultados
numericos, confirmando experimentalmente os complexos fendmenos né&o-

linearidades detectados numericamente no presente trabal ho.
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A.1- Funcional da Coluna com Trés Grausde Liberdade
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A.2.2 - Equacéo de Movimento Relativa ao Segundo Grau de Liberdade
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B.1 - Funcional da Coluna com Trés Grausde L iberdade, Consderando-se uma

| mperfeicio Geométrica I nicial*
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B.2 - Equacbes de M ovimento para a Coluna com I mperfeicdo Geométrica

B.2.1 - Equacdo de Movimento Relativa ao Primeiro Grau de Liberdade
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B.2.2 - Equacdo de Movimento Reativa ao Segundo Grau de Liberdade
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2025 6 549 8 207
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8 4
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+—hf (t>3p ft)2forfor+ 81N 1, (t)2p® foafoz2+9hf, (t)3p® f01f03+ hf (t)Zp foo3fg 12+ Lh (t>29 fo23f,(t) for
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81 6 3645 8

o P Tor fogfop * = =N i) PP a(h3Tog fo3oa™ h f,H2p%1gp3 f032+ h 162016933 fo1
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B.2.3 - Equacéo de Movimento Relativa ao Terceiro Grau de Liberdade
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