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Apêndice A 
Glossário de termos utilizados na análise modal não linear 

Apresenta-se aqui a definição dos termos comumente utilizados na literatura 

especializada na análise modal não linear. A lista não é exaustiva, mas oferece um 

ponto de partida para a assimilação da terminologia envolvida na análise modal 

não linear. Quando mais de uma definição é de uso comum na literatura, essas são 

incluídas com a respectiva referência. 

 

Curva de ressonância (Resonance curve) 

Curva no espaço frequência-amplitudes que relaciona para amplitudes 

conhecidas de força externa a amplitude do movimento em função da frequência 

de excitação dessa força externa (Rosemberg, 1966). 

Equação de restrição (Constraint equation) 

Relação de dependência funcional entre os deslocamentos e velocidades dos 

graus de liberdade escravos e do deslocamento e velocidade do par mestre no caso 

da análise modal não linear individual, ou de vários pares mestres no caso da 

análise multimodal (Shaw e Pierre, 1991). As equações ou funções de restrição 

parametrizam as variedades invariantes em função do par mestre para o 

movimento no modo definido por esse mesmo par. 

Função de modo normal (Normal modal function) 

O mesmo que equação de restrição (Betancourt et al., 2009) 

Hipermodo normal não linear (Nonlinear normal hypermode) 

Um movimento cuja dinâmica é descrita por mais de um par de coordenadas 

generalizadas mestres (Georgious e Schwartz, 2001). O mesmo que multimodo. 

Invariância dinâmica (Dynamic invariance) 

Característica dos modos normais não lineares e lineares, significando que 

um movimento iniciado dentro das variedades invariantes desse modo, ou seja, 

um movimento que satisfaça as relações entre graus de liberdade mestres e 

escravos, capturadas pelas equações de restrição, permanece nesse mesmo espaço 

durante todo movimento (Apiwattanalunggarn et al., 2005). 
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Linha modal (modal line) 

Representação no espaço de configuração (deslocamentos) do sistema do 

movimento vibratório num modo normal de um sistema discreto. Sistemas 

lineares possuem linhas modais retas, enquanto sistemas não lineares apresentam, 

em geral, linhas modais curvas, ainda que em presença de certas condições de 

simetria essas curvas se degenerem em retas, como ocorre com os modos 

similares (Rosemberg, 1966; Kerschen et al, 2006). 

Mar de estocasticidade (Sea of stochasticity) 

Região na seção de Poincaré onde as órbitas do oscilador analisado parecem 

vaguear erraticamente. Essa região contém movimentos caóticos do sistema 

hamiltoniano, isto é, movimentos que são sensíveis às condições iniciais 

(Vakakis, 1991). 

Modo acoplado (Coupled mode) 

Modo resultante de acoplamento entre dois ou mais modos normais não 

lineares em função de ressonâncias internas. Surgem em sistemas em decorrência 

da presença de certas propriedades de simetria, e/ou sob certos valores de 

parâmetros mecânicos de controle (Lacarbonara et al., 2003). 

Modo adicional (Additional mode) 

O mesmo que modo bifurcado (Xu et al., 2001). 

Modo bifurcado (Bifurcated or bifurcating mode) 

Modo não linear que não constitui uma continuação analítica de um modo 

linear (Siller, 2004). Sua ocorrência está relacionada à existência de bifurcações 

na resposta dinâmica do sistema, sendo em geral, uma consequência da simetria 

do problema físico (Pai, 2011). 

Modo condutor (Driven mode) 

O mesmo que modo mestre (Pak, 2006). 

Modo escravo (slave or enslaved mode) 

O mesmo que modo não simulado (Pesheck et al., 2002b). 

Modo internamente ressonante (Internal resonant mode) 

O mesmo que modo acoplado (Sanches, 2009). 

Modo mestre (Master mode) 

É o modo de interesse em uma determinada análise dinâmica, cujo único par 

posição-velocidade modal é utilizado na parametrização das variedades 

invariantes nas quais o movimento é confinado (Shaw e Pierre, 1993). 
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Modo modelado (Modeled mode) 

O mesmo que modo mestre (Pesheck et al, 2002b). 

Modo não condutor (Undriven mode) 

O mesmo que modo não simulado (Pak, 2006). 

Modo não modelado (Nonmodeled mode) 

O mesmo que modo não simulado (Pesheck et al, 2002b). 

Modo não simulado (Nonsimulated mode) 

Modo normal não linear cujo comportamento dinâmico é obtido 

indiretamente utilizando-se as funções de restrição relacionadas ao modo 

simulado (Pesheck et al, 2002a). 

Modo normal (Normal mode) 

Definição 1 

Vibração principal de um dado sistema, no qual o movimento de um sistema 

de dimensão finita se comporta como um sistema conservativo com um único 

grau de liberdade, de modo que todas as posições podem ser analiticamente 

parametrizadas em termos de uma única posição (Mikhhin e Morgunov, 2001). 

Definição 2 

Para um sistema conservativo, sem efeitos giroscópicos, um modo normal 

pode ser definido como um movimento cujas razões entre as coordenadas 

generalizadas são independentes do tempo (Hhsieh et al., 1994). 

Modo normal não linear (Nonlinear normal mode) 

Definição 1 

Oscilação síncrona e periódica onde todos os pontos materiais passam 

simultaneamente por suas posições de equilíbrio e também por sua posição 

extrema ao mesmo tempo (Rosemberg, 1962). 

Definição 2 

Um modo normal de um sistema não linear é um movimento que ocorre em 

um subespaço formado por variedades invariantes de duas dimensões no espaço 

de fase do sistema. Essas variedades invariantes passam pela posição de equilíbrio 

e, nesse ponto, são tangentes ao auto-espaço bidimensional do sistema linearizado 

em torno da posição de equilíbrio. Nesse subespaço, a dinâmica do sistema é 

governada por uma equação de movimento envolvendo um par de variáveis de 

estado, ou seja, se comporta como um oscilador de um único grau de liberdade 

(Shaw e Pierre, 1994; Shaw et al., 1999). 
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Modo normal não linear amortecido (Damped nonlinear normal mode) 

Modo normal não linear cuja geometria de suas variedades invariantes inclui 

o efeito do amortecimento na sua avaliação (Touzé e Amabili, 2006). 

Modo normal não linear conservativo (Conservative nonlinear normal 

mode)  

Modo normal não linear onde os efeitos do amortecimento não são 

considerados na obtenção das variedades invariantes do problema (Touzé e 

Amabili, 2006). 

Modo normal não linear fundamental (Fundamental nonlinear normal 

mode) 

O mesmo que modos normais lineares bifurcados (Peeters et al., 2008). 

Modo normal não linear não amortecido (Undampend nonlinear normal 

mode) 

O mesmo que modo normal não linear conservativo (Touzé e Amabili, 

2006). 

Modo normal não linear não clássico (Nonclassical nonlinear normal 

mode) 

Modo normal não linear que não satisfaz o requisito da definição clássica de 

Rosemberg (1965) referente à vibração em uníssono dos graus de liberdade do 

sistema dinâmico (Georgious e Schwartz, 2001). 

Modo normal não linear para sistemas contínuos (Nonlinear normal 

mode for continous systems) 

Definição 1: 

Um sistema contínuo não linear vibra em um modo normal quando atende 

às seguintes condições: (a) todos os pontos materiais da estrutura executam 

movimentos periódicos ao mesmo tempo, (b) todos os pontos materiais passam 

pela posição de equilíbrio no mesmo instante e (c) a qualquer instante de tempo t a 

posição de todas as massas do sistema é unicamente definida pela posição de uma 

delas. Esses requisitos são atendidos quando a separação de variáveis temporais e 

espaciais se verifica, o que possibilita uma solução periódica para a vibração do 

sistema (Wah, 1964). 

Definição 2  

Se o deslocamento e a velocidade de um único ponto material do sistema 

são conhecidos, então o campo de deslocamentos e velocidades pode ser 
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inteiramente determinado pela dinâmica desse único ponto. Desse modo o 

movimento do sistema contínuo ocorre no espaço formado por variedades 

invariantes de duas dimensões no espaço de fase do sistema. As variedades 

invariantes têm as seguintes propriedades: passam pela posição de equilíbrio de 

sistema e nessa região são tangentes ao plano formado pelos modos lineares do 

sistema (Shaw e Pierre, 1994). 

Definição 3  

W(x,t) é um modo normal não linear para um sistema contínuo se 

W(x,t)=X(x)T(t)+Y(x,t), onde T(t), Y(x,t) são funções periódicos e quase 

periódicas, respectivamente, e Y(x,t) é pequena quando comparada com X(x)T(t) 

em uma determinada normalização em função da energia do sistema (Andrianov, 

2008). 

As definições de Wah (1964) e Shaw e Pierre (1994) implicam a exigência 

de uma separação entre as variáveis temporal e espacial do sistema. Podem ser 

consideradas casos particulares da definição de Andrianov (2008), que considera 

funções quase periódicas, onde a separação de variáveis não é exata. 

Modo normal não similar (Nonsimilar normal mode) 

Modo normal não linear cuja posição de todos os pontos materiais em 

qualquer instante de tempo durante o movimento é relacionada de maneira não 

linear à posição de um desses pontos (Ching, 1993). 

Modo normal similar (Similar mode) 

Modos normais cuja relação entre as posições de todos os pontos materiais 

em relação à posição de um único ponto é dada por um valor constante (Slater e 

Inman, 1995). 

Modo normal singular (Individual or single nonlinear normal mode) 

Modos normais não lineares obtidos por um único par mestre de 

coordenadas generalizadas que parametrizam as variedades invariantes do 

movimento (Kerschen et al., 2009; Sanches, 2009). 

Modo simulado (Simulated mode) 

O mesmo que modo mestre (Pesheck et al, 2002a). 

Modo superabundante (Superabundant mode) 

O mesmo que modo bifurcado (Rosemberg, 1961; Vestroni et al., 2008). 

Multimodo (Multi-mode; multiple mode) 
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É uma generalização da definição de variedades invariantes para os modos 

normais singulares. Um multimodo não linear de dimensão M é um movimento 

que acontece numa superfície formada pelas variedades invariantes de dimensão 

2M no espaço de fase do sistema. As variedades invariantes passam pelo ponto de 

equilíbrio do sistema e são tangentes nesse ponto ao espaço de dimensão 2M 

formado pelos autovetores do sistema linearizado em relação a essa posição de 

equilíbrio (representando M modos lineares). Nesse subespaço o sistema é 

governado por M pares de variáveis de estado, ou seja, se comporta como um 

sistema de M graus de liberdade (Shaw et al., 1999). 

Oscilador modal (modal oscillator) 

Equação de movimento do modelo reduzido obtido por meio da análise 

modal não linear (Mazzilli et al., 2001). Na análise modal singular, essa equação 

apresenta um único grau de liberdade, relacionada ao modo mestre. No caso do 

uso de multimodos o oscilador não linear possui o mesmo número de graus de 

liberdade do multimodo. 

Par escravo de graus de liberdade (Slave pair of degrees-of-freedom) 

Par de coordenadas generalizadas, constituído de deslocamento e 

velocidade, cujo movimento é parametrizado pelo par mestre (Shaw e Pierre, 

1993). 

Par mestre de graus de liberdade (Master pair of degrees-of-freedom) 

Par de coordenadas generalizadas, constituído de deslocamento e 

velocidade, por meio do qual o movimento dos demais graus de liberdade é 

parametrizado (Shaw e Pierre, 1993). 

Relação modal (Modal relationship; modal relation) 

O mesmo que equação de restrição (Rosemberg, 1960). 

Variedades invariantes (Invariant manifold)  

É uma superfície contida no espaço de fase do sistema dinâmico que possui 

a seguinte propriedade: uma órbita iniciada nessa superfície permanece nela 

durante todo o curso de sua evolução dinâmica (Falzarano et al., 2001). No 

subespaço formado pelas variedades invariantes o sistema dinâmico se comporta 

como um sistema de ordem reduzida (Shaw et al., 1999). 

Variedades invariantes dependentes do tempo (Time-dependent invariant 

manifold) 
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Variedades invariantes obtidas considerando-se a força externa atuante 

sobre o sistema (Wang, 2008). 

Variedades invariantes em variáveis complexas (Complex normal mode 

manifold approach) 

Técnica de derivação dos modos normais não lineares, onde as variedades 

invariantes são parametrizadas por um par de variáveis complexas, escolhido 

como par mestre. As equações de movimento do sistema, ao invés de serem 

escritas como equações de Cauchy de primeira ordem, são substituídas por 

equações de primeira ordem em coordenadas complexas (Nayfeh e Nayfeh, 

1994b; Li et al., 2006). 

Variedades invariantes em variáveis reais (Real normal mode manifold 

approach) 

Variedades invariantes cuja geometria é descrita por equações de restrição 

com coeficientes reais (Nayfeh e Nayfeh, 1994b). 

Variedades invariantes multimodais (Multi-mode invariant manifold) 

Generalização das variedades invariantes para incluir a contribuição de mais 

de um modo normal não linear. Consiste de um espaço de dimensão 2M, caso M 

modos sejam inclusos na sua obtenção (Shaw et al., 1999). 

Vibração uníssona (Vibration-in-unison) 

Movimento dinâmico que apresenta ao mesmo tempo as seguintes 

características: as massas são equiperiódicas; durante qualquer intervalo de tempo 

igual à metade do período do movimento o sistema passa precisamente uma única 

vez por sua configuração de equilíbrio; durante qualquer intervalo de tempo igual 

à metade do período do movimento o sistema passa precisamente pela máxima 

amplitude do movimento e nesse mesmo instante a velocidade é nula; a posição de 

todas as massas do sistema pode ser univocamente determinada conhecendo-se 

somente a posição de uma delas (Rosemberg, 1966). 
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Apêndice B 
Glossário de termos de estruturas offshore 

Apresenta-se aqui a definição dos termos e características das estruturas 

offshore utilizadas como exemplos de aplicação dos métodos apresentados neste 

trabalho. 

Afundamento (heave) – Movimento translacional da embarcação na 

direção normal à linha de água. 

Altura metacêntrica (Metacentric height) - Distância entre o centro de 

gravidade da embarcação e o metacentro. 

Área de flutuação (Area of waterplane) – Área delimitada por uma linha de 

flutuação no plano dessa mesma linha. 

Arfagem (pitch) - Movimento pendular da embarcação em torno do eixo 

transversal à mesma, no plano da superfície de água. 

Avanço (surge) – Movimento translacional da embarcação na direção 

longitudinal a mesma. 

Borda livre (free board) - Distância vertical entre a superfície da água e o 

convés da embarcação. 

Calado (Draft) - Distância vertical, medida sobre um plano transversal, 

entre a parte extrema inferior da embarcação nesse plano e o plano de flutuação. 

Centro de empuxo (Buoyance center) - Centro de gravidade do volume 

imerso da embarcação. É o ponto de aplicação do empuxo. 

Centro de gravidade (Gravity center)- Centro de gravidade da área de 

flutuação da embarcação. 

Deriva (sway) – Movimento translacional da embarcação na direção 

transversal à mesma. 

Guinada (yaw) – Movimento rotacional da embarcação em torno do eixo 

normal à linha da água. 

Jogo (roll) - Movimento pendular da embarcação em torno do seu eixo 

longitudinal, no plano da superfície de água. 
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Massa adicionada (Added mass) – é a inércia adicionada ao sistema em 

movimento imerso em fluído em decorrência da aceleração ou desaceleração do 

corpo flutuante que move um determinado volume de fluido. 

Metacentro (Metacenter) - Ponto de encontro da linha de ação do empuxo 

com o plano diametral, para inclinações transversais (Metacentro Transversal), ou 

com o plano transversal que passa pelo centro de gravidade, para inclinações 

longitudinais - (Metacentro Longitudinal). 

Ponto de quilha (keel point) – Ponto do fundo do casco da embarcação. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721423/CA



 

Anexo I 
Relações trigonométricas 

Neste anexo são apresentadas as relações trigonométricas de redução de 

potência e produto (Beyer, 1987) utilizadas no método do balanço harmônico para 

linearizar as potências e produtos de cosseno e seno resultantes da aplicação deste 

método. Pode-se deduzir, utilizando-se a fórmula de De Moivre e o teorema da 

expansão binomial, as seguintes identidades trigonométricas, sendo n um número 

natural qualquer: 
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Nas expressões acima os símbolos 








k

n
 representam os coeficiente 

binomiais, calculados explicitamente pela expressão: 

( ) !!

!

kkn

n

k

n

−
=








, (I-7) 

onde z! indica o fatorial de z. 
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Anexo II 
Formulação do método do controle de comprimento de 
arco 

Neste anexo apresenta-se em detalhes o procedimento do método do 

controle de comprimento de arco utilizado nesse trabalho para solução iterativa 

dos sistemas não lineares de equações algébricas para obtenção das curvas de 

ressonância de sistemas vibratórios não lineares. 

O método do controle do comprimento de arco foi primeiramente 

desenvolvido para problemas estáticos (Crisfield, 1997) e pode também ser 

aplicado para problemas dinâmicos (Lewandowski, 1992 e 1994, Sundarajan e 

Noah , 1997; Ferreira e Serpa 2005). De modo resumido apresenta-se aqui o 

procedimento desenvolvido por Ferreira e Serpa (2005). 

Considera-se o sistema de equações em termos do vetor de amplitudes dos 

harmônicos {X}, e da frequência de vibração ω, resultantes da aplicação do 

método do balanço harmônico: 

{ }( ){ } { }0, =Ψ ωX  (I-1) 

O método faz uso de uma variável escalar  λf conhecida como parâmetro de 

nível de frequência, reescrevendo-se, portanto, a eq. (I-1) do seguinte modo: 

{ }( ){ } { }0, =Ψ ωλ fX  (I-2) 

Com o acréscimo dessa nova variável no sistema, é necessária a adição de 

mais uma equação ao sistema, a equação de restrição, expressa por: 

{ }( ) { } { }( ) 0, 2222 =∆−∆+∆∆=∆∆ lXXXa f

t

f ωψλλ , (I-3) 

onde  ψ  é um parâmetro de escala, ∆l o comprimento de raio fixado para o 

incremento, enquanto que ∆λf e ∆X são dados pelas seguintes expressões: 

( )i
fff λλλ −=∆ , (I-4) 

{ } { } { }( )i
XXX ∆−∆=∆ , (I-5) 
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onde os índices (i) se referem a um ponto de coordenadas conhecidas após a 

convergência. 

O método utiliza duas fases, a preditora e a corretora para encontrar a nova 

posição de equilíbrio (X(i+1), λf(i+1) ω). 

A fase preditora consiste do cálculo dos valores iniciais para os incrementos 

do fator de freqüência e amplitude utilizando-se as expressões: 

( )

[ ] { }{ } [ ] { }{ } 2211

2
0

ωψ
λ

+

∆
±=∆

−−
tt

t

tt

f

qKqK

l
, (I-6) 

{ }( ) ( ) [ ] { }{ }ttf qKX
100 −∆−=∆ λ , (I-7) 

onde Kt representa o equivalente à matriz de rigidez tangente da análise não linear 

estática tendo seus elementos calculados por: 

( )
j

i

jit
X

K
∂

Ψ∂
=, , (I-8) 

e qt, o vetor das derivadas das componentes do vetor Ψ em relação a λf: 

( )
f

i

it
q

λ∂
Ψ∂

=  (I-9) 

Os resultados da fase preditora são: 

( ) ( ) ( )0
f

i

f

k

f λλλ ∆+= ; { }( ) { }( ) { }( )0
XXX

ik +=  (I-10) 

onde o índice k se refere aos passos iterativos na fase corretora. 

Na fase corretora utiliza-se de um processo iterativo para corrigir os valores 

resultantes da fase preditora, o que  resulta no seguinte sistema: 

[ ] { }{ } { }( )

( )
( ){ }k

k

f

k

tt

X
qK Ψ−=













+

+
−

1

1
1

δλ
δ

 (I-12) 

{ }( )( ) { }( )( ) ( )( ) 2222111
lXX

k

f

KtK ∆=∆+∆∆ +++ ωψλ  (I-13) 

As correções dos incrementos de frequência e amplitude, respectivamente 

δX e δλf, na iteração k+1, conduz às seguintes expressões: 

( ) ( ) ( )k
f

k

f

k

f δλλλ −=∆ +1 ;  { }( ) { }( ) { }( )kkk
XXX δ−∆=∆ +1  (I-14) 

Repete-se o processo iterativo acima descrito até que uma determinada 

tolerância seja atingida. O algoritmo escrito usando o programa computacional 

MAPLE9 é o mesmo descrito por Gavassoni (2007). 
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Anexo III 
Procedimentos numéricos 

Este anexo apresenta alguns dos procedimentos numéricos utilizados neste 

trabalho. Primeiramente descreve-se o procedimento para cálculo dos 

multiplicadores de Floquet para determinação da estabilidade de uma solução. E 

em seguida apresenta-se o procedimento do multimapeamento de Poincaré para 

determinação dos pontos fixos de um problema de vibração forçada. 

III.1 
Multiplicadores de Floquet 

A estabilidade da trajetória pode ser determinada a partir do comportamento 

do mapeamento de Poincaré perturbado e linearizado com relação à perturbação, 

no ponto de equilíbrio ou ponto fixo. A seguir apresenta-se o algoritmo proposto 

por Machado (1993) baseado num procedimento numérico envolvendo a 

integração da equação de movimento. O procedimento é exemplificado para um 

sistema com um grau de liberdade, sendo, porém de fácil extensão para sistemas 

com n graus de liberdade. 

Passo 1: Conhecidas a posição do ponto fixo no plano de fase, deslocamento 

e velocidade (u*,v*), integra-se, utilizando-se o método de Runge-Kutta, a 

equação de movimento utilizando-se as seguintes condições iniciais: 

( ) *0 0 uutu === ; (III-1) 

( ) *0 0 vvtu ===&  (III-2) 

No regime permanente de vibração forçada, obtém-se o deslocamento e a 

velocidade do ponto fixo de ordem n no tempo t1 definido como: 

( ) 11 unTtu f == ; (III-3) 

( ) 11 vnTtu f ==&  (III-4) 

onde Tf é o período da força externa com frequência ω, dado por: 
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ω
π2

=fT  (III-5) 

Passo 2: Integra-se, utilizando-se o método de Runge-Kutta, a equação de 

movimento com as condições iniciais perturbadas na direção do deslocamento 

com uma pequena perturbação δu, resultando nas seguintes condições iniciais: 

( ) uutu δ+== 00 ; (III-6) 

( ) 00 vtu ==&  (III-7) 

No regime permanente de vibração forçada, obtém-se o deslocamento e 

velocidade do ponto fixo perturbado em u, de ordem n, no tempo t2 definido 

como: 

( ) 22 unTtu f == ; (III-8) 

( ) 22 vnTtu f ==&  (III-9) 

Passo 3: Integra-se, utilizando-se o método de Runge-Kutta, a equação de 

movimento com as condições iniciais perturbadas na direção da velocidade com 

uma pequena perturbação δv, resultando nas seguintes condições iniciais: 

( ) 00 utu == ; (III-10) 

( ) vvtu δ+== 00&  (III-11) 

No regime permanente de vibração forçada, obtém-se o deslocamento e a 

velocidade do ponto fixo perturbado em v, de ordem n, no tempo t3 definido 

como: 

( ) 33 unTtu f == ; (III-12) 

( ) 33 vnTtu f ==&  (III-13) 

Passo 4: A matriz de monodromia, Mn, é obtida por meio da seguinte 

aproximação: 

















−−

−−

=

v

vv

u

vv
v

uu

u

uu

M n

δδ

δδ
1312

1312

 (III-14) 

Passo 5: Os multiplicadores de Floquet, λi, são os autovalores da matriz Mn 

e são determinados pela seguinte equação: 
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[ ] [ ] 







−

















−−

−−

=−
10

01

1312

1312

λ

δδ

δδλ

v

vv

u

vv
v

uu

u

uu

IM n  (III-15) 

Passo 6: A estabilidade do ponto fixo é determinada do seguinte modo: 

Caso ambas as condições a seguir sejam atendidas: 

11 <λ ; (III-16) 

12 <λ , (III-17) 

o ponto fixo é estável. Do contrário o ponto fixo é instável. Caso o módulo do 

multiplicador de Floquet seja igual à unidade, então o ponto fixo é um ponto 

crítico. 

III.2 
Multimapeamento de Poincaré 

O procedimento aqui apresentado segue o método proposto por Machado 

(1993). Os pontos fixos de ordem n num sistema qualquer podem ser 

determinados num dado domínio de interesse no espaço de fase delimitado por 

{umin, vmin} e {umáx, vmáx}. Para isso esse domínio de interesse é discretizado em 

NuxNv células, cujas dimensões são dadas por: 

u

máx

u
N

uu
h min−

= ; (III-18) 

v

máx

v
N

vv
h min−

=  (III-19) 

A seguir a posição do centro da primeira célula é calculada por meio das 

expressões: 

2min
11 u
c

h
uu += ; (III-20) 

2min
11 v
c

h
vv +=  (III-21) 

Como próximo passo, o procedimento a seguir é repetido para cada uma das 

células Cij, onde i=1..Nu e j=1..Nv 

Passo 1: Calcula-se a posição do centro da célula Cij: 

( ) uc

ij

c hiuu 111 −+= ; (III-22) 
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( ) vc

ij

c hjvv 111 −+=  (III-23) 

Passo 2: Delimita-se a área de teste de vizinhança, pelas seguintes 

expressões: 

u

ij

c

ij huu
2

3
min −= ; (III-24) 

u

ij

c

ij

máx huu
2

3
+= ; (III-25) 

v

ij

c

ij hvv
2

3
min −= ; (III-26) 

v

ij

c

ij

máx hvv
2

3
+=  (III-27) 

Passo 3: A equação de movimento é integrada numericamente utilizando-se 

o método de Runge-Kutta de quarta ordem, utilizando-se as seguintes condições 

iniciais: 

ij

c

ij uu =0 ; (III-28) 

ij

c

ij vv =0  (III-29) 

A integração numérica é realizada até o tempo t=nTf, onde Tf é o período da 

carga harmônica atuante sobre o sistema. As soluções nesse instante: 

)( nTtuu ijij

n == ; (III-30) 

)( nTtvv ijij

n == , (III-31) 

são armazenadas. 

Passo 4: Teste da vizinhança, caso ambas as condições a seguir sejam 

simultaneamente atendidas: 

[ ]ij

máx

ijij

n uuu ,min∈ ; (III-32) 

[ ]ij

máx

ijij

n uvv ,min∈ , (III-33) 

os valores un
ij e vn

ij são armazenados como supostos centros das células 

periódicas, para que possam dar origens a pontos fixos cuja posição seja 

determinada precisamente pelo procedimento abordado na próxima subseção. 

Os passos de 1 a 4 são repetidos para todas as células. 
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III.3 
Pontos Fixos 

O procedimento para determinação do ponto fixo é aplicado para cada 

suposta célula periódica determinada na seção III.2 de acordo com os passos 

listados a seguir: 

Passo 1: Integra-se, utilizando-se o método de Runge-Kutta de quarta 

ordem, a equação de movimento para as coordenadas do centro da célula 

supostamente periódica como condições iniciais: 

( ) cuutu === 00 ; (III-34) 

( ) cvvtu === 00&  (III-35) 

No regime permanente de vibração forçada, obtém-se o deslocamento e 

velocidade do ponto fixo de ordem n no tempo t1 definido como: 

( ) 11 unTtu f == ; (III-36) 

( ) 11 vnTtu f ==&  (III-37) 

onde Tf é o período da força externa com frequência ω, dado por: 

ω
π2

=fT  (III-38) 

Passo 2: Integra-se, utilizando-se o método de Runge-Kutta, a equação de 

movimento com as condições iniciais perturbadas na direção do deslocamento 

com uma pequena perturbação δu, resultando nas seguintes condições iniciais: 

( ) uutu δ+== 00 ; (III-39) 

( ) 00 vtu ==&  (III-40) 

No regime permanente de vibração forçada, obtém-se o deslocamento e 

velocidade do ponto fixo perturbado em u, de ordem n, no tempo t2 definido 

como: 

( ) 22 unTtu f == ; (III-41) 

( ) 22 vnTtu f ==&  (III-42) 
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Passo 3: Integra-se, utilizando-se o método de Runge-Kutta, a equação de 

movimento com as condições iniciais perturbadas na direção da velocidade com 

uma pequena perturbação δv, resultando nas seguintes condições iniciais: 

( ) 00 utu == ; (III-43) 

( ) vvtu δ+== 00&  (III-44) 

No regime permanente de vibração forçada, obtém-se o deslocamento e 

velocidade do ponto fixo perturbado em v. de ordem n, no tempo t3 definido 

como: 

( ) 33 unTtu f == ; (III-45) 

( ) 33 vnTtu f ==&  (III-46) 

Passo 4: A matriz de Mn é obtida por meio da seguinte aproximação: 

















−
−−

−
−

−

=
1

1

1312

1312

v

vv

u

vv
v

uu

u

uu

M n

δδ

δδ  (III-47) 

Passo 5: O vetor de resíduos é calculado pela expressão: 

{ }








−








=
1

1

0

0

v

u

v

u
rφ  (III-48) 

Passo 6: Cálculo dos incrementos para correção das coordenadas do ponto 

fixo: 

[ ] { }φ1−=








∆

∆
nM

v

u
 (III-49) 

Passo 7: Cálculo das novas condições iniciais: 

 

uuuc ∆+= 0 ; (III-50) 

vvvc ∆+= 0 ; (III-51) 

Passo 8: Teste de convergência. Caso todas as seguintes condições sejam 

aceitas: 

toluuc <− 0 ; (III-52) 
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tolvvc <− 0 ; (III-53) 

tol<1φ ; (III-54) 

tol<2φ , (III-55) 

então, as coordenadas do ponto fixo serão: 

cuu =* ; (III-56) 

cvv =*  (III-57) 

Caso contrário voltar ao passo 1. 
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