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Torre articulada

A metodologia desenvolvida e utilizada para a analise modal ndo linear do
péndulo invertido serd agora aplicada ao estudo de estruturas offshore. Neste
capitulo sera considerado um modelo discreto para analise de vibracdo de uma
plataforma do tipo torre articulada.

As torres articuladas sdo um exemplo muito comum de estruturas
complacentes que, em geral, sdo utilizadas em operacdes offshore na indistria de
petroleo (Kirk e Jain, 1978). Como outras estruturas complacentes as torres
articuladas ndo tém uma fundacdo projetada para resistir aos esforgos
provenientes das forcas de vento, corrente e ondas. A resisténcia se d4 por meio
de momentos restauradores provenientes de grandes forcas de empuxo e um
conjunto de amarragdes e ancoragens, ou ainda uma combina¢do desses dois

efeitos (Faltinsen, 1990; Bar-Avi e Benaroya, 1997).

4.1.
Formulagao

O problema tem por base o modelo fisico da coluna de Augusti (Bazant e
Cedolin, 2010). Nesse modelo a coluna da torre ¢ representada por uma barra
rigida de comprimento / e se¢do transversal tubular circular com diametro externo
igual a dy e interno igual a d;. A plataforma ¢ modelada por uma massa
concentrada M na extremidade livre da barra. As estruturas de amarragdo sao
modeladas pela consideragdo da atuagdo de duas molas rotacionais,
ortogonalmente dispostas e de rigidez igual a k. Desse modo, a posicdo da
estrutura em qualquer instante de tempo ¢ pode ser descrita completamente por
dois graus de liberdade representados pelos angulos de rotagdo das duas molas, 6,
e 6. O modelo pode ser visto na Figura 4-1.

Um modelo muito utilizado para a modelagem das torres articuladas ¢ o
modelo discreto que utiliza uma tnica mola rotacional contida no plano xy para

simular os momentos restauradores. Esse modelo leva ao desacoplamento das
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equagoes de movimento no plano delimitado pela mola e pelo eixo z, reduzindo as
equacdes de movimento a uma somente (Jain e Kirk, 1977; Choi e Lou, 1991;
Han e Benaroya, 2000-a). A vantagem de se utilizar duas molas ortogonais entre
si ¢ que essa disposicdo permite o acoplamento entre os graus de liberdade, o que
por sua vez permite o estudo de fendomenos dinamicos mais complexos que a
analise desacoplada.

Na modelagem das forcas de fluido a torre é considerada imersa numa
lamina de agua de altura H,. Sdo consideradas as acdes de forcas de empuxo,
massa adicionada e a atuacao de corrente e de ondas. A corrente tem velocidade v,
e faz um angulo o, com o eixo x. A teoria de Airy ¢ utilizada para anélise da acdo
de ondas sobre a torre. A atuacdo das for¢as de fluido ¢ mostrada de forma
esquematica na Figura 4-2.

A atuacdo da corrente sobre a torre articulada tem efeito semelhante a
imperfeicdo geométrica considerada no exemplo do péndulo invertido, sendo que
a estrutura estaticamente se desloca para uma nova posi¢ao de equilibrio devido a
acdo da corrente. Desse modo para que as equacdes de movimento possam ser
escritas em relacdo a esse referencial deformado, € necessario que se faga a

analise estatica do problema para determina¢ao da nova posi¢ao de equilibrio

P=Mg

Figura 4-1 Modelo de Augusti.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721423/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721423/CA

152

estatico em decorréncia da atuacao da corrente sobre a torre.

41.1.
Analise estatica

A configuracao de equilibrio estatico para a torre articulada é determinada
utilizando-se o principio da energia potencial estacionaria. A energia potencial

total ¢ expressa por:
n=uv+r, (4-1)

onde U ¢ a parcela dada pela energia interna de deformacdo elastica e V' o
potencial das cargas externas atuantes sobre a estrutura.
A energia de deformacao interna das molas rotacionais ¢ expressa por:

U:%k(ef +6?) (4-2)

O potencial das cargas externas ¢ dado pela seguinte expressao:
V=-Ww (4-3)

onde W ¢ o trabalho total realizado pelas cargas externas.

As cargas externas estdticas consideradas nessa andlise sdo o peso da
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Figura 4-2 Modelo da torre articulada.
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plataforma, o peso da coluna da torre, o empuxo ¢ a for¢ga proveniente da corrente
maritima.

O trabalho realizado pelo peso da plataforma (W) ¢ igual a:
W, =PA=MgA, (4-4)

onde g ¢ a aceleragdo da gravidade e A é o deslocamento da plataforma na direcao

z, que pode ser expresso por (ver Figura 4-1):

A= l(l—\/l—senze1 —sen’0, ) (4-5)

Assim o trabalho realizado pelo peso da plataforma é¢:

W, :Mgl(l—\/l—senzé?l —sen’0, ), (4-6)

O trabalho realizado pelo peso da coluna (W) € igual a:

A

Wcol = ])col P (4_7)
2
onde P,,; € o peso total da coluna, dado por:
V4
Py =p.gl’ (45 ~d7). (4-8)
onde p, ¢ a massa especifica da coluna.
O trabalho realizado pelo peso da coluna ¢ igual a:
W, = %pcgl2 (d(f -d} Xl - \/1 —sen’6, —sen’6, ) (4-9)
O trabalho realizado pela for¢a de empuxo ¢ igual a:
W, =-FA,, (4-10)

onde F ¢ a forga de empuxo, e 4, o deslocamento da torre no ponto de atuagio da
resultante da for¢a de empuxo.
A forca de empuxo, pelo principio de Arquimedes ¢ igual ao peso do

volume de 4gua deslocada pela parte da coluna submersa, desse modo:
V4
Fb :pwgzd(?lsub’ (4_11)

onde p,, ¢ a massa especifica da 4gua do mar e /;,;, ¢ o comprimento submerso da
coluna, dado por (ver Figura 4-2):
H

[ =—2, -
sub COS¢C (4 12)

onde ¢. € o angulo de inclina¢do da coluna em relagdo ao eixo z.
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Das relacdes trigonométricas da Figura 4-1 tem-se que:

cosg, = \/l—senzél —sen’6, , (4-13)

O deslocamento da forca de empuxo é dado pela seguinte expressdo,
observando-se as relagdes geométricas da Figura 4-3:

A _zy

- ) 4-14
Ab H% ( )

onde z,, ¢ a coordenada vertical da plataforma, expressa por:

Zy :l\/l—senze1 —sen’6), (4-15)

Desse modo o deslocamento da forca de empuxo ¢ igual a:

H
A, = — = (1—\/1—sen2¢91 —sen’6), ), (4-16)
2\/1—S€l’l 6, —sen”0,

Combinando-se as expressdes (4-10), (4-11), (4-12) e (4-16) o trabalho

devido a for¢a de empuxo ¢ igual a:

_”pwgdoszzv ( 2 2 )
W, = 1—+/1—sen“0, —sen0 4-17
’ 8(1—Se1126?l —Senzé?z) \/ 1 2 #17)

Assume-se que a velocidade da corrente varie linearmente com a
profundidade z, sendo v,y a velocidade na superficie da agua:

vc(z)=%z, (4-18)

w
A forca da corrente na estrutura pode ser expressa, considerando-se uma

analise quase-estatica, pela seguinte expressao:
dy rHe
F.=p,Cp )], vidz, (4-19)

onde Cp ¢ o coeficiente de arrasto.
Substituindo-se a eq. (4-18) na eq. (4-19) e ap6s sua integragdo, tem-se que

a forca devida a ag@o da corrente resultante na coluna ¢ igual a:
1
F, = s prDdovfon (4-20)

A altura do ponto de atuagdo da forca de corrente resultante, z., pode ser

calculada do seguinte modo:
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d, ¢H,
pWCD—OjOH v zdz 3
Z.= 2 ==H

‘ dy (H. 5 4
pWCDTJ-O vidz

(4-21)

w2

A forca devida a corrente pode ser decomposta nos eixos x ¢ y do seguinte
modo (ver Figura 4-2):
F,.=F,cosa, F, =F.sena, (4-22)
O trabalho devido a acdo da corrente pode ser escrito como:
W.=F_ y. +F, x (4-23)

cy”le

onde x. € y. sdo as coordenadas do ponto de atuagdo da resultante da for¢a devido

a corrente, dados pelas seguintes relagcdes geométricas (ver Figura 4-2):

=, 2=, (4-24)

Xy Zm Yu  Zm
onde x;s € y)s sdo as coordenadas da plataforma nos eixos x e y respectivamente,

exXpressas por:

X, =lsen0; y, =lsen0, (4-25)
_ P
ML
. i M
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Figura 4-3 Esquema de atuagao do empuxo sobre a torre articulada.
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Combinando-se as equagdes (4-15) e (4-24) a (4-25) obtém-se:

‘= sen0, . senb, 496
© “cosg, Je ‘ cosg, (4-26)

Substituindo-se as equagdes (4-22) e (4-24) na expressdo (4-23) e
utilizando-se as relagdes dadas pelas equagdes (4-13), (4-20) e (4-21) o trabalho
realizado pela for¢a devido a corrente ¢ igual a:

1

W, = p,Crdv HE(cosa, sen, +sena,senb,), 4-27
8\/1—sen2¢91—sen292 pee ’ 1 (4-27)

A energia potencial devido as cargas externas pode ser obtida, combinando-
se as equacoes (4-6), (4-9), (4-17) e (4-27) na (4-3):

_ mpdiH,
81(1 —sen’6), - senzﬁz)

V=- gl[M +§ pld2-a?)

B prDdovon‘i (4-28)
8\/1 —sen’6, —sen’0,

(1—\/1—senz€1 —sen’6), )

(cosa,sen@, + sena,senb,)

A energia potencial total ¢ obtida pela substituicdo das equacdes (4-2) e

(4-28) na eq. (4-1):

_l 2, 92\ K 2 g2\ 7Z'pwd02H‘i
= 2k(01 +6; ) gl{M+ 2 pcl(do d ) 81(1—sen2¢91 —sen’0, )}

P.CodovaH, (4-29)

(1—\/1—sen249 —sen’0 )—
1 ’ 8\/1—S€n2491—sen2492

(cosa,senb, +sena,send,)
Utilizando-se o principio da energia potencial estaciondria, a posi¢do de
equilibrio da estrutura sob a a¢do da corrente ¢ dada pelo par de coordenadas 6, e

6, que satisfaz o seguinte sistema de equagdes:

ot arl

—=0; —=0 .
00, 00, (4-30)

4.1.2.
Andlise dinamica
A formulagdo variacional ¢ utilizada nessa secdo para obtencdo das

equacdes de movimento da torre articulada. O deslocamento da torre articulada

pode ser agora descrito em relacdo a configuragdo estavel de equilibrio estatico,
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descrita pelos deslocamentos 6;; e 05, resultantes da andlise estatica do problema.
As rotagdes das molas devido a deslocamentos puramente dinamicos das

estruturas podem ser escritas como
6,=6,-0,, (i=12); (4-31)

onde 6;;e 6 correspondem as rotagdes totais da estrutura.
A variagdo de energia potencial total pode ser escrita como:
AT =11, -1, (4-32)
onde /7, ¢ a energia potencial associada aos deslocamentos totais e e 7, € a
energia potencial devido aos deslocamentos da configuracio de equilibrio
estatico.
A energia potencial associada aos deslocamentos totais ¢ obtida pela

substitui¢ao da expressdo obtida modificando-se a eq. (4-31):
0,=6,+6,, (i=12); (4-33)

L

no lugar dos deslocamentos da expressao (4-29), o que resulta em:

11, =%k[(91 +915)2 +(92 +025)2]—gl{M+%pcl(d02 _diz)_

mp,d H., -
8[[1 —sen*(6, +6,,)—sen*(6, +6,, )J

\/l—senz(ﬁ1 +01S)—sen2(02 +92S)J— (4-34)

prDdovfoHvzv
8\/1 - Senz(é?l +0, )_ sen2(492 +0,, )

[cos a_sen(@, +0,, )+ sena_sen(6, + 6, )]

A energia potencial total associada aos deslocamentos estaticos ¢ obtida pela
substituicdo dos valores de ;5 e 6> na expressao (4-29) o que resulta num valor
constante, ndo interferindo, portanto, na derivagao das equacdes de movimento da
torre articulada.

A energia cinética depende somente dos deslocamentos dinamicos da
estrutura e tem trés parcelas: uma devido a massa da plataforma (7)), outra
devido a massa da coluna (7,,), € uma terceira devido a massa adicionada pelo
fato de a estrutura vibrar de modo submerso (7;). Desse modo a energia cinética

total ¢ dada por:
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T:TM+Tcol+Ta (4_35)
A energia cinética da plataforma ¢ igual a:

| . .
T, :EM(xi, + o +zf4) (4-36)

onde xy, vy € zZm sd0 as coordenadas da plataforma (extremidade da coluna) num
instante de tempo ¢, expressas em fungdo dos angulos 6, e & de acordo com as

equacdes (4-25) e (4-15), que substituidas na eq. (4-36), resulta em:

T, = Ly cos(6,)07 +cos*(6, )07 + . ! -
2 (l—sen 0, —sen 192) (4-37)
[sen(6,)cos(8,)6, + sen(6, )cos(6, )6, |
A energia cinética da coluna é dada pela expressao:
_ 1 T P AT .2 ) *
T =5 Pl =d? [ (2 + 3+ 2 (4-38)
onde /* ¢ uma coordenada axial ao longo da coluna.

As coordenadas x, y e z, podem ser reescritas de modo semelhante as

equagoes (4-25) e (4-15), respectivamente:

x=10"senl,; y=1Isen,; z= l*\/l—senze1 —sen’6), (4-39)

Substituindo-se as expressdes (4-39) na eq. (4-38), e integrando-se o

resultado tem-se:

T . . 1
T . =—pl’\d>-d? 2(6.)6? (6, )67
col 24pc ( 0 z>{cos ( 1) | +cos ( 2) 2 +(1—Sen291—sen292) (4-40)

[sen(6,)cos(6,)6, + sen(6, )cos(8, )6, |
A energia cinética devido a massa adicionada ¢ dada de acordo com Kirk e
Jain (1978):

_ 1 /) 1., ) .2 *
e R KR AR (4-41)

onde Cy ¢ o coeficiente da massa adicionada, e x,,y, e Z sdo as componentes

normais das velocidades da estrutura.

As componentes dos deslocamentos normais a estrutura sdo iguais a:

x, =xcosf; y,=ycost,; z, = Z\/senzﬁl +sen202 (4-42)
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Substituindo-se as expressdes de (4-42) na eq. (4-41) e utilizando-se as

equacdes (4-39), obtém-se, apds a integracao:

T . . sen’6 +sen’6
T =—p d*I’C,{cos*(8 )67 +cos* (8, )07 + ! 2
a 24pw 0 A{ ( 1) 1 ( 2) 2 (l—senzﬁl—senzez)

(4-43)
[sen(6,)cos(6,)6, + sen(8, )cos(6,)é, |
O trabalho realizado pela forca de amortecimento ¢ exercido apenas pelos

deslocamentos dinamicos e ¢ dado por:

W, =L (62 +67) (4-44)

c 2
onde ¢ ¢ a constante de proporcionalidade do amortecimento viscoso.
O lagrangeano para o sistema considerado ¢, portanto:
L,=T-All+W, (4-45)

O funcional de energia ndo linear J para o péndulo tem a seguinte forma:
tZ . .
J= L £,(6,,6,,6,,6,.t)dt (4-46)

Aplicando-se as técnicas variacionais, obtém-se o seguinte sistema de
equacdes de Euler-Lagrange:

OL, d|(OL
T 4T (=12 .
20, dr [ 2, ] i=12) (#47)

As duas equagdes de movimento expressas por (4-47) sdo equagdes de
equilibrio de momentos, uma em torno do eixo x € outra em torno do eixo y.

Como na se¢do 3.1 a regra de Cramer ¢ utilizada para reescrever as
equacdes de movimento na forma padrdo, ou seja, com os termos de aceleracao

com coeficientes constantes.

413.
Teoria de ondas

Para inclusao do efeito de ondas na vibragao da torre articulada, utiliza-se a
equacdo semi-empirica de Morison para obtencdo das for¢as normais (f,) numa
estrutura esbelta oscilando num fluido com corrente ¢ ondas (Hann e Benaroya,

2000a):

- p
v
Jo=tec,
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onde Cy, € o coeficiente de inércia, v, a velocidade relativa entre a estrutura € o
fluido e v, a velocidade da onda.

A velocidade da onda ¢ obtida por meio da teoria de ondas planas, também
chamada de teoria de Airy, onde o perfil 77 de onda ¢ definido como:

77(2, t) =1, cos(sz - a)wt) (4-49)

onde 77p ¢ a amplitude da onda na superficie, k, ¢ o nimero de onda e @, ¢ a
frequéncia da onda, como se pode ver na Figura 4-4.

Para H,, muito profundas, a relagdo entre a frequéncia e o nimero de onda ¢é

dada por:
lim, ., o =gk, (4-50)
As componentes das velocidades da onda sdo dadas por:

1 hik
V= 5770&)% sen(kmz - a)mt); (4-51)

v, =0; (4-52)

1 h(k,
v, = 57700)% cos(k,z —aw,t) (4-53)

A velocidade resultante do fluido ¢ dada pela soma das velocidades da onda
e da corrente, que em termos das componentes resulta em:

Viess = Vax TVexrs Viey = Vay TVe5 Vier = Ve T Ve (4-54)

resx cx 2 resy cy? resz
Substituindo-se as expressoes (4-18), (4-51) a (4-53) nas expressoes (4-54),
tem-se:

S 1 cosh(k,z)

resx _UOW—Sen(ka,Z - a)a)t)+ hZCOS ac 5 (4_55)
2 senh(ka N )

w

_Yeo .
Vi = o zsena,; (4-56)

w

! m’w))cos(sz_wwt) (4-57)

V9w == 1@
e = o senh(k H,

As componentes normais a coluna das velocidades resultantes dos fluidos

sdo obtidas de modo semelhante as equagdes (4-42):
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I

Figura 4-4 Perfil de onda plana.

n

v cosd; v

resx

cosb,; \/sen 0, + sen’0, (4-58)

resy resz

A velocidade relativa normal entre o fluido e a estrutura ¢ dada por:
Ve SV TEG VSV S0, Ve =V -4, (4-59)
Combinando-se as equacdes (4-39), (4-42) e (4-55) a (4-59), obtém-se, ap0os
as derivacdes necessarias:

1 cosh(k, z)

v, =| = n,0——Fr2sen(k,z —w,t)+ Y0 2 cos a, —
2 senhlk,H,) H, (4-60)
I" cos(6,)6, ]yen(ﬁl)
v, = ]‘;izsenac ~1"cos(6,)d, }sen(@z); (4-61)

1 cosh(k,z)
=| — — w0 J k — —
V. B n,o wonh (kaW ) cos( wZ a)wt)

(4-62)

sen(@l )COS(@1 )191 + sen(ez)cos(ﬁz )92 \/sen26’ +sen’0
\/senz(ﬁl)—senz(ez) | 2

As componentes normais das velocidades de ondas sdo escritas de modo

semelhante as equagdes (4-42):

1 %sz)) sen(k, z — a)a)t)}sen 6; (4-63)

n —_—

Vi =\ =1,@
- {2”0 senh(k H,

V' =0; (4-64)

|1 cosh(sz) B 2 2
Ve = {2 noa)—senh (ka )cos(sz a)wt)}/ sen 0, + sen”0, (4-65)

w
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Os momentos em torno dos eixos x € y sdo expressos por (ver Figura 4-2 e

Figura 4-3):
l; * ® " A . . .
M, ZIO Sl =Sl sen@ydl 5 M, =j0 — fol + . sen6,dl (4-66)

onde fy, fay € fn- s30 as forcas de fluidos normais a estrutura nas dire¢des x, y € z
respectivamente e /; € o comprimento submerso da coluna num dado instante ¢,

eXpresso por:

H
[ =—* ,1); -
= oosg, T (4-67)

Substituindo-se a equagdes (4-13) e (4-49) na eq. (4-67), obtém-se:
H

[ = W +7 cos(sz - a)wt) ; 4-68
\/1 — sen’6, — sen’0), ! (4-68)

Quando a agdo das ondas ¢ considerada na formulacdo, as equacdes de
momento s3o acrescentadas nas respectivas equagdes de movimento dadas por
(4-47), retirando dessas ultimas as forcas de arraste da corrente, j& inclusas nas
equagao de Morison.

41.4.
Dados para exemplo numérico

Os exemplos numéricos obtidos nesse capitulo utilizam os parametros
retirados da literatura (Han e Benaroya, 2000a; 2000b; 2002¢ e 2002d; Kuchnicki
e Benaroya, 2002). Os parametros estruturais e as propriedades dos fluidos sdo
mostrados na Tabela 4-1.

4.2,
Analise sem corrente

Analisa-se, num primeiro momento, a vibragdo da estrutura sem a atuacao
da corrente, de modo a se obter um entendimento basico do comportamento nao
linear da vibragao do sistema. Considerando-se os dados numéricos da Tabela 4-1
e aplicando-se a regra de Cramer e ap0s isso expandindo as equacdes resultantes
em série de Taylor até¢ os termos de quarta ordem, as equag¢des de movimento
dadas pelas expressdes (4-47) resultam nas seguintes equagdes ndo lineares de

movimento para vibragao livre ndo amortecida:
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Propriedades da Estrutura

Material Aluminio
Massa especifica da coluna, p 2770,000 kg/m3
Massa da plataforma, M 0,236 kg
Constante torcional da mola, & 38,800 N.m/rad
Comprimento da coluna, / 1,270 m
Diametro externo, d 0,025 m
Diametro interno, d ; 0.022 m

Propriedades do Fluido

Massa especifica da agua, p,, 999,000 kg/m”
Lamina de agua , H , 1,050 m
Velocidade da Corrente, vc 0,120 m/s
Amplitude de onda, 1, 0,100 m
Coeficiente de massa adicionada, C , 1,000
Coeficiente de inércia, C ), 2,000
Coeficiente de arraste, C p 1,000

Tabela 4-1 Parametros numéricos da torre articulada.

6,+37,7686, +33,6500° —19,7996,6; —1,4516,6 +0,6376,6 +

0,6376,6,0, =0;

(4-69)

0, +37,7686, +33,6500; —19,7996,67 —1,45160,07 +0,6376,07 +

(4-70)
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0,6376,6,6, =0
Observa-se que o sistema de equacdes (4-69) e (4-70) ¢ desacoplado na
parte linear. A simetria do modelo fisico se reflete nas equagdes de movimento,
uma vez que as mesmas possuem coeficientes idénticos e resultam nas mesmas
equacdes caso as variaveis ¢; e 6, sejam substituidas uma pela outra. Além disso,

as equacdes de movimento apresentam somente nao linearidades cubicas.

4.21.
Modos normais lineares

A lineariza¢ao do sistema formado pelas equagdes (4-69) e (4-70), resulta
no seguinte sistema linear, escrito matricialmente como:

o ittt

4-71)
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Como o sistema ¢ desacoplado a solucdo do problema de autovalor
generalizado resulta no mesmo caso degenerado do péndulo invertido sem
imperfei¢cdes geométricas (ver se¢do 3.2.1), onde o sistema possui as duas

frequéncias naturais idénticas, e iguais a @, ,= 6,146 rad/s. Caso sejam

desconsiderados os efeitos da massa adicionada e empuxo, as frequéncias naturais
do sistema seriam iguais a 7,305 rad/s, o que demostra que a mesma estrutura
vibrando fora da agua possui uma maior rigidez efetiva do que quando o
movimento se da dentro da agua.

O sistema ¢ também um caso de autovalor completo, ou seja, todo vetor ¢é
um autovetor do sistema. Assim como no caso do péndulo invertido, a torre
articulada na auséncia da agdo de corrente marinha, apresenta caracteristicas de
simetria que se traduzem em peculiaridades no comportamento dindmico linear da
estrutura. O principal objetivo da proxima secdo ¢ o estudo dos efeitos advindos
dessa simetria na vibrag¢ao do sistema nao linear.

4.2.2.
Modos normais nao lineares

A existéncia de duas frequéncias de vibragao repetidas indica que o sistema
¢ internamente ressonante e o método baseado nas variedades invariantes nao
pode ser utilizado para obtencao dos modos normais nao lineares. Entretanto, o
sistema apresenta quatro modos normais nao lineares similares. Dois desses
modos correspondem a um desacoplamento nos eixos x € y da equagdes (4-69) e
(4-70). O primeiro corresponde unicamente a um movimento no plano xz e por

isso ¢ chamado de x-modo e ¢ descrito pela seguinte relacdo de proporcionalidade:
¢, =0 (4-72)

O x-modo tem como par mestre as coordenadas generalizadas do primeiro

grau de liberdade, e as equagodes de restricao sdo escritas como:

6 =u; 491:\/ (4-73)

0, = P(u,v)=0; 6,=0(u,v)=0 (4-74)

A substitui¢ao das relagoes de (4-73) e (4-74) na eq. (4-69) resulta no
seguinte oscilador modal:

i +37,768u+33,650u” —1,4514°u=0; (4-75)
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Observa-se que os sinais dos coeficientes dos termos ndo lineares da eq.
(4-75) sdo opostos, como o que possui sinal positivo € maior em modulo que o
outro termo ¢ esperado que a vibragdo no modo x apresente ganho de rigidez.

O sistema também pode ser desacoplado no eixo y, de modo que
corresponda a um modo cuja vibragdo se dé exclusivamente no plano yz, por isso

chamado de y-modo, expressa pela seguinte relagdo de proporcionalidade:
¢, =0 (4-76)

O y-modo tem como par mestre as coordenadas generalizadas do segundo

grau de liberdade, e as equagdes de restricao sdo escritas como:

0,=u; 0,=v; (4-77)

0, = P(u,v)=0; 6,=0(u,v)=0 (4-78)

A substitui¢ao das expressoes de (4-77) e (4-78) na eq. (4-70) resulta no

seguinte oscilador modal para o movimento no y-modo:
ii+37,768u +33,650u” —1,4511’u =0 (4-79)

As equagdes (4-75) e (4-79) sdo idénticas, entretanto descrevem
movimentos diferentes, a primeira no plano xz e a segunda no plano yz,
apresentando, porém, o mesmo comportamento nao linear.

Verifica-se, também a existéncia de outros planos de desacoplamento que
ndo aquele nos eixos das coordenadas fisicas do problema. Matematicamente isso
se traduz pela obtencdo de relagdes ndo nulas para as relagdes de
proporcionalidades que caracterizam os modos similares, substituindo-se a

seguinte expressao:
0,=c,0, , (4-80)

na eq. (4-69).

Os termos lineares sdo satisfeitos por qualquer valor de ¢y, ja que conforme
discutido na se¢do anterior, todo vetor ¢ um autovetor do sistema. Igualando-se os
termos ndo lineares de ordem cubica, obtém-se os seguintes valores para a

constante de proporcionalidade:

¢, =+1 (4-81)
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Os valores da constante c;; expressos em (4-81) referem-se a dois
autovetores que desacoplam o sistema em dois planos que fazem 772 rad entre si.
A substituicao dos valores da expressdo em (4-81) na eq. (4-69) resulta em dois
osciladores modais, um para o modo em fase (sinal positivo da constante modal) e
outro para o modo fora de fase (sinal negativo da constante modal). No caso do

modo em fase a equacdo do oscilador modal ¢ igual a:
i +37,768u +13,851u” —0,1771*u =0 (4-82)

Enquanto no caso do modo fora de fase, tem-se:
i +37,768u +13,851u° —0,1774°u =0 (4-83)

As equacgdes (4-82) e (4-83) sdo idénticas, uma vez que fisicamente se
traduzem num desacoplamento em eixos inclinados a +7/4 e —7/4. O movimento
descrito por esses modos, porém sao diferentes; em fase para o primeiro modo e
fora de fase para o segundo. As equagdes sdo também semelhantes as expressoes
(4-75) e (4-79), e as mesmas consideragdes quanto ao ganho de rigidez durante a
vibragao do sistema podem ser feitas com relagao a esses dois modos.

O grafico da Figura 4-5 mostra as linhas modais para os modos similares.
Observa-se que os modos constituem-se de retas no espago de configuragdo,

coincidindo, portanto, com os modos lineares.

4.2.3.
Multiplicidade de modos

Verifica-se, agora, a existéncia de modos normais nao lineares nao
similares. J4 que o método baseado nas variedades invariantes ndo pode ser
utilizado, uma vez que o sistema apresenta ressondncia interna, sera utilizado o
método baseado na se¢do de Poincaré para identificagdo de modos normais nao
lineares bifurcados.

Como exemplo, sdo obtidas as se¢des de Poincaré definidas pelas seguintes

expressoes:

%, =[0, =0]n[H =h]; =,=[6=0]~[H =h] (4-84)
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Figura 4-5 Espaco de configuragdo — modos normais similares.

onde H ¢ o hamiltoniano do sistema, definido como sendo a soma da energia
potencial todal e da energia cinética do sistema e 4 uma determinada quantidade
de energia, onde na analise aqui realizada ¢ utilizado o valor de referéncia igual a
50% de hy, sendo hy=0,202 J.

A Figura 4-6 mostra as se¢des para o sistema sem agdo da corrente, onde,
para o nivel de energia utilizado, foi possivel a identificagdo de cinco pontos
fixos: trés centros (estaveis) e duas selas (instaveis) em cada uma das se¢oes. As
coordenadas desses pontos no espago de quatro dimensdes do problema sao
mostradas na Tabela 4-2. A identificacdo dos modos originados pelos pontos fixos
mostrados na Figura 4-6 ¢ realizada utilizando-se a resposta no tempo. Os mesmos
modos surgem com niveis de energia diferente, como mostram as secdes da
Figura 4-7, porém, com amplitudes maiores & medida que a energia do sistema
aumenta.

4.2.4.
Resposta no tempo

Para proceder a caracterizagdo dos modos normais ndo lineares identificados
nas segdes de Poincaré as equagdes originais de movimento do sistema s3o
integradas com as coordenadas dos pontos fixos mostradas na Tabela 4-2.

A integracdo das equacgdes com as condi¢des iniciais iguais as coordenadas do

ponto de centro PO1 produz os resultados mostrados na Figura 4-8, que revelam
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Figura 4-6 Secgbes de Poincaré: (a) secao 2;; (b) segéo 2, - h=50% hj.
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d@y/dt (rad/s)

PS32

(b)

0.08

Ponto Estabilidade @; (rad) d@8,/dt (rad/s) 8, (rad) d@a,/dt (rad/s)
P01 Centro 0,000 0,000 0,000 0,457
P11 Centro -0,001 0,323 0,000 0,324
P21 Centro 0,001 -0,309 0,000 0,337
PS31 Sela 0,053 0,005 0,000 0,322
PS41 Sela -0,053 -0,005 0,000 0,322
P02 Centro 0,000 0,457 0,000 0,000
P12 Centro 0,000 0,329 -0,002 0,317
P22 Centro 0,000 0,329 0,002 -0,317
PS32 Sela 0,000 0,322 0,053 0,010
PS42 Sela 0,000 0,322 -0,053 -0,010

Tabela 4-2 Coordenadas dos pontos fixos das se¢des de Poincaré.

que o modo correspondente ao ponto POl ¢ o mesmo modo similar chamado de y-

modo na secao anterior.

De maneira semelhante os modos P02, P11 (P12) e P21 (P22) tém suas

respostas no tempo exibidas nas Figura 4-8 e Figura 4-9. Os pontos P11 e P21

representam o mesmo modo em se¢des de Poincaré diferentes, tal como acontece

para os pontos P21 e P22. Observa-se que os modos P11 e P21 sdo modos

similares, com relacdo constante entre os deslocamentos u, e u;, correspondendo

aos modos em fase e fora de fase determinados na secao 4.2.2.
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Figura 4-7 Influéncia da energia nas Secdes de Poincaré - 2j: (a) 10% hy; (b)
100% hy.

Os pontos PS31 e PS32 correspondem ao mesmo modo, bem como os
pontos PS41 e PS42, os resultados de integracdo no tempo para esses modos sao
mostrados na Figura 4-10. Observa-se que os modos apresentam a mesma
projecdo no espaco de fase 6, x 6, diferindo apenas na resposta de &; x ¢, onde
eles aparecem fora de fase entre si; ja na resposta 6, x ¢ eles aparecem em fase.

A Figura 4-10 (a) revela que os modos sdo ndo similares, ja que a projecao
no espago de fase ndo ¢ uma reta e sim uma curva. Outro fato importante ¢ que a
curva da proje¢do no espaco de fase € fechada, indicando que ha um acoplamento
entre os graus de liberdade. Desse modo, o método das variedades invariantes nao
pode ser utilizado para encontrar esses modos, uma vez que a invariancia do

método seria violada por esses acoplamentos.
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Figura 4-8 Resposta no tempo para os modos P01 e P02: (a) projegédo 6> x 6y; (b) 6 x
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Figura 4-9 Resposta no tempo para os modos P11 (P12) e P21 (P22): (a) projegéo 6

X 65 (b) 6/ xt(c) G,xt


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721423/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721423/CA

171

0.1

—PS31
1|---Ps4l
005 A fAAASAR
=)
0.1 g o
— PS31, PS41 <
|- - - Modos similares
-0.05
0.05 —
i 0.1 T —
:C‘%\ 0 2 4 s) 6 8 10
E 0 s
o
= 1 (b)
0.1
| 0.05
)
-0.1 T I T E o
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 <
6, (rad
), (rad) 005
(a)
0.1 T L B A e
0 2 4 6 8 10
{(s)
()

Figura 4-10 Resposta no tempo para modo PS31 (PS32) e PS41 (PS42): (a) projegao
6 x 65 (b) 6y xt;(c) Gxt

Os modos instaveis PS31 e PS41 por ndo obedecerem a definicdo de
Rosemberg (1966) sdo chamados de modos ndo lineares ndo cléssicos. Por ndo
serem tangentes aos modos lineares esses modos também nao seguem a definicao
baseada nas variedades invariantes. A projecdo no espaco de fase dos modos
similares ¢ plotada junto dos modos ndo similares da Figura 4-10 (a) de modo a
evidenciar o papel das retas modais dos modos similares como eixos de simetria
em relacdo ao movimento ndo similar dos demais modos. Observa-se também que
a relacdo entre os dois graus de liberdade no espago de configuragdo corresponde
a uma circunferéncia, ¢ embora uma coordenada ndo possa ser escrita em fungao
da outra, essa geometria indica que o sistema pode ser parametrizado, € como
consequéncia ter a sua ordem reduzida, em func¢ao de uma terceira variavel u

definida pelas seguintes relagdes:

6, = rsen(u), 0, = rcos(u )i . (4-85)

b

6, =rcos(u), 6, =—rsen(u)i (4-86)
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Para a quantidade de energia considerada, » ¢ igual a 0,053. Substituindo-se
as equagoes (4-85) e (4-86) na eq. (4-69), obtém-se o seguinte oscilador modal
ndo linear em termos da variavel u:

i+ [37.826c0su—0,038cos(3u)— 0,002cos(3u)i*] = 0

cosu + sinu (4-87)

Ainda que o oscilador modal definido pela eq. (4-87) seja mais complexo que os
demais osciladores obtidos para os modos similares, ele ¢ vantajoso no sentido
que se obtém uma reducdo de ordem do sistema para a vibragao da estrutura num
modo essencialmente ndo linear que pode ser tratada mais facilmente que o
sistema original de equacdes, e mesmo assim mantendo os efeitos do acoplamento
entre os dois graus de liberdade. A comparagdo entre a solucdo por integracao
numérica das equacdes originais de movimento (solugdo de referéncia) e a solugdo
obtida pela integragdo numérica do modelo reduzido expresso pela eq. (4-87)
pode ser vista na Figura 4-11. Como nao ¢ possivel obter a corre¢do ndo linear da
transformagao modal, uma vez, que as séries de poténcia das funcdes de restrigdo
ndo podem ser escritas para os modos bifurcados, utiliza-se somente a matriz
linear M. Entretanto, observa-se que para o nivel de energia considerado, hd boa
concordancia entre os dois resultados.

4.2.5.
Relagao frequéncia-amplitude

As curvas de ressonancia sdo obtidas com o uso do método do balango

harmoénico, assumindo-se a seguinte expressao para os osciladores modais:
u (t )= X, cos( wt ) (4-88)
As relagdes frequéncia-amplitude para os modos similares desacoplados
(PO1 e P02) e acoplados (P11 e P21) sdo iguais a, onde 2=a/ ay:

o - 1+0,668X7 ., 1+0275X;

- 20 - 2 (4‘89)
14+0,363X; 140,044.X,
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Ambas as equacdes (4-89) representam relagdes de ganho de rigidez com o
aumento da frequéncia de vibragdo do sistema, o que pode ser visto na Figura
4-12 (a) para os modos similares desacoplados e na Figura 4-12 (b) para os modos
similares acoplados. Junto das solucdes obtidas dos modelos reduzidos, foram
plotados pontos referentes as solugdes numéricas das equagdes originais
utilizando o método numérico com as equacdes levemente amortecidas. Para os
modos similares PO1 e P02 as coordenadas fisicas e modais sdo as mesmas, uma
vez que os eixos de desacoplamento do sistema correspondem aos eixos do
problema fisico. No caso dos modos similares acoplados (P11 e P21) foi utilizada

a seguinte transformacao entre coordenadas modais {w} e fisicas {6}:

1

w ] [1,000 0,000 1,000 0,000 | (6,
W | 10,000 1,000 0,000 1,000 | |6,
w,[ 1,000 0,000 —1,000 0,000 | |6,
w,| 0,000 1,000 0,000 —1,000| |6,

(4-90)

Observa-se da Figura 4-12 (a) e da Figura 4-12 (b) a validade da expansao
das equagdes originais em série de Taylor para obten¢cdo dos modelos reduzidos.
Para valores de rotacdo pouco menores que a unidade, a solugdo numérica e o
modelo reduzido apresentam boa concordancia entre si.

A variagdo da amplitude do sistema com a frequéncia de vibragdo no caso
de movimento nos modos normais ndo lineares indica também que a energia do
sistema varia com a frequéncia. Esse fato pode ser comprovado, a partir das
relagdes frequéncia-amplitude (4-89), escrevendo-se as amplitudes de movimento

em funcao do parametro de frequéncia, £2:

0.1

PS31, PS41
Solugéo referéncia

= = = Modelo reduzido

g, (rad)

0.1 L I I I

6
t(s)
Figura 4-11 Resposta no tempo, comparagao entre a solugéo de referéncia e modelo
reduzido — modos PS31 e PS41.
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Figura 4-12 Curvas frequéncia-amplitude: (a) modos similares desacoplados; (b)

modos similares acoplados.

Q° -1 0’ -1
1 2 ; Xl = 2 ;
—0,668+0,363Q —-0,275+0,044Q

(4-91)

Como a energia do sistema ndo se modifica com o tempo, obtém-se os
deslocamentos, combinando-se as equagdes (4-88) e (4-91), para =0, ¢
substituem-se as expressdes obtidas na equacdo (4-32) que expressa a energia
potencial total do sistema. Para as coordenadas escravas utilizam-se as equagoes
de restri¢do para cada uma das variedades invariantes. O resultado para os modos
similares pode ser visto na Figura 4-13, onde uma escala logaritmica de base dez ¢
empregada para o eixo das abcissas referente ao nivel de energia. Da Figura 4-13
observa-se que ao contrario dos modos lineares, a energia do sistema, vibrando
nos modos normais nido lineares, varia, aumentando, no caso do sistema com

ganho de rigidez, a medida que a frequéncia aumenta.

4.2.6.
Espaco de fase

A configuragdo do espago de fase para os modos similares ¢ obtida
comparando-se os resultados do modelo reduzido obtido pelo emprego dos modos
normais nao lineares e também da integracdo do sistema de equagdes originais.
Nesses diagramas as linhas continuas correspondem as oOrbitas obtidas da
integracdo numérica das equagdes originais de movimento do sistema, enquanto

as linhas pontilhadas s3o obtidas pela integragdo do modelo reduzido. Sao
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Figura 4-13 Curvas de frequéncia-energia para os modos similares.

utilizadas as transformacdes entre coordenadas fisicas e modais discutidas na
secdo 4.2.5.

Os resultados para os modos similares desacoplados, POl e P02 sdo
mostrados na Figura 4-14 (a), enquanto para os modos similares acoplados sdo
mostrados na Figura 4-14 (b). Observa-se que ambos os planos apresentam
trajetorias elipticas em torno da origem. Além disso, assim como para as curvas de
ressonancia, as solugdes do modelo reduzido e das equagdes originais apresentam
boa concordancia até rotagdes pouco menores que 1,000 rad (X)).

4.27.
Vibragao forgada

Como a teoria de ondas planas leva a expressdes complexas que dificultam
o estudo analitico e paramétrico da vibragdo for¢ada, ¢ muito comum que o caso
da vibracdo harmonica seja utilizado como estudo preliminar do problema (Hann
e Benaroya, 2002a). Esta abordagem ¢ muito 1til para que o projetista obtenha um
entendimento basico do comportamento da dinamica for¢ada dos sistemas
offshore.

Assim considera-se a a¢do de uma onda, de modo conceitual, modelada
como uma carga harmonica transversal a torre e uniformemente distribuida sobre

a torre articulada, com frequéncia @, expressa por:
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Figura 4-14 Espaco de fase: (a) modos P01 e P02; (b) modos P11 e P21. Linhas

continuas — solugao de referéncia; linhas pontilhadas — modelo reduzido.

F =F, cos(wt) (4-92)

onde Fy ¢ a amplitude da forga externa.

De acordo com Hann e Benaroya (2000-b) a fim de se obterem rotagdes
pequenas o suficiente, o que € importante para que se possam utilizar os modos
ndo lineares nao for¢ados na analise for¢ada, a amplitude da onda deva ser da
ordem aproximada do momento causado pelo peso da massa deslocada pela
estrutura durante o movimento, ou seja:

H,
Fy=fV.p.& 5 (4-93)
onde fy ¢ um parametro adimensional de controle da amplitude de carga e V;, ¢ um

dado volume de agua deslocado pela estrutura considerado pela analise, dado por:
v, :%d(wa (4-94)

Deve-se dividir a expressdo (4-93), para consisténcia de unidades, pela
massa equivalente do sistema:

. F
Fy=—"
Meq

(4-95)
onde a massa equivalente ¢ dada por:

M, =mP+ %13 [p.Cad2 + p.ld2 - d?)] (4-96)
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Para os dados numéricos da Tabela 4-1 o valor resultante para a amplitude
Fpé igual a 0,550 rad.s™ para fy=1,905 que ¢ usado como valor de referéncia, de
modo que o seguinte parametro adimensional de carga ¢ definido para facilitar as
analises:

— FO*(fO) — fOprngw/(zMeq) — fO
Fy (f, =1,905) 1905V, p,g H, /(2Meq) 1,905

(4-97)

Além disso, pequenas quantidades de amortecimento proporcional sao
adicionadas aos osciladores modais correspondentes as equacoes (4-75), (4-82) e
(4-87), que resultam nas seguintes equagdes de movimento for¢adas e
amortecidas, para os modos similares desacoplados, acoplados e para os modos

ndo similares, respectivamente:

ii+37,768 u+ 2w, E1i+33,650u” —1,4511°u = F, cos(wt) (4-98)
i +37,768u + 2w, £1i +13,851u” — 0,177 4°u = F, cos(wt) . (4-99)
.. 1
ii + ————— [~ 37,826 cosu — 0,038 cos(3u)
cosu +sinu (4-100)

0,002 cos(3u )i’ |= F, cos(at)
O método do balanco harmoénico ¢ utilizado com a seguinte solucio

aproximada:
u = X, cos(wt) + X,sen(wt) (4-101)

Para os modos similares desacoplados, substituindo-se a expressao (4-101)
na eq.(4-98), utilizando-se as relagdes trigonométricas do Anexo I e agrupando os
termos dos primeiros harmonicos de cosseno e seno, tem-se o seguinte sistema de

equacdes algébricas:

12291¢ 0 X, + [37,768 +10,389 X — (1 + 0,044)(*2) o’ JX1 =F .  (4-102)

—12291¢w X, + [37,768+ 10,389 X — (1 + 0,044)(*2) a)Zsz ) (4-103)

onde X" ¢ dado pela seguinte relagdo:

X =X+ x? (4-104)

Elevando as equagdes (4-103) e (4-104) ao quadrado ¢ adicionando-as,
obtém-se a seguinte relacdo frequéncia-amplitude para o sistema forgado

amortecido:
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{(12,291560)2 + [37,768+ 10,389 Xz*2 —(1+ 0,044X*2) a)2J2 }X*z = 4-105)
F,

A eq. (4-105) pode ser utilizada para obtencdo das curvas de ressonancia
dos modos similares POl e P02, bem como da analise paramétrica referente ao
amortecimento mostrada na Figura 4-15 (a) e a amplitude da carga, mostrada na
Figura 4-15 (b). O parametro de frequéncia adimensional £2 ¢ definido pela razao
entre a frequéncia da carga externa @ e a frequéncia natural do sistema ay. A
estabilidade foi determinada utilizando-se a teoria dos multiplicadores de Floquet.
Observa-se a existéncia do salto dindmico nas curvas que também apresentam
ganho de rigidez. Observa-se ainda que o salto dindmico ¢ sensivel ao aumento do
amortecimento ¢ a diminui¢do da amplitude da carga externa. Observam-se
resultados semelhantes para os modos similares estaveis P11 e P21 na Figura 4-16
(a) para o efeito do amortecimento e na Figura 4-16 (b) para o efeito da amplitude
da carga externa.

A integragdo numérica no tempo das equagdes de movimento dos
osciladores modais for¢ados permite a obtencao das orbitas no plano de fase, tanto
no regime transiente quanto no permanente. Os resultados, utilizando-se um valor
de frequéncia na regido do salto dindmico, para os modos similares desacoplados
e acoplados sdo apresentados respectivamente na Figura 4-17 e Figura 4-18.
Observa-se que todos os modos similares apresentam resultados bem semelhantes
e que a secdo de Poincaré, se reduz a um ponto no regime permante,
correspondendo a uma oOrbita peridodica de periodo tUnico, igual ao da carga
externa.

O plano de fase para a vibracao forgada amortecida dos modos ndo similares
PS31 e PS41 ¢ mostrado na Figura 4-19. Observa-se que as Orbitas se repetem
periodicamente em funcdo do carater paramétrico das equagdes de restricdo
utilizadas para obtengdo do modelo reduzido. Desse modo as condig¢des iniciais
escolhidas para integracdo resultardo em orbitas diferentes no plano de fase do
modelo reduzido, enquanto corresponderdo a orbitas iguais no plano de fase do

modelo original em funcao das equacdes (4-85) e (4-86).
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1.6
f
1.2
=
<
£0.8
SQ .
0.4
0 T | T | T | T | T
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
0
(a) (b)
Figura 4-15 Curvas de ressonancia — modos P01 e P02: (a) efeito do amortecimento;
(b) efeito da amplitude da carga externa. Ramos estaveis — linhas continuas; ramos
instaveis — linhas tracejadas.
1.6
1.2
-
<
0.8
=
0.4
0
0.8 1.4 1.4
(a) (b)

Figura 4-16 Curvas de ressonancia — modos P11 e P21: (a) efeito do amortecimento;
(b) efeito da amplitude da carga externa. Ramos estaveis — linhas continuas; ramos

instaveis — linhas tracejadas.

A analise da vibragao forcada dos modelos de ordem reduzida, obtidos
utilizando-se 0os modos normais ndo lineares, ¢ obtida pela excitacdo dos

osciladores modais, desprezando-se a ativagdo de outros modos.
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1 I=1,000;
'=1,000; £=0,003;
4] 2=1,250; t=0... 80s.

secdo de Poincaré

du/dt (rad/s)
o
|
du/dt (rad/s)

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 -0.04 0 0.04

u (rad) u (rad)
(a) (b)

Figura 4-17 Plano de fase para vibragéo forcada amortecida — modos P01 e P02 —

u(t=0)=0,0 rad; du/dt (t=0)=0,5 rad/s: (a) resposta transiente; (b) resposta permanente.

Entretanto, uma das propriedades da analise modal ndo linear ¢ que a
ressonancia ocorrer na vizinhanga dos modos (Shaw e Pierre, 1999; Pesheck,
2000). Essa caracteristica pode ser observada pela obtencdo das curvas de
ressonancia a partir das equagdes originais de movimento, considerando-se a agao
de uma forca externa harmonica sobre a massa da plataforma, cuja dire¢do faz um
angulo y com o eixo x, desse modo as parcelas das forcas atuando na dire¢do x e y

sao respectivamente:
F. =T cos(y)cos(at); F, = Fsen(;/)cos(a)t); (4-106)

As curvas de ressonancia para alguns valores de y, obtidas pelo método do
balanco harmonico e do comprimento de arco sdo mostradas na Figura 4-20 em
conjunto com as relagdes frequéncia-amplitude dos osciladores modais nao
lineares na vibragdo livre. Observa-se que os modos normais ndo lineares
descrevem adequadamente o comportamento dinamico global do sistema
estrutural possibilitando a exploracdo e o estudo sistematico da dindmica do

sistema.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721423/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721423/CA

181

1 =1,000;
'=1,000; £=0,003; £=0,005 ;
4| £2=1.250; t=0... 80s. e

o
o
|

se¢do de Poincaré

du/dt (rad/s)
o
|
du/dt (rad/s)

-0.5

-1 * \ * I * I * I I T T T

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04
u (rad) u (rad)
(a) (b)

Figura 4-18 Plano de fase para vibragéo forcada amortecida — modos P11 e P21 —
u(t=0)=0,0 rad; du/dt (t=0)=0,5 rad/s: (a) resposta transiente; (b) resposta permanente.

4.2.8.
Diagramas de bifurcacao

Os diagramas de bifurcacdo, tomando-se £2=1,300 e &= 0,001 sdo obtidos
para os modos similares desacoplados e sdo mostrados na Figura 4-21. Os
diagramas revelam uma bifurcag¢@o supercritica do tipo tridente (pitchfork) onde
uma solug¢do inicial inica bifurca em trés solugdes: duas estaveis (P1 e P2) e uma
instavel (P3 e P4). A bifurcacdo acontece para um valor de 7"=1,270 ¢ com um
pequeno aumento da amplitude da onda todos os ramos de solu¢des perdem sua
estabilidade. As coordenadas dos pontos assinalados na Figura 4-21 sdo mostradas
na Tabela 4-3.

As orbitas e as respectivas se¢des de Poincaré correspondentes aos pontos
P1, P2 e P3 da Tabela 4-3 sdo obtidas pela integracdo numérica pelo método de
Runge Kutta de quarta ordem dos osciladores modais tendo como condigdes
iniciais as coordenadas dos respectivos pontos; os resultados sdo mostrados na
Figura 4-22, mostrando orbitas fechadas e axissimétricas em relagdo ao eixo das

velocidades.
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15
|| r=1.000; . 0.2 | L1000
£=0.005; - £=0030;
: ; 1| 2=1.250;
. £=60.80s,
' 0.1
o~ X o secao de Poincaré
3 ' 2]
8 g
= ~ 0
S RS
: I
S =
_01 —
-0.2 —
-1 5 T I T [ T ‘ ‘
-5 -2.5 0 2.5 1.52 1.56 1.6
u (rad) u (rad)
(a) (b)

Figura 4-19 Plano de fase para vibragéo forgada amortecida — modos PS31 e PS41:
(a) Resposta transiente - u(t=0)=-0,7 rad; du/dt (=0)=0,0 rad/s e u(t=0)=-0,8 rad; du/dt
(t=0)=0,0 rad/s; (b) resposta permanente - u(t=0)=-0,8 rad; du/dt (t=0)=0,0 rad/s.

=1,000; £&=0,010

Figura 4-20 Curvas de ressonancia - influéncia do angulo y.
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Para os modos similares acoplados, P11 e P21 os diagramas de bifurcacao
sdo mostrados na Figura 4-23, onde os valores Q=1,300 ¢ &= 0,001 foram
utilizados como exemplo numérico. Observa-se nos diagramas a ocorréncia de
uma bifurcacdo do tipo né-sela, onde para os valores de /"< 0,532 (P4) existem
duas solugdes: uma estavel (P1) e outra instavel (P2). Para valores de 77> 0,532
(P4), como por exemplo, o ponto P3, ndo existem solu¢des que satisfagam esses
modos de vibragdo. As coordenadas dos pontos assinalados na Figura 4-23 sdo
mostradas na Tabela 4-4.

As Orbitas e as respectivas se¢oes de Poincaré correspondentes aos pontos

0 0.025
0.02 |
Pl /
-1 o I‘
— P3 0.015 '
el T-e- ?ES N
g/ P4 :’ !
\ S '
s P2 S 0.01 P2
2 =
P3 o-
‘ P4
‘\ 0.005 —
PIN_
3 T ‘ T ‘ T ‘ T O T [ T [ T [ T
0 0.4 0.8 1.2 1.6 0 04 0.8 1.2 1.6
I I
(a) (b)

Figura 4-21 Diagrama de bifurcagdo — modos P01 e P02 - 0=1,300 e &= 0,001: (a)
rotagdes; (b) velocidades rotacionais. Ramos estaveis — linhas continuas; ramos

instaveis — linhas tracejadas.

Ponto r u (rad) (fZ(/s:)
P1 1,253 -1,054 0,005
P2 1,253 -1,530 0,009
P3 1,253 -1,296 0,007
P4 1,410 -1,367 0,007

Tabela 4-3 Coordenadas dos pontos dos diagramas de bifurcagdo da Figura 4-21.
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P1 e P2 da Tabela 4-4 sdo obtidas pela integracdo numérica da equacdo do
oscilador modal for¢ado. As condi¢des iniciais utilizadas sdo as coordenadas dos
respectivos pontos, os resultados sdo mostrados na Figura 4-24. Observa-se que as
orbitas, apesar de terem o mesmo valor de amplitude de onda, os deslocamentos ¢
velocidades possuem magnitudes bem diferentes entre os dois pontos, sendo que a
oOrbita instavel P2 tem magnitude maior que a 6rbita estavel P1.

4.2.9.
Estabilidade

A andlise paramétrica da estabilidade da solucdo dos osciladores modais dos
modos similares pode ser obtida com os diagramas de Mathieu do tipo
amortecido. Aplicando-se a técnica de Mathieu as equagdes (4-98) e (4-99)

obtém-se as seguintes desigualdades indicando as regides de estabilidade:

0250 0334X~ 1] 0028x" 02508

o T o 1T o T o >0; (4-107)
0,250 038X~ 1) 0,005x™" 0,250&

o T o il o + o0 >0 (4-108)

A Figura 4-25 (a) e (b) mostram os diagramas de estabilidade para os modos
similares desacoplados e acoplados respectivamente em termos da amplitude - X"
e da frequéncia — 2 do movimento para varios fatores de amortecimento. Para
ambos os resultados os dominios de estabilidade sao reduzidos a medida que o
fator de amortecimento decresce. Combinando-se as equagdes (4-105) e (4-107)
pode-se obter a fronteira de estabilidade em termos do pardmetro de amplitude da
carga externa, /, mostrado na Figura 4-26 (a) e na Figura 4-26 (b) para os modos
similares PO1 e P11, respectivamente. Na Figura 4-26 (a) mostra-se, também, o
ponto de bifurcacdo, P3, do diagrama da Figura 4-21, enquanto na Figura 4-26 (b)
mostra-se o ponto P4 referente ao diagrama da Figura 4-23. Observa-se que as
regides instaveis (4areas hachuradas) tornam-se maiores na regido de ressonancia, e
que ha boa correlagdo entre os pontos de perda de estabilidade dos diagramas de

bifurcacdo e as fronteiras de estabilidade no diagrama de Mathieu.
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2=1,300; £=0,001

du/dt (rad/s)

Figura 4-22 Orbitas no plano de fase e se¢des de Poincaré para os pontos da Figura
4-21.

0 16—
1 Pl 4
0.4 '-
; 1.2,
: =z
~-0.8- é '
e X |
R gos—-
! P4®  p3e !
S22 / 3
' 04—
_167: “,’ \
1\ e ] ) '
- P2 o2 Py P3
-2 T T I T T 0 T pr \ ' I
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
r I
(a) (b)

Figura 4-23 Diagrama de bifurcacao — modos P11 e P21 - =1,300 e &= 0,001: (a)

rotacdes; (b) velocidades rotacionais. Ramos estaveis — linha continuas; ramos
instaveis — linhas tracejadas.

Ponto r u (rad) (‘1{:(/3:)
P1 0,200 -0,276 0,001
P2 0,200 -1,797 0,059
P3 0,627 -1,009 0,007

Tabela 4-4 Coordenadas dos pontos dos diagramas de bifurcagdo da Figura 4-23.
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£2=1,300; £&=0,001

o |—rr
---p2
f—‘ -‘~‘
. .
, R
.

i R
< g K
b= / ¥
IS [ . . v
2 4 1 sec¢des de Poincaré v
S~ ! '
= ' 1
S 0 i

' '

'

Figura 4-24 Orbitas no plano de fase e se¢des de Poincaré para os pontos da Figura
4-23.

2 2 N
— £=0,010 — £=0,010 regido estavel
T ’ 4= == £=0,050
=== £=0050 | £=0, N
e £=0,100 regiao instave
—*— £=0,100 s

~ o~
o el
[+~] <
F 04 regido estavel X 0 regido estavel

regido estavel

regido instavel

regido estavel

2 . I T -2 T T T
1 1.25 15 1 1.25 15
0 0
(a) (b)

Figura 4-25 Influéncia do amortecimento no diagrama de estabilidade de Mathieu: (a)
modos P01 e P02; (b) modos P11 e P12.

Além do método analitico obtido pelo uso dos diagramas de estabilidade de
Mathieu, pode-se também analisar a estabilidade das solu¢des por meio da
integracdo numérica das equagdes de movimento. Os modos POl e P02
correspondem as solugdes desacopladas nos eixos fisicos da torre articulada. A
estabilidade da solugdo obtida pelo modelo reduzido referente ao oscilador
expresso pela eq. (4-98) ¢ numericamente analisada pela integracdo das equacdes

originais com as condicdes iniciais para &, e d&)/dt correspondentes ao ponto P4
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5 5
N 2.5 N 2.5
| P3' |
P4
O T | T 0 T I T |
1 1.25 15 1 1.2 1.4
Q 0
(a) (b)

Figura 4-26 Diagrama de estabilidade de Mathieu, 7"x £2. (a) modos P01 e P02; (b)

modos P11 e P12. £=0,001, regido instavel — area hachurada.

da Figura 4-21 e com uma leve perturbagio no grau de liberdade 6,=10° , o valor
de d@,/dt utilizado ¢ igual a zero. O resultado no tempo (0 s < t< 120 s) para os
deslocamentos 6; e & sdo mostrados respectivamente nas Figura 4-27 (a) e (b).
Observa-se que a perturbagdo provoca a perda do desacoplamento da solucao apds
um periodo de tempo de integracdo (aproximadamente 30 s), indicando a
instabilidade da solucdo correspondente ao modo desacoplado P01 para elevados

valores de /.

1.5E-005 2
|| 2=1,300; £=0,001 £2=1,300; £=0.,001

1E-005 —|

5E-006 —| perturbagdo ‘
LI M mH ki

0 AT H ” Uw H‘ ‘ M“ I “H | {

6, (rad)

-5E-006 —|

-1E-005

-1.5E-005 : ‘ ‘ : 2 : ‘ : ‘ ;
0 40 80 120 0 40 80 120
t(s) t(s)

(a) (b)

Figura 4-27 Resposta no tempo para P4 com perturbagéo inicial: (a) 6; x t; (b) & x t.

De modo similar verifica-se o comportamento da resposta no tempo

integrando-se o oscilador modal do modo P11 com as condigdes iniciais
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equivalentes ao ponto P3 da Tabela 4-4, a orbita resultante no plano de fase ¢
mostrada na Figura 4-28. Observa-se que a solu¢do se afasta das condigdes
iniciais até deixar de existir por problemas de divergéncia na integracdo numérica,
o que estd de acordo com os diagramas de bifurcagdo da Figura 4-23, onde para o

nivel de valor do pardmetro / ndo existe mais solucdo para esse modo.

4.3.
Analise com corrente

Considera-se agora a acdo de uma corrente ocednica na vibragdo da torre
articulada. A dire¢do da corrente ¢ determinada pelo angulo ¢, definido a partir do
eixo x. O primeiro efeito da a¢do da corrente ¢ comparavel ao efeito das
imperfei¢des iniciais consideradas no caso do péndulo invertido, ja que a corrente
produz um deslocamento inicial estatico, correspondente a solugdo das equagdes
(4-30), que para os dados numéricos mostrados na Tabela 4-1, resulta em:

g, =0,097cose, ; 6,,=0,097sine, (4-109)

Desse modo os deslocamentos iniciais estaticos sao peridodicos o que reflete

a simetria do modelo da estrutura, de modo que somente o quadrante 0 < ¢, <7/2

necessita ser analisado. Além disso, a simetria do sistema implica que no caso de
valores de ¢« correspondente a angulos complementares, as equagdes de

movimento sdo equivalentes, bastando trocar os graus de liberdade &, e €, entre

|| £2=1,300; &=0,001

du/dt (rad/s)
' o
|

- u (rad)
Figura 4-28 Orbita no plano de fase para o ponto P3 da Figura 4-23.
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si. Desse modo, somente precisa ser estudada a regidio0<a, <7/2.

O caso a.=n/2 produz equagdes correspondentes as expressdes para 0 caso
a,=0 rad, onde os graus de liberdade &; e &, trocam de lugar entre si, e por isso
esse caso ndo ¢ considerado nesse trabalho.

As equacdes de movimento (4-47) sdo modificadas utilizando-se a regra de
Cramer e a expansdo em série de Taylor até os termos de quarta ordem.
Apresentam-se a seguir as equacdes de movimento para trés valores de ¢, dentro
do quadrante escolhido.

Para =0 rad, ou seja, a corrente atuando na direcdo x, o sistema ¢

governado pelas seguintes equagdes de movimento aproximadas:

6 +36,5616, —1,9426F —1,4640 +318696 —20,4630,62 —

. . L (4-110)
1,43260,60% +0,6420,07 +0,6420,0,6, =0 ;
6, +36,7800, —2,8996,6, +32,3668° —20,3236,67 —1,4320,67 + PRTEY
0,6420,07 +0,6426,0,0, =0
Para o caso de a,.=7/8, as equacdes de movimento sdo iguais a:
6, +36,5930, —0,2266, —1,7996° — 116006, —1,3646? +31,9396" -
0,5316,67 —20,4496,67 —1,4326,07 +0,6426,07 +
(4-112)

0,6426,6,0, —0,17062 =0 ;

6, +36,7476, —0,2266, —0,754922 -2,6990, -0,5 894912 +
32,2916 —0,5236,07 —20,3500,607 —1,43260,67 +0,6426,07 + (4-113)
—20,3500,07 —1,4326,6% +0.6426,6? —0.1716} = 0
O terceiro caso que se apresenta ¢ para o, =4, cujas equacdes de

movimento sio:

6, +36,6696, —0,3200, — 13856 —2,10506, —1,0656; +32,1136 -
0,7486,67 —20,4636,6; —1,4316,67 +0,6426,62 + Y
0,6426,00, —0,2416; =0 ; (@-114)

6, +36,6696, —0,3206, —1,3856’22 -2,1056,6, —1,()656’12 +321 136’23 -
0,7486,07 —20,46360,67 —1,4310,02 +0,6426,6; (4-115)
+0,64260,06, —0,2416. =0
Todas as equagdes de movimento para os trés casos apresentam termos de

ndo linearidades quadraticas e cubicas, diferentemente do caso sem corrente, onde
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estdo presentes somente os termos cubicos. Desse modo a perda de simetria
advinda da adi¢do da corrente ¢ refletida no surgimento de termos nao lineares de
grau par, responsaveis por assimetrias na resposta do sistema dinamico.

4.31.
Modos normais lineares

A andlise linear das equacdes de movimento com adi¢do da agdo de uma
corrente sobre a estrutura ¢ feita por meio da solugdo de um problema de
autovalor. Os autovalores, correspondentes as frequéncias naturais da torre
articulada, resultantes da analise linearizada do sistema variam, mantidos
constantes os outros parametros do problema. Essa variacdo ¢ mostrada na Figura
4-29. Observa-se que a ressonancia interna 1:1 da andlise sem corrente deixa de
existir, mesmo que uma pequena velocidade de corrente seja considerada. As
frequéncias naturais distintas s3o ambas menores do que no caso do problema sem
corrente, indicando que a corrente diminui a rigidez efetiva da estrutura. Além
disso, as frequéncias, quando dependentes unicamente da direcdo da corrente,
apresentam um comportamento periddico em relagdo a esse angulo, sendo
menores as diferencas entre elas para a.=nw2 (n=0,1,2..) e maiores para a.=ns/4
(n=0,1,2..). Esse comportamento peridodico confirma ser necessario somente o
estudo de alguns casos dentro de um unico quadrante para que se obtenha o
entendimento do comportamento da vibragdo da estrutura submetida a a¢dao da
corrente maritima.

Para os casos de a.=0 rad, 7/8 rad e /4 rad, apresenta-se um resumo dos
resultados da andlise modal linear na Tabela 4-5. Observa-se que a quebra de
simetria do problema em fun¢ao da adi¢dao da corrente leva ao surgimento de nods
estaveis, € nao mais um no estrela resultante do problema de autovalor repetido
para o sistema linear sem corrente, onde qualquer vetor era um autovetor do
problema. Além disso, o primeiro modo de vibragdo (autovetor) para cada caso
apresentado na Tabela 4-5 tem a mesma orienta¢do da atuag¢do da corrente, sendo
que o segundo modo ¢ perpendicular ao primeiro. Nas proximas segdes ¢
mostrada a influéncia da corrente no comportamento nao linear da vibragao da

estrutura.
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Tabela 4-5 Resultados da analise modal linear — problema com corrente.
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4.3.2.
Modos normais nao lineares

Como a ressondncia interna deixa de existir pela adicdo da corrente, o
método das variedades invariantes pode ser utilizado para determinacdao dos
modos normais nao lineares da torre articulada.

O grau de liberdade na direcdo x e sua correspondente velocidade sdo
utilizados como par mestre. Procurando-se primeiramente a existéncia de modos
similares e depois utilizando-se o método assintotico para determinagdo dos
modos nao similares, as seguintes fun¢des de restricdo para o modo similar s3o
obtidas para o caso &=0 rad (a corrente atuando na direcao do eixo x):

0 =u; 6=i=v; 6,=0; 6,=0 (4-116)

Substituindo-se as equacgdes (4-116) na equagdo de movimento (3-114),
tem-se o seguinte oscilador modal para um modo nao linear similar:

ii +36,561u—1,942u” +31,869u° +1,4321*u = 0 (4-117)

Os osciladores modais correspondentes as equagodes (4-75) e (4-117) sdo
semelhantes, principalmente pelo desacoplamento natural no eixo x. As diferencas
se dao somente nos valores dos coeficientes ¢ no fato que para o modo do caso
com corrente apresenta termos de ndo linearidade quadratica e ndo somente cubica
como no caso do modo sem corrente. Esses termos sdo responsaveis pela
assimetria do problema introduzida pela consideragdo da corrente. Os termos
quadraticos tém coeficientes de magnitude muito pequena quando comparados aos
termos cubicos, em fun¢do do pequeno valor da velocidade de corrente
considerada, limitando-se assim a assimetria a pequenos valores na resposta do
sistema quando em vibragao.

No caso dos modos ndo similares, tém-se as seguintes funcdes de restri¢do e

oscilador modal:

P=u—-0,005u4" -2,363u" —0,065uv*; (4-118)
0=v+0,009uv—2,35%%v—0,065v" ; (4-119)
P=-u—-0,005u —2,363u> —0,065uv” (4-120)
0 =-v+0,009uv—2,35%"v—0,065v ; (4-121)

i +36,561u—3,406u" +11,419u” —0,1471°u =0 (4-122)
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Observa-se que as equacdes (4-118) e (4-119) descrevem um modo normal
ndo linear, que pode ser considerado um tipico exemplo do caso em que Vakakis
(1991) classifica de perturbacdo do modo similar, onde 0 modo ndo similar
apresenta-se como uma leve perturbagdo de um modo similar de um sistema
correlato, nesse caso o modo similar em fase da se¢do 4.2.2. Para o segundo modo

ndo similar tém-se os seguintes resultados:

P=—u+0,005u" +2,363u +0,064uv" ; (4-123)
0 =—v-0,009uv+2367u’v+0,064v" ; (4-124)
i +36,780u —2,899u” +12,0291° —0,1481i°u = 0 (4-125)

O segundo modo ndo similar pode ser visto como uma perturba¢do do modo
similar fora de fase para o caso sem corrente, 4.2.2. Os modos ndo similares sao
uma clara continuagdo dos modos lineares; j& o modo similar tem a mesma
frequéncia natural do modo em fase, indicando que pode ser visto como uma
bifurcacdo desse modo. Os resultados aqui discutidos podem ser mais bem
visualizados no espaco de configuracao mostrado na Figura 4-30 (a).

Para o caso de o, = /8 rad os resultados para o primeiro modo sao:

P=0,7154+0,0054> +10,591u° + 0,296 1" ; (4-126)
0=0,715v—0,010uv+10,228u%v + 0,296 ; (4-127)
i +36,431u —3,326u +18,6411° —0,8431°u =0 (4-128)

Jé& para o segundo modo os resultados sao:
P=-1399u +0,021u> +0,001v* —41,160u’ +1,0961v* ; (4-129)
0 =-1399v—0,041uv —42,5461°v —1,0941° ; (4-130)
i +36,909u —2,850u” +2,484u” +1,3331°u=0 (4-131)

As equacgdes (4-126), (4-127), (4-129) e (4-130) revelam que a simetria do
problema foi inteiramente removida pela acdo da corrente numa diregdo
correspondente & o, = /8, sendo que o sistema nesse caso deixa de exibir modos
normais nao lineares similares. O espago de configuracdo para esses modos ¢
mostrado na Figura 4-30 (b).

No terceiro caso, quando ¢, = m/4 rad, os resultados para o primeiro modo
ndo linear ¢é:
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i +36,349u — 4,555u” +10,718u° +0,1481i°u = 0 (4-133)

E para o segundo modo, tem-se:
u, =—u+0,006u”; Q=-v—0,012uv; (4-134)
i +36,349u — 4,555u” +10,718u° +0,1481i°u = 0 (4-135)

No caso da corrente atuando a 45° no plano xy, a simetria do problema em
relacdo ao eixo da corrente ¢ mantida. Isso se traduz na existéncia de um modo
similar em fase semelhante ao problema sem corrente, e a existéncia de um modo
ndo similar, que pode ser visto como a perturbagdo do modo similar fora de fase
do caso sem corrente. Na Figura 4-30 (c) ¢ mostrado o plano de fase com a
configuracdo para o caso onde o, = 77/4 rad.

4.3.3.
Multiplicidade de modos

A reducdo de simetria em geral diminui a existéncia de modos bifurcados
(Vakakis, 1991). Como visto na se¢do anterior somente o caso onde o, = 0 rad
apresentou mais modos que o nimero de graus de liberdade identificados pelos
métodos analiticos. Para a completa verificagdo desse fendmeno, obtém-se as
secdes de Poincaré para as trés diregdes de corrente consideradas nessa analise. As
segOes obtidas para cada caso sdo as mesmas definidas pelas equagdes (4-84) com
nivel de referéncia de energia 4, igual a 0,146 J.

As secdes para o caso em que =0 rad sdo mostradas na Figura 4-31, onde
dois pontos fixos estaveis (centros) sdo identificados na se¢ao 2; e trés na
secdo 2. Ja para o caso em que a. = /8 as secdes de Poincaré resultantes sdo
mostradas na Figura 4-32, onde se observa a existéncia de dois pontos fixos
estaveis em cada uma das se¢des. Por fim t€ém-se as se¢des para o caso a. = 74,
onde os resultados sdo mostrados na Figura 4-33. Também para esse caso sdo
identificados somente dois pontos fixos estaveis em cada se¢ao.

Assim a adi¢do da corrente ao problema reduz a quantidade de pontos fixos
na estrutura. As coordenadas dos pontos fixos obtidos nas se¢des exibidas em:
Figura 4-31, Figura 4-32 e Figura 4-33 sdo mostradas na Tabela 4-6. A relagdo
entre os modos correspondentes aos pontos fixos identificados e os modos
analiticamente obtidos na secdo 4.3.2 pode ser obtida por meio da resposta do

sistema no tempo de modo semelhante ao realizado para o sistema sem corrente.
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Os resultados da integragdo numérica revelam que o ponto P02 da Figura
4-31 (b) corresponde ao modo similar da Figura 4-30 (a), enquanto que os pontos
P11 (P12) e P21 (P22) das secdes da Figura 4-31 (a) e (b) correspondem aos
modos ndo similares da Figura 4-30 (a).

Para o caso em que .= /8 os pontos P11 (P12) e P21 (P22) das se¢des da
Figura 4-32 correspondem aos modos ndo similares da Figura 4-30 (b). A mesma
correspondéncia se verifica para entre os pontos P11 (P12) e P21 (P22) das se¢des
da Figura 4-33 e os modos similar e ndo similar da Figura 4-30 (c).

Desse modo as se¢des de Poincaré nao identificam nenhum modo nao linear

adicional aos modos analiticamente determinados na sec¢ao 4.3.2.

0.4
primeiro modo ndo similar 0.1
S .
primeiro modo
02 0.05 >
= =)
o ©
o 0 = 0
- <
N modo similar
-0.05
-0.2 P4
- segundo modo
segundo modo ndo similar -0.1 -
04— +—F—+—— I
04 0 04 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
6, (rad) ¢, (rad)
(a) (b)
0.8
modo similar
0.4
=)
£ o~
<
-0.4 -~
modo ndo similar
-0.8 T T T T T T
-0.8 -0.4 0 0.4 0.8
6, (rad)
(c)

Figura 4-30 Espago de configuragdo - modos normais néo lineares: (a). a. = 0 rad; (b)
a.= 8 rad; (c) a.= &4 rad.
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Figura 4-32 Secdes de Poincaré para .= #/8rad: (a) segdo 2j; (b) se¢do 2, - h= h,.
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Figura 4-33 Secdes de Poincaré para o, = nf4rad: (a) segdo 2; (b) se¢do 2, - h=hy
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Para um nivel de energia menor, 7=50% h,, obtém-se as se¢des de Poincaré
das Figura 4-34, Figura 4-35 e Figura 4-36, onde se pode observar os mesmos
modos identificados nas se¢des obtidas com o dobro do nivel de energia,

apresentando, porém, menores amplitudes de deslocamentos.

1 1
0.5 Pl 0.5
@ 1 @ 1
§ § P02
S S ©
S 3
< ] ) ]
< <
P21
-0.5 -0.5
-1 —T T T -1 —T T T
-0.15 -01 -0.05 0 0.05 01 015 -0.15 -0.1 -0.05 0 005 0.1 015
0, (rad) 0, (rad)
(a) (b)

Figura 4-34 Secdes de Poincaré para .= 0rad: (a) segao 2y; (b) segéo 2, - h=50%

ho,

d@y/dt (rad/s)

d@y/dt (rad/s)

-0.15 0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.15 0.1 0.05 0 0.05 0.1 0.15
0, (rad) 6, (rad)
(a) (b)

Figura 4-35 se¢des de Poincaré para o, = 7/8rad: (a) segdo 2; (b) segdo 2,- h=50%

ho.
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0.5 —

(b)

0.05 0.1 0.15

Figura 4-36 Segdes de Poincaré para o, = nf4rad: (a) segdo 2; (b) se¢do 2,- h=50%

ho.

a. (rad) - Coordenadas
ﬁ.ngulo de Secao  Pontos
direcio da 0, do,dt 6, do,/dt
corrente (rad) (rad/s) (rad) (rad/s)
s P11 0,001 0,153 0,000 0,589
! P21 0002  -0.152 0,000  0.589
0 P02 0,000 0,609 0,000 0,000
s, P12 0000 0000 0010 0614
P22 0,000 0,000 0,011 0,614
- P11 -0.001 0565 _ 0000 _ 0215
! P21 0004  -0.565 0,000 0215
/8 P12 0.000 0424 _ 0001 0.431
22 P22 0000 0424 0004  -0431
- P11 0.001 0448 0000 _ 0.403
! P21 0004  -0.448 0,000  0.403
/4 5 P12 0,000 0,403 0,005 0,447
2 P22 0,000 0,403 0,004 -0,448

Tabela 4-6 Coordenadas das se¢des de Poincaré.

43.4.

Relagao frequéncia-amplitude

As curvas de ressonancia sao obtidas com o uso do método do balanco

harmoénico, assumindo-se a seguinte expressao para os osciladores modais:

u(t)=X1 +X, cos(a)t)

(4-136)
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O sistema de equagdes algébricas resultantes do método do balanco
harmoénico e da aplicagdo das relagdes trigonométricas do Anexo I € resolvido
utilizando-se o0 método do controle de comprimento de arco. As curvas para os
modos obtidos para os trés valores de angulo de dire¢do da corrente, &.=0, 7/8 e
714 sdo mostradas respectivamente na Figura 4-37 (a), Figura 4-37 (b) e Figura
4-37 (c); onde:

X' =X, +|X,)| (4-137)

Observa-se que em todos os casos, os modos apresentam ganho de rigidez
no comportamento das curvas de ressondncia que sdo bastante semelhantes ao
caso sem corrente. Apesar dos termos quadraticos, as curvas se mostram
praticamente simétricas, uma vez que a magnitude dos coeficientes dos termos
quadraticos € pequena se comparada com os coeficientes dos termos cubicos.

A variagdo da energia do sistema com a frequéncia ¢ mostrada na Figura

4-38 (a) para o caso em que =0 rad e na Figura 4-38 (b) para o caso em que o, =

3 3
—+ Modo similar Primeiro modo
—— Primeiro modo ndo similar = = = Segundo modo
2. Segundo modo nao similar / 2 —
1 e N
S S | e
E o E o
1 14 T~ Tt
2 2
3 T -3 T T T
1 1.1 1.2 1.3 1 1.05 1.1 1.15 1.2
Q Q
(a) (b)

Primeiro modo
= = = Segundo modo

X" (rad)
o
I

(c)
Figura 4-37 Curvas de frequéncia-amplitude: (a) .= 0 rad; (b) a.= 7/8 rad;
(¢) a.= /4 rad.
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Figura 4-38 Curvas de frequéncia-energia: (a) a.= 0 rad; (b) a.= #/8 rad; (c)

a.= /4 rad.

78, enquanto o caso da imperfeicao onde o, = /4 ¢ mostrado na Figura 4-38 (c),
onde todos os modos exibem um aumento do nivel de energia em funcdo do
aumento da frequéncia de vibragao.

4.3.5.
Vibragao forgada

No caso da vibracdo forcada amortecida consideram-se os osciladores
modais obtidos com os modos normais nao for¢ados acrescidos de uma forca
harmoénica simulando a a¢do de uma onda e a adi¢ao de uma pequena quantidade
de amortecimento proporcional como no caso sem corrente analisado na 4.2.7.
Para obten¢ao das curvas de ressonancia na vibracao forcada foi utilizado o

método do balango harmdnico com a seguinte aproximagao:

u(t)=X1+X2cos(a)t)+X3cos(a)t) (4-138)
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E para simplicidade das curvas, foi utilizada a seguinte expressao:

X =X, +yX, +Xx; (4-139)

Para os casos a.=0 e 7/8 e m/4, as curvas de ressondncia para vibracio
forcada sdo mostradas respectivamente na Figura 4-39 (b), Figura 4-39 (b) e
Figura 4-39 (c). Observa-se a existéncia do fendmeno do salto dindmico em todos
os modos, assim como no caso da vibragdo livre o caso que mais apresenta
diferenga entre as curvas de ressonancia para os seus modos ¢ aquele onde o=
778 rad, traduzindo assim a completa perda de simetria por acdo da corrente. Ja as
amplitudes do movimento sdo de magnitudes semelhantes para todos os modos,
mantidos constantes 0s outros parametros.

As curvas de ressonancia para alguns valores do angulo de atuagdo da carga

|| 7=1,000; $=0,001

10 modo néo similar—,

| [7=1.000; £=0,001

1.6 — 1° modo néo similar—s

1.6

modo similar ——m,

4
7/ 20 modo nio similar|

0.4 -

|| 7=1.000; £=0,001

1.6 10 modo ndo similar —
. Z

Ay
i
Gy
Oy
"/
/e
),

A
/,” 20 modo nio similar
4

0.9 1 1.1 1.2 1.3

(©)

Figura 4-39 Curvas de ressonéncia: (a) a;= 0 rad; (b) a.= 78 rad; (¢) a, = #/4 rad.

externa, y, obtidas pelo método do balango harménico e do comprimento de arco,
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a partir do sistema original de equacdes, sdo mostradas na Figura 4-40 em
conjunto com as relagdes frequéncia-amplitude dos osciladores modais nao
lineares na vibracdo livre para o caso onde . =0. Observa-se que os modos
normais nao lineares descrevem adequadamente o comportamento dinamico
global do sistema estrutural, uma vez que a ressonancia ocorre na vizinhanca
desses modos. Os outros dois casos produzem resultados semelhantes e desse

modo ndo sdo mostrados neste trabalho.

4.3.6.
Diagramas de bifurcagao

Os diagramas de bifurcac¢ao, tomando-se £2=1,300 e & 0,001 sdo obtidos
para os modos do caso para a corrente atuante na dire¢ao do eixo x. Os resultados
para 0 modo similar comparado com o modo correspondente do modelo sem
corrente ¢ mostrado na Figura 4-41 (a), onde também foi plotado o resultado para
a corrente atuando na dire¢do negativa de x (o, = -z rad) ja os diagramas para os
modos ndo similares sdo mostrados na Figura 4-41 (b).

Observa-se que no caso do modo similar a bifurcagdo tridente supercritica
deixa de existir pela adigdo da corrente, ¢ o valor do parametro para o qual a
solugdo deixa de ser estavel € menor (/=0,878) que no caso da andlise sem
corrente (/=1,270). Para os modos ndo similares as bifurca¢des do tipo no-sela

continuam a existir € o sistema apresenta comportamento semelhante, com

I=1,000; £=0,010 y=0rad
0.6 —
y= w4 rad

= 0.4 —
<
=

0.2 —

0 T T T | T [
0.8 0.9 1 1.1

Figura 4-40 Curvas de ressonancia - influéncia do angulo 7, o= 0 rad.
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parametros de carga ligeiramente maiores quando a corrente ¢ considerada
(/=0,562 para o primeiro modo ndo similar e /=0,547 para o segundo) que o
valor para bifurcacao do problema sem atuacgdo da corrente (/= 0,532).

Os diagramas de bifurcacio para .= 7/8 rad ¢ o= /4 rad s3o apresentados
respectivamente nas Figura 4-42 (a) e Figura 4-42 (b). Observa-se que no caso de
a.~= 8 rad as bifurcacdes deixam de existir, j& que nenhum eixo de simetria ¢
mantido quando a corrente atua nesse sentido. No caso de a.= 7/4 rad as

bifurcagdes tipo nd-sela sao mantidas para ambos os modos.

4.3.7.
Estabilidade

A estabilidade da solugdo para o sistema pode ser obtida por meio do
diagrama de Mathieu, em termos dos parametros de carga e frequéncia. Como
exemplo mostra-se nas Figura 4-43 os limites de estabilidade para os modos
correspondentes a o, = 0 rad. Também s3ao mostrados os pontos de perda de
estabilidadade dos diagramas da se¢do anterior: o ponto P1 do diagrama da Figura
4-41 (a); os pontos P1 e P2 referentes aos diagramas mostrados na Figura 4-41
(b). Observa-se uma boa concordancia entre os diagramas de bifurcagdo e as

curvas de limite de estabilidade do diagrama de Mathieu.

4.4.
Analise com a teoria de ondas planas

A comparacdo entre os resultados obtidos pela modelagem de ondas pela
teoria de ondas planas cuja formulagcdo encontra-se na secdo 4.1.3 e pelo uso de
fungdes harmdnicas como a expressa pela eq. (4-92) pode ser obtida por meio de
integracdo numérica das equacdes de movimento do sistema.

As Figura 4-44 (a) e (b) mostram os resultados no tempo para as rotagdes e
velocidades obtidas para ambos os modelos num intervalo 0 s<t<16 s e condi¢des
iniciais homogéneas. Foram utilizados os parametros da Tabela 4-1 e também
&=0,020, @,=0,750 rad/s e 7=1,000. Observa-se que a amplitude do movimento ¢
de magnitude semelhante, entretanto a resposta para a onda plana ndo é simétrica
em relacdo ao eixo do tempo como se observa para os resultados da carga
harmonica. Assim sendo, resultados diferentes dos obtidos no estudo da vibragao
forcada podem ser encontrados, com a carga harmoénica interferindo

qualitativamente no comportamento dindmico obtido.
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,  Sem
-1 corrente b
) ~—
i 4 EREE
— S~a ~' P2, P1
= b S i com corrente ¢’ 1
\ 2°modo_ 4,7,
com corrente \ “ -,
a, = rad A 1.5 - Lonelr
-2 \ sem corrente LL.attleT
k ] Aol
\ \ _.=22%2I-" \comcorrente
N ‘:':'-'--::-"— 1° modo
: . 2 t---
I I I I I
0 0.4 0.8 1.2 1.6 0 0.2 0.4 0.6
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(a) (b)
Figura 4-41 Diagrama de bifurcagéo para rotagdes o= Orad - Q=1,300 e &= 0,001.
(a) modos similares; (b) modos nao similares.
04 0
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Figura 4-42 Diagrama de bifurcagéo para rotagdes - ©=1,300 e &= 0,001: (a) o= #/8
rad ; (b) a.= #/4 rad.
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Figura 4-43 Diagrama de estabilidade de Mathieu, 7'x 2 — «,= 0 rad: (a) modo
similar; (b) 1° modo néo similar; (c) 2° modo nao similar. £&=0,001- regido instavel —

area hachurada.

0.04 0.2
| —Teoriadeondésplanas . I"ll""'ll‘" L B L R
.--C A Aot oy b Poh ooy
arga harmonica T I A B L S I B
0.4 = "fWflre i it prat ateaty 4l al an el ottty ot
. """"':I'ﬂ":"':ll
AR ET R AR LT E AR R AR
o~ 1
w
P
= 0
g ':I'I‘I:I"' :n:'
g AR R bRk AR AR bR o f
ST 111 33 L B I 1 1 B 1
~-0.1 4" {1 0 | Y R {1 1:."l MmN 'n':”
N M 'I: l: 1 :' |: 5 ': :: ‘: u .: :' 1 |: w I,| i ::
R H A HHHH A A AR AR A
-0.2
— Teoria de ondas planas

- - - Carga harménica

0.3 T T T T
0 4 8 12 16
£(s)

(a) (b)

Figura 4-44 Comparacao da resposta no tempo para teoria de ondas e carga
harmoénica: (a) 0, x t; (b) d6/dt x t.
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