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Apêndice A 
 
Campos Modais para Guias de Ondas Coaxiais 

A Figura A.1 ilustra a geometria de uma seção de guia de onda coaxial e o 

sistema de coordenadas cilíndricas ( , , )zρ φ  que será utilizado na representação 

dos campos. O eixo de simetria do guia de onda coincide com o eixo z , e os 

cilindros condutores interno e externo têm raio a  e b , respectivamente. 

Assume-se que as paredes desses dois cilindros são compostas de condutores 

perfeitos. Considera-se que, em cada seção de guia de onda coaxial, o meio de 

propagação da onda eletromagnética é constante e caracterizado pela 

permissividade ε  e permeabilidade μ . 

 

         
Figura A.1 – Geometria do problema proposto. (a) seção de guia de onda coaxial e (b) 

sistema de coordenadas cilíndricas. 

 

 

A.1. 
Solução da Equação Homogênea em Coordenadas Cilíndricas 

Como descrito em [84] e [85], os vetores potenciais elétrico F
G

 e magnético 

A
G

 podem ser utilizados para expressar as equações de Maxwell em um meio 

linear, homogêneo, isotrópico, sem fontes e sem perdas, resultando nas 

seguintes expressões para os campos elétrico E
G

 e magnético H
G

: 
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1 1( )E j A j A Fω
ωμε ε

= − − ∇ ∇⋅ − ∇×
G GG G

                           (A.1) 

1 1 ( )H A j F j Fω
μ ωμε

= ∇× − − ∇ ∇⋅
GG G G

                           (A.2) 

 

onde A
G

 e F
G

 devem satisfazer a equação de onda homogênea: 

 
2 2 0,A k A∇ + =
G G

                                            (A.3) 

2 2 0,F k F∇ + =
G G

                                           (A.4) 

 

e k é a constante de onda expressa por: 

 

2k fω με π με= =                                     (A.5) 

 

Para representar de forma genérica a solução das equações homogêneas 

(A.3) e (A.4), utiliza-se o vetor ψG , onde ( , , ) ( , , ) ( , , )A z F z zρ φ ρ φ ψ ρ φ= =
G G G

, que 

pode ser representado por: 

 

ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )z zz a z a z a zρ ρ φ φψ ρ φ ψ ρ φ ψ ρ φ ψ ρ φ= + +
G

             (A.6) 

 

Substituindo (A.6) nas equações (A.3) e (A.4), obtém-se: 

 
2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 0z z z za a a k a a aρ ρ φ φ ρ ρ φ φψ ψ ψ ψ ψ ψ∇ + + + + + =                (A.7) 

 

 
Figura A.2 – Representação dos vetores unitários em coordenadas cilíndricas para dois 

pontos distintos 1 1 1( , , )zρ φ  e 2 2 2( , , )zρ φ . 
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Observa-se na Figura A.2 que, para dois pontos distintos 1 1 1( , , )zρ φ  e 

2 2 2( , , )zρ φ , os vetores unitários âρ  e âφ  não são paralelos, o que faz com que 

os mesmos não possam ser tratados como constantes, pois são função de 

( , , )zρ φ . Logo, a equação (A.7) nas direções ρ  e φ  resulta em: 

 

2 2
2 2

2 0kρ φ
ρ ρ

ψ ψ
ψ ψ

ρ ρ φ
∂⎛ ⎞

∇ + − − + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                            (A.8) 

2 2
2 2

2 0kφ ρ
φ φ

ψ ψ
ψ ψ

ρ ρ φ
∂⎛ ⎞

∇ + − + + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                            (A.9) 

 

Nas direções ρ  e φ , (A.7) é representada por um sistema de duas 

equações diferenciais parciais de segunda ordem, (A.8) e (A.9) respectivamente, 

envolvendo as duas componentes ρψ  e φψ . Exigi-se a solução conjunta dessas 

duas equações diferenciais para chegar-se a uma solução para (A.7). 

Por outro lado, para quaisquer pontos distintos na Figura A.2, os vetores 

unitários ˆza  são paralelos, fazendo com que, na direção z , a equação vetorial 

(A.7) seja representada unicamente por:  

 
2 2 0z zkψ ψ∇ + =                                           (A.10) 

 

A equação (A.10) é conhecida como equação homogênea de Helmholtz e 

envolve somente a componente zψ . Se a solução dessa equação satisfizer as 

condições de contorno do problema analisado, pode-se dizer que ela representa 

a solução do problema proposto.  

A solução da equação (A.10), descrita em [84], pode ser obtida através do 

método de separação de variáveis, onde a função de onda escalar zψ  é 

representada pelo produto de três funções: 

 

( , , ) ( ) ( ) ( )z z Z G H zψ ρ φ ρ φ=                                 (A.11) 

 

A substituição da função zψ , dada pela equação (A.11), na equação 

homogênea de Helmholtz (A.10) resulta em: 
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2 2 2
2

2 2 2 2 0Z GH Z ZH G HGH ZG k ZGH
zρ ρ ρ ρ φ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
               (A.12) 

 

a qual pode ser representada por três equações diferenciais distintas, onde cada 

uma envolve unicamente ( )H z , ( )G φ  e ( )Z ρ . 

 

Para ( )H z , tem-se: 

2
2

2 ,d H H
dz

β= −                                          (A.13) 

com solução dada por: 

( ) j zH z e β= ∓                                             (A.14) 

 

A equação (A.14), para β  real, representa uma onda se propagando ao 

longo do eixo z , sendo β  a constante de propagação da onda e o sentido é 

definido pela opção ∓ . 

 

A parcela referente à ( )G φ  é dada por: 

 
2

2
2 ,d G Gl

dφ
= −                                             (A.15) 

que tem como solução: 

1 2( ) cos( ) sen( )G C l C lφ φ φ= +                                 (A.16) 

 

que representa o comportamento azimutal periódico da distribuição de campo no 

interior do guia de onda coaxial, onde l  representa a dependência azimutal da 

onda e 1C  e 2C  são constantes arbitrárias que definem a polarização dos 

campos ao longo da seção transversal do guia. 

 

Para ( )Z ρ , tem-se: 

 
2 2

2 2
2 2

1 ( ) 0Z Z lk Zβ
ρ ρ ρ ρ

⎡ ⎤∂ ∂
+ + − − =⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦

                        (A.17) 
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que apresenta como solução a combinação linear das funções de Bessel de 

primeira e segunda espécie de ordem l , ( )lJ χρ  e ( )lN χρ , respectivamente, 

expressa por: 

( ) ( ) ( ),l l lZ AJ BNρ χρ χρ= +                                 (A.18) 

onde, 

2 2kχ β= −                                              (A.19) 

 

Essa distribuição de campo ( )lZ ρ  ao longo da direção ρ  representa um 

comportamento estacionário da onda. Essa função possui infinitas raízes χ  que 

serão determinadas juntamente com os coeficientes A e B, de forma a satisfazer 

as condições de contorno do problema. 

Substituindo (A.14), (A.16) e (A.18) em (A.11), tem-se a função de onda 

escalar que representa a solução da equação homogênea de Helmholtz, 

expressa por: 

 

[ ]{ }1 2( , , ) ( ) ( ) cos( ) sen( ) j z
Z l lz AJ BN C l C l e βψ ρ φ χρ χρ φ φ= + + ∓       (A.20) 

 

A solução encontrada será utilizada para representar tanto o vetor 

potencial elétrico zA
G

, quanto o vetor potencial magnético zF
G

.  As expressões 

das componentes de campo elétrico e magnético em coordenadas cilíndricas, 

obtidas a partir das equações (A.1) e (A.2), em função dos potenciais elétrico e 

magnético zA
G

e zF
G

, respectivamente, podem ser expressas por [85]: 

 
21 1z zA FE j

zρ ωμε ρ ερ φ
∂ ∂

= − −
∂ ∂ ∂

                                   (A.21) 

21 1z zA FE j
zφ ωμερ φ ε ρ

∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂
                                   (A.22) 

2
2

2

1
z zE j k A

zωμε
⎛ ⎞∂

= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                                   (A.23) 

21 1z zA FH j
zρ μρ φ ωμε ρ

∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
                                   (A.24) 

21 1z zA FH j
zφ μ ρ ωμερ φ

∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂
                                   (A.25) 
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2
2

2

1
z zH j k F

zωμε
⎛ ⎞∂

= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                                   (A.26) 

 

Os modos que serão excitados no interior do guia de onda coaxial podem 

ser obtidos através das configurações dos campos em função dos vetores 

potenciais elétrico e magnético zA
G

 e zF
G

, respectivamente. Assim têm-se três 

casos: o Transversal Eletromagnético ( )zTEM , quando as componentes dos 

campos elétrico e magnético forem transversais à direção de propagação, o que 

implica em 0z zE H= =
G G

; o Transversal Magnético ( )zTM , quando as 

componentes de campo magnético forem transversais à direção de propagação 

da onda, o que implica em 0zH =
G

; e o Transversal Elétrico ( )zTE , quando as 

componentes de campo elétrico forem transversais à direção de propagação da 

onda, o que implica em 0zE =
G

. Essas três configurações serão expressas no 

desenvolvimento que segue. 

 

 

A.2. 
Modo Transversal Magnético TMZ 

Para o modo zTM ,considera-se 0zH = . As componentes dos campos 

elétrico e magnético em coordenadas cilíndricas, descritas pelas equações de 

(A.21)-(A.26), serão expressas unicamente em termos de ˆ ˆz z z zA A a aψ= =
G

, dado 

por: 

[ ]{ }1 2( , , ) ( ) ( ) cos( ) sen( ) j z
Z l lA z AJ BN C l C l e βρ φ χρ χρ φ φ= + + ∓       (A.27) 

 

Substituindo (A.27) nas equações (A.21)-(A.26) e efetuando as derivações 

correspondentes, obtêm-se as componentes dos campos elétrico e magnético 

para os modos z
lmTM , expressos por: 

 

{ }1 2( ) ( ) cos( ) sen( ) ,' ' TM
lm

m

TM TM
j zTM TM TMlm lm

l lm l lme AJ BN C l C l e
ρ

βχ β χ ρ χ ρ φ φ
ωμε

⎡ ⎤= ± + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∓

(A.28) 

{ }1 2( ) ( ) cos( ) sen( ) ,
TM
lm

m

TM
j zTM TM TMlm

l lm l lm
le AJ BN C l C l e

φ

ββ χ ρ χ ρ φ φ
ωμερ

⎡ ⎤= ± + −⎣ ⎦
∓  
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(A.29) 

( ) { }
2

1 2( ) ( ) cos( ) sen( ) ,
TM
lm

zm

TM
lm j zTM TM TM

l lm l lme j AJ BN C l C l e β
χ

χ ρ χ ρ φ φ
ωμε

⎡ ⎤= ± + +⎣ ⎦
∓  

(A.30) 

 

m

m

TM
TM

TM
lm

e
h φ

ρ η
= −                                             (A.31) 

m

m

TM
TM

TM
lm

e
h ρ

φ η
=                                              (A.32) 

0
zm

TMh =                                                (A.33) 

onde, 

'
ρ
∂

=
∂

                                                (A.34) 

 

e TM
lmη  consiste na impedância transversal de onda para o modo z

lmTM  e é 

expresso por:  
TM

TM lm
lm

βη
ωε

=                                             (A.35) 

 

Os parâmetros A, B, TM
lmχ  e TM

lmβ  são determinados através da aplicação 

da condição de contorno para a componente tangencial de campo elétrico sobre 

as paredes cilíndricas metálicas do guia da onda coaxial, que exige que ze  e eφ  

sejam nulos em aρ =  e bρ = . Essas condições resultam em: 

 

( ) ( ) ( ) 0,TM TM TM
l lm l lm l lmZ a AJ a BN aχ χ χ= + =  para aρ =                  (A.36) 

( ) ( ) ( ) 0,TM TM TM
l lm l lm l lmZ b AJ b BN bχ χ χ= + =  para bρ =                  (A.37) 

 

Da equação (A.36), obtém-se a relação: 

 

( )
( )

TM
l lm

TM
l lm

N aA
B J a

χ
χ

= −                                         (A.38) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521340/CA



 287

Dividindo a equação (A.37) por B , substituindo (A.38) e reorganizando a 

equação, obtém-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,TM TM TM TM
l lm l lm l lm l lmJ a N b J b N aχ χ χ χ− =                     (A.39) 

 

o que resulta em: 

( )

( )

TM
l lm

TM
l lm

A N a

B J a

χ

χ

⎧ = −⎪
⎨

=⎪⎩
                                         (A.40) 

 

A equação (A.39) possui um número infinito de soluções TM
lmχ , conhecidas 

como números de onda de corte, associadas aos modos z
lmTM  de ordem m  e 

relacionadas com a constante de propagação TM
lmβ  através de: 

 

( )22 ,TM TM
lm lmkβ χ= −                                     (A.41) 

 

onde k  é dado por (A.5) e a freqüência de onda de corte do modo TM , de 

ordem m  e dependência azimutal l , pode ser expressa por: 

 

2lm

TM
TM lm

cf
χ
π με

=                                        (A.42) 

 

o que permite representar TM
lmβ  em função de f  e 

lm

TM
cf : 

 

2

1 lm

TM
cTM

lm

f
k

f
β =

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                   (A.43) 

 

Se f >
lm

TM
cf , TM

lmβ  é real e dado por (A.43), e o modo é propagante. 

Porém, se f <
lm

TM
cf , TM

lmβ  é imaginário e o modo é evanescente, sendo 

expresso por: 

2

1TM TM

lm lm

lm

j TM
c

f
f

β χ= −
⎛ ⎞

− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                   (A.44) 
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Através da expansão assintótica das funções de Bessel que compõem a 

equação (A.39), pode-se estabelecer uma relação entre a freqüência de onda de 

corte e as dimensões dos cilindros interno e externo.  

Essas expansões assintóticas das funções de Bessel de primeira e 

segunda espécie, para argumento grande, são dadas por: 

 

2( ) cos
2 4

TM TM
l lm lmTM

lm

lJ π πχ ρ χ ρ
πχ ρ

⎛ ⎞≈ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     (A.45) 

2( ) sen
2 4

TM TM
l lm lmTM

lm

lN π πχ ρ χ ρ
πχ ρ

⎛ ⎞≈ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     (A.46) 

 

Aplicando as equações (A.45) e (A.46) em (A.39), obtém-se: 

 

[ ]2 1 cos sin cos sen 0,
uv

α β β α
π

− =                            (A.47) 

onde: 

,
2 4
lu π πα ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                          (A.48) 

,
2 4
lv π πβ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                          (A.49) 

,TM
lmu aχ=                                                (A.50) 

TM
lmv bχ=                                                 (A.51) 

 

Reescrevendo a equação (A.47), obtém-se: 

 

sen( ) 0β α− =                                           (A.52) 

Logo: 

( ) ,
1, 2,3,...

TM
lm b a n

n
β α χ π− = − =

=
                                 (A.53) 

 

Da equação (A.53) obtém-se a relação entre as dimensões dos cilindros 

condutores interno e externo necessária para que o modo z
lmTM  de ordem m  se 

propague: 
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1
2

lm

TM
c

ma
b bf

με
> −                                             (A.54) 

 

A Figura A.3 ilustra os valores da freqüência de onda de corte TM

clm
f , obtidos 

através da solução numérica da equação (A.39) para os primeiros modos z
lmTM , 

em função da razão /a b . Considera-se que a  e b  são os raios dos condutores 

interno e externo, respectivamente, sendo 15b mm= . Para o modo 01
zTM , a 

Figura A.4 ilustra a distribuição das componentes transversais de campo. Esses 

resultados apresentam concordância quando comparados com os apresentados 

na referência [86]. 

Substituindo a equação (A.40) nas equações (A.28)-(A.30), obtém-se: 

 

{ }1 2( ) cos( ) sen( ) ,' TM
lm

m

TM TM
j zTM TMlm lm

l lme Z C l C l e
ρ

βχ β χ ρ φ φ
ωμε

= ± + ∓           (A.55) 

{ }1 2( ) cos( ) sen( ) ,
TM
lm

m

TM
j zTM TMlm

l lm
le Z C l C l e

φ

ββ χ ρ φ φ
ωμερ

= ± − ∓              (A.56) 

( ) { }
2

1 2( ) cos( ) sen( ) ,
TM
lm

zm

TM
lm j zTM TM

l lme j Z C l C l e β
χ

χ ρ φ φ
ωμε

= ± + ∓           (A.57) 

m

m

TM
TM

TM
lm

e
h φ

ρ η
= −                                            (A.58) 

m

m

TM
TM

TM
lm

e
h ρ

φ η
=                                             (A.59) 

0,
zm

TMh =                                              (A.60) 

 

onde TM
lmη  é dado por (A.35) e: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),TM TM TM TM TM
l lm l lm l lm l lm l lmZ J a N N a Jχ ρ χ χ ρ χ χ ρ= −               (A.61) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'TM TM TM TM TM
l lm l lm l lm l lm l lmZ J a N N a Jχ ρ χ χ ρ χ χ ρ= −               (A.62) 
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Figura A.3 – TM

clm
f  em função de /a b  para os primeiros modos z

lmTM , obtidos através da 

solução numérica da equação (A.39), considerando 15b mm= . 

 

Campo Magnético
Campo Elétrico

 
Figura A.4 – Distribuição das componentes transversais de campo no interior do guia de 

onda coaxial para o modo  01
zTM . 

 

 

A.3. 
Modo Transversal Elétrico TEZ 

Para o modo zTE , considera-se 0zE = . As componentes dos campos 

elétrico e magnético em coordenadas cilíndricas, descritos pelas equações 

(A.21)-(A.26), serão expressas unicamente em termos de ˆ ˆz z z zF F a aψ= =
G

, dado 

por: 

[ ]{ }1 2( , , ) ( ) ( ) cos( ) sen( ) j z
Z l lF z AJ BN C l C l e βρ φ χρ χρ φ φ= + + ∓       (A.63) 
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Substituindo (A.63) nas equações (A.21)-(A.26) e efetuando as derivações 

correspondentes, obtêm-se as componentes dos campos elétrico e magnético 

para os modos z
lmTE , expressos por: 

 

{ }1 2( ) ( ) cos( ) sen( ) ,
TE
lm

m

j zTE TE TE
l lm l lm

le AJ BN C l C l e
ρ

βχ ρ χ ρ φ φ
ερ

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦
∓   (A.64) 

{ }1 2( ) ( ) cos( ) sen( ) ,' ' TE
lm

m

TE
j zTE TE TElm

l lm l lme AJ BN C l C l e
φ

βχ χ ρ χ ρ φ φ
ε

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∓  (A.65) 

0
zm

TEe =                                                 (A.66) 

m

m

TE
TE

TE
lm

e
h φ

ρ η
= ±                                              (A.67) 

m

m

TE
TE

TE
lm

e
h ρ

φ η
= ∓                                             (A.68) 

( ) { }
2

1 2( ) ( ) cos( ) sen( ) ,
TE
lm

zm

TE
lm j zTE TE TE

l lm l lmh j AJ BN C l C l e β
χ

χ ρ χ ρ φ φ
ωμε

⎡ ⎤= ± + +⎣ ⎦
∓  

(A.69) 

 

onde, 

,' 'J NJ    N
ρ ρ
∂ ∂

= =
∂ ∂

                                                (A.70) 

 

e TE
lmη  consiste na impedância transversal de onda para o modo z

lmTE  e é 

expresso por: 

TE
lm TE

lm

ωμη
β

=                                            (A.71) 

 

Os parâmetros A, B, TE
lmχ  e TE

lmβ  são determinados através da aplicação da 

condição de contorno para a componente tangencial do campo elétrico sobre as 

paredes cilíndricas metálicas do guia da onda coaxial, que exige que ze  e eφ  

sejam nulos em aρ =  e bρ = . Essas condições resultam em: 

 

( ) ( ) ( ) 0,' ' 'TE TE TE
l lm l lm l lmZ a AJ a BN aχ χ χ= + =  para aρ =           (A.72) 
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( ) ( ) ( ) 0,' ' 'TE TE TE
l lm l lm l lmZ b AJ b BN bχ χ χ= + =  para bρ =             (A.73) 

 

Da equação (A.72), obtém-se a relação: 

 

( )

( )

'
'

TE
l lm

TE
l lm

N aA
B J a

χ

χ
= −                                         (A.74) 

 

Dividindo a equação (A.73) por B , substituindo (A.74) e reorganizando a 

equação, obtém-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,' ' ' 'TE TE TE TE
l lm l lm l lm l lmJ a N b J b N aχ χ χ χ− =                    (A.75) 

o que resulta em: 

( )

( )

'

'

TE
l lm

TE
l lm

A N a

B J a

χ

χ

⎧ = −⎪
⎨
⎪ =⎩

                                      (A.76) 

 

A equação (A.75) possui um número infinito de soluções TE
lmχ , conhecidas 

como números de onda de corte, associadas aos modos z
lmTE  de ordem m  e 

relacionadas com a constante de propagação TE
lmβ  através de: 

 

( )22TE TE

lm lmkβ χ= −                                      (A.77) 

 

onde k  é dado por (A.5) e a freqüência de onda de corte do modo TE , de 

ordem m  e dependência azimutal l , pode ser expressa por: 

 

2

TE
TE lm

clm
f χ

π με
=                                         (A.78) 

 

o que permite representar TE
lmβ  em função de f  e 

lm

TE
cf : 
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2

1
TE

clmTE
lm

f
k

f
β =

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                         (A.79) 

 

Se f >
lm

TE
cf , TE

lmβ  é real e dado por (A.79), e o modo é propagante. 

Porém, se f <
lm

TE
cf , TE

lmβ  é imaginário e o modo é evanescente, sendo 

expresse por: 

2

1TE

lm TE

clm

TE
j lm

f
f

β χ= −
⎛ ⎞

− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                     (A.80) 

 

A Figura A.5 ilustra os valores da freqüência de onda de corte TE

clm
f , obtidos 

através da solução numérica da equação (A.75) para os primeiros modos z
lmTE , 

em função da razão /a b . Considera-se que a  e b  são os raios dos condutores 

interno e externo, respectivamente, sendo 15b mm= . Para os modos 11
zTE  e 

21
zTE , as Figuras A.6.(a) e A.6.(b), respectivamente, ilustram a distribuição das 

componentes transversais de campo. Esses resultados apresentam 

concordância quando comparados com os apresentados na referência [86]. 

Substituindo a equação (A.76) nas equações (A.64)-(A.69), obtém-se:  

 

{ }1 2( ) cos( ) sen( ) ,
TE
lm

m

j zTE TE
l lm

le Z C l C l e
ρ

βχ ρ φ φ
ερ

= − − ∓                 (A.81) 

{ }1 2( ) cos( ) sen( ) ,' TE
lm

m

TE
j zTE TElm

l lme Z C l C l e
φ

βχ χ ρ φ φ
ε

= + ∓                 (A.82) 

0,
zm

TEe =                                                (A.83) 

,m

m

TE
TE

TE
lm

e
h φ

ρ η
= ±                                           (A.84) 

,m

m

TE
TE

TE
lm

e
h ρ

φ η
= ∓                                          (A.85) 

( ) { }
2

1 2( ) cos( ) sen( ) ,
TE
lm

zm

TE
lm j zTE TE

l lmh j Z C l C l e β
χ

χ ρ φ φ
ωμε

−= ± +          (A.86) 

 

onde TE
lmη  é dado por (A.71) e: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ),' 'TE TE TE TE TE
l lm l lm l lm l lm l lmZ J a N N a Jχ ρ χ χ ρ χ χ ρ= −             (A.87) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' ' 'TE TE TE TE TE
l lm l lm l lm l lm l lmZ J a N N a Jχ ρ χ χ ρ χ χ ρ= −             (A.88) 
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Figura A.5 – TE

clm
f  em função de /a b  para os primeiros modos z

lmTE , obtidos através da 

solução numérica da equação (A.75), considerando 15b mm= . 

 

 

 

(b)(a)

Campo Magnético
Campo Elétrico

 
Figura A.6 – Distribuição das componentes transversais de campo no interior do guia de 

onda coaxial para os modos  (a) 11
zTE  e (b) 21

zTE . 
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A.4. 
Modo Transversal Eletromagnético TEMZ 

O modo zTEM  é o modo de mais baixa ordem. Para esse modo, as 

componentes de campo elétrico e magnético são transversais à direção de 

propagação, onde 0z zE H= = . Esse modo é obtido quando 0l =  e k β= . Com 

essas considerações, a equação diferencial que envolve a função Z , 

relacionada à parcela da equação homogênea de Helmholtz expressa em termos 

de ρ  e descrita por (A.17), será dada por: 

 
2

2

1 0Z Z
ρ ρ ρ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                           (A.89) 

que tem como solução: 

ln( )Z ρ=                                                (A.90) 

 

Substituindo (A.90), (A.14) e (A.16) em (A.11), para 0l = , obtém-se: 

 

ln( ) jkz
z eψ ρ= ∓                                           (A.91) 

 

As componentes do campo elétrico eG  são dadas por: 

 

zE ψ= ∇
G

                                              (A.92) 

o que resulta em: 

1 ,TEM jkze e
ρ ρ

= ∓                                          (A.93) 

0TEM TEM
ze eφ = =                                         (A.94) 

 

As componentes do campo magnético h
G

 são dadas por: 

 

1H E
jωμ

= − ∇×
G G

                                       (A.95) 

o que resulta em: 

1 ,TEM jkzh eφ ηρ
= ± ∓                                       (A.96) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521340/CA



 296

0,TEM TEM
zh hρ = =                                      (A.97) 

onde: 

μη
ε

=                                            (A.98) 

 

A Figura A.7 ilustra a distribuição das componentes transversais de campo 

para o modo zTEM . 

 

 
Campo Magnético
Campo Elétrico

 
Figura A.7 – Distribuição das componentes transversais de campo no interior do guia de 

onda coaxial para o modo zTEM . 

 

 

A.5. 
Modos TMZ e TEZ para l = 0  

Como mencionado anteriormente, as estruturas de acoplamento serão 

excitadas pelo modo zTEM . Portanto, as seções de guias de onda coaxiais que 

compõem essas estruturas serão dimensionadas de forma que somente o modo 
zTEM  se propague e todos os modos superiores sejam evanescentes. Através 

dessa consideração, as equações de campos modais para os modos zTM  e 
zTE  serão reescritas para  0l = . 

 

• Modo Transversal Magnético ( )zTM  

 

00 0
0 0( )' TM

m

m

TM TM
j zTM TMm m

me Z e
ρ

βχ β χ ρ
ωμε

= ± ∓                          (A.99) 
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0

m

m

TM
TM

TM
m

e
h ρ

φ η
=                                          (A.100) 

0
z zm m m m

TM TM TM TMe e h h
φ ρ

= = = =                             (A.101) 

 

onde 0
TM
mη  é dado por (A.35), para 0l = , e: 

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'TM TM TM TM TM
m m m m mZ J a N N a Jχ ρ χ χ ρ χ χ ρ= −        (A.102) 

 

• Modo Transversal Elétrico ( )zTE  

 

00
0 0( )' TE

m

m

TE
j zTE TEm

me Z e
φ

βχ χ ρ
ε

= ∓                            (A.103) 

0

m

m

TE
TE

TE
m

e
h φ

ρ η
= ±                                       (A.104) 

0
z zm m m m

TE TE TE TEe e h h
ρ φ
= = = =                            (A.105) 

 

onde 0
TE
mη  é dado por (A.71), para 0l = , e: 

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' ' 'TE TE TE TE TE
m m m m mZ J a N N a Jχ ρ χ χ ρ χ χ ρ= −        (A.106) 
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Apêndice B 
 
Limitações Teóricas do MMT Aplicado na Análise de 
Estruturas Coaxiais 

Na aplicação do MMT na análise de estruturas coaxiais existem dois 

problemas a serem considerados quando a descontinuidade se dá nos cilindros 

condutores interno e externo simultaneamente, como ilustrado na Figura B.1 e 

dimensões apresentadas na Tabela B.1. O primeiro envolve a montagem 

mecânica do dispositivo, que apresenta dificuldades para o alinhamento perfeito 

dos cilindros condutores, interno e externo, devendo-se considerar possíveis 

discrepâncias no posicionamento relativo dos condutores. O segundo problema 

está relacionado às limitações teóricas que envolvem a aplicação do Método de 

Casamento de Modos nesse tipo de estrutura. Para que o método seja aplicável, 

a área livre de seção reta do guia de onda coaxial da direita deve estar contida 

totalmente na área livre de seção reta do guia de onda coaxial da esquerda em 

cada descontinuidade considerada, como ilustrado na Figura 2.3, o que não 

ocorre neste caso.  

 

 
Figura B.1 – Estrutura de acoplamento entre dois guias de onda coaxiais de dimensões 

diferentes. 
 

 

Seção de guia de onda coaxial A (mm) B (mm) 

Seção 2 2,00 4,60 
Seção 3 2,50 5,75 

 
Tabela B.1 – Dimensões dos cilindros condutores interno e externo para o acoplador da 

Figura B.1. 
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Para contornar essa limitação teórica e, ao mesmo tempo, prever o 

comportamento desses desajustes mecânicos, será incluído um pequeno 

deslocamento G  do condutor central para a direita ou à esquerda, o que pode 

ocorrer em um caso real, como ilustrado na Figura B.2. Um ponto importante a 

ser considerado na inclusão desse deslocamento, como discutido na Seção 

2.3.1 do capítulo anterior, é o fato de que o número máximo de modos N  a ser 

considerado na aproximação dos campos no interior do guia de onda coaxial liso 

cresce à medida que G  diminui, aumentando, assim, o tempo computacional 

necessário no cálculo das matrizes de espalhamento associadas a essas seções 

de guias de onda coaxiais lisos. 

 

 

 
Figura B.2 – Estrutura de acoplamento com deslocamento G  no cilindro condutor central 

(a) para a direita e (b) para a esquerda. 

 

 

Considerando-se a estrutura ilustrada na Figura B.2 e dimensões listadas 

na Tabela B.1, onde 1 2 10L L mm= = , a convergência de 00| 11 | ( )S dB  em função 

do numero máximo N  de modos 0nTM  é ilustrada no conjunto de Figuras 

B.3.(a)-(d), sendo adotados diferentes valores de G  para esse dispositivo na 

freqüência de 1 GHz. O conjunto de Figuras B.4.(a)-(d) ilustra a convergência de 

00| 11 | ( )S dB  em função do numero máximo N  de modos 0nTM  para a freqüência 

de 3 GHz, considerando-se os mesmos valores de G , 1L  e 2L . 

Analisando-se os resultados ilustrados nos conjuntos de Figuras B.3 e B.4, 

observa-se que, em ambos os casos, à medida que G  aumenta, a convergência 

de 00| 11 | ( )S dB  ocorre para poucos modos. Porém, os deslocamentos para a 

direita ou à esquerda convergem para valores diferentes. Por outro lado, à 

medida que G  diminui, os valores de 00| 11 | ( )S dB  convergem para o mesmo 
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valor, tanto para o deslocamento para a direita. Entretanto, necessita-se 

considerar um número maior de modos para a aproximação dos campos no 

interior do guia de onda coaxial liso. Observa-se que, para 310G mm−=  e 

considerando-se 20 modos TM no cálculo das matrizes de espalhamento, a 

discrepância entre os resultados obtidos nos deslocamentos para a direita e 

esquerda são da ordem de 0,089 dB nos dados obtidos para a freqüência de 1 

GHz, Figura B.3.(c), e 0,095 dB nos dados obtidos para a freqüência de 3 GHz, 

Figura B.4.(c).  
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Figura B.3 – Convergência dos valores de 00| 11 | ( )S dB  em função do número máximo N  

de modos 0nTM , para a freqüência de 1 GHz, considerando (a) 0,1G mm= ,  (b) 

210G mm−= , (c) 310G mm−=  e (d) 410G mm−= , da estrutura de acoplamento ilustrada na 

Figura B.2. 
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Figura B.4 – Convergência dos valores de 00| 11 | ( )S dB  em função do número máximo N  

de modos 0nTM , para a freqüência de 3GHz, considerando (a) 0,1G mm= ,  (b) 

210G mm−= , (c) 310G mm−=  e (d) 410G mm−= , da estrutura de acoplamento ilustrada na 

Figura B.2. 
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Apêndice C 
 
Solução de Referência: MoM+IBC 

Neste Apêndice são apresentadas, de forma breve, formulações para a 

análise numérica do espalhamento eletromagnético por corpos de revolução 

(BOR), de geometria apresentada na Seção 3.1, constituídos por condutor 

elétrico perfeito (PEC) através da utilização da Equação Integral do Campo 

Elétrico (EFIE) [40, 84, 87, 88] resolvida através da aplicação do Método dos 

Momentos (MoM) [39, 40] com o auxilio da técnica Impedance Boundary 

Condition (IBC) [89]. A formulação apresentada neste apêndice será 

implementada em um algoritmo computacional escritos em linguagem 

FORTRAN e será usada como solução de referência para a comparação com 

resultados obtidos pelo método híbrido MMT/MoM proposto neste trabalho. 

 

 

C.1. 
Impedance Boundary Condition – IBC 

Como ilustrado na Figura C.1, é utilizada a técnica Impedance Boudary 

Condition (IBC) [89], para simular uma condição de contorno absorvente na 

superfície interna da antena (parede final em Pz z= ). As dimensões do guia de 

onda coaxial de alimentação, ga  e gb , são tais que só se propague o modo 

fundamental TEM e a IBC possui o valor da impedância deste modo que será 

absorvido, de forma que não ocorram reflexões e a estrutura de alimentação seja 

vista como um guia de onda coaxial infinito. A Figura C.1 ilustra, também, a 

distribuição das fontes de corrente elétrica e magnética, ( )gJ r
G G

e ( )gM r
G G

, 

respectivamente, que excitarão o modo TEM [39], onde, devido à parede 

absorvente, para gz z<  existe apenas o modo TEM se propagando no sentido 

negativo do eixo z  e para gz z>  existe apenas o modo TEM se propagando em 

ambos os sentidos do eixo z . A posição destas fontes e da parede final de 

absorção deve ser escolhida em uma região onde exista apenas a presença do 

modo fundamental TEM, logo, esta seção de guia de onda coaxial deve ser 
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suficientemente grande para que as amplitudes dos modos superiores TM 

evanescentes sejam suficientemente pequenas em Pz z=  e gz z= . 

 

 
Figura C.1 – Representação da IBC como parede de absorção do modo TEM. 

 

 

A IBC representa a uma relação entre as componentes tangenciais do 

campo elétrico e magnético sobre a superfície absorvente, escrita utilizando-se o 

sistema de coordenadas ortonormais ilustrado na Figura 2.1, expressa por [84, 

89]: 

 

IBC t
t

EZ
Hφ

= −                                                (C.1) 

 

A corrente magnética superficial equivalente ( )SM r
G G

pode ser relacionada 

com a corrente elétrica superficial equivalente ( )SJ r
G G

 através da IBC, expressa 

por: 

ˆ( ) ( )IBC
S t tM r Z J r φ= −
G GG G

                                       (C.2) 
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onde ( ')SM r
G G

 será definido apenas sobre a parede absorvente, já que IBC
tZ  

possui o valor da impedância do modo TEM sobre esta parede e será nula para 

o restante da superfície do BOR. 

 

 

C.2. 
Solução da Equação Integral do Campo Elétrico (EFIE) através do 
Método dos Momentos (MoM) 

 

Dada a definição da impedance Boundary Condition (IBC), a Equação 

Integral do Campo Elétrico (EFIE) será expressa por: 

 

 

{ 0 0 0
'

0
0

( ) ( ') ( , ') ( ') ' ( , ')
( ) 4

1 ' ( ') ' ( , ') ' ( )

s s
s

inc
s

E r j J r r r jM r r r
r

J r r r ds E r

ωμ
π

ωε

= − Ψ − ×∇ Ψ
Γ

⎫
− ∇ ⋅ ∇ Ψ +⎬

⎭

∫
G G G GG G G G G G
G

G GG G G G
           (C.3) 

 

 

onde ( )incE r
G G

 é o campo elétrico incidente produzido pelas fontes externas a 

superfície do BOR, ( )gJ r
G G

 e ( )gM r
G G

, situadas em gz z= , como ilustrado na 

Figura C.1. 

Considerando o mesmo raciocínio feito nas Seções 3.2 e 3.3, onde são 

impostas as condições de contorno sobre a componente tangencial dos campos 

na interface S na forma tangencial, assumindo que a interface S seja suave, ou 

seja, ( ) 2rΓ =
G

, e transformando a EFIE em um sistema linear de equações 

algébricas através a aplicação do Método dos Momentos, a equação (C.3) pode 

ser reescrita como: 

[ ] [ ]IBCV Z I⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                               (C.4) 

 

Os elementos das matrizes [ ]V  e [ ]Z  são: 

 

( ) ( )inc
i i

s

V W r E r ds= ⋅∫
G GG G

                                       (C.5) 
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IBC
ij ij ijZ Z Y= +                                               (C.6) 

 

sendo 

 

( )( )

20
0

0 '

0

( ) ( ')
4

( ) ' ( ') ( , ') '

ij i j
s s

i j

jZ k W r J r
k

W r J r r r ds ds

η
π

⎡= ⋅⎣

⎤− ∇ ⋅ ∇ ⋅ Ψ⎦

∫ ∫
G GG G

G GG G G G
             (C.7) 

 

( ) ( )

( )

0
'

1 ( ) ' ' , ' '
4

1 ˆ( )
2

ij i j
s s

i j
s

Y W r M r r r ds ds

W r M r n ds

π
⎡ ⎤= ⋅ ×∇ Ψ⎣ ⎦

⎡ ⎤− ⋅ ×⎣ ⎦

∫ ∫

∫

G GG G G G

G GG G
                   (C.8) 

 

onde ( ')jM r
G G

 é expresso em (C.2) e o j ésimo−  elemento da matriz coluna [ ]I  

são os coeficientes desconhecidos associados à corrente superficial equivalente 

elétrica, ( )SJ r
G G

, obtidos através da solução do sistema linear expresso em (C.4). 

Percebe-se que a equação (C.7) é idêntica a (3.41) e, salvo a troca de sinal e a 

presença da constante IBC
tZ , a equação (C.8) é semelhante a (3.42), logo a 

avaliação numérica e o tratamento de singularidades feitos no Apêndice D 

podem ser aplicados a ambas as equações (C.7) e (C.8). 
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Apêndice D 
 
Avaliação Numérica e Tratamento das singularidades das 
Integrais das Matrizes Impedância e Admitância 

D.1. 
Avaliação Numérica das Integrais das Matrizes Z e Y 

O tratamento empregado na avaliação numérica das integrais das 

equações (3.99)-(3.106) é semelhante ao apresentado em [40, 49, 90], onde 

esta avaliação numérica é inteiramente conduzida utilizando quadraturas 

Gaussianas, para o caso em que as integrais não apresentam singularidades, e, 

para os casos em que o ponto de observação está muito próximo do ponto da 

fonte apresentando as singularidades, é empregado um tratamento especial que 

combina a utilização de quadraturas Gaussianas e soluções analíticas, sendo 

apresentado na próxima seção.  

As integrais em relação à α  e 'α  nas equações (3.99)-(3.106) quando 

realizadas por quadratura Gaussianas de nα  e 'nα  pontos, respectivamente, 

geram as seguintes expressões: 

 

 ( ) ( )00
1 1

'
'

'
, ' , ' ,      1, 2, 3 e 4

n n
v

vG t t A A G t t v
α α

ξ ξ
ξ ξ= =

= =∑ ∑  (D.1) 

 ( ) ( )01
1 1

'
' '

'
, ' , ' ,      1, 2, 3 e 4

n n
v

vG t t A A G t t v
α α

ξ ξ ξ
ξ ξ

α
= =

= =∑ ∑  (D.2) 

 ( ) ( )02
1 1

'
'2 '

'
, ' , ' ,      1, 2, 3 e 4

n n
v

vG t t A A G t t v
α α

ξ ξ ξ
ξ ξ

α
= =

= =∑ ∑  (D.3) 

 ( ) ( )10
1 1

'
'

'
, ' , ' ,      1, 2, 3 e 4

n n
v

vG t t A A G t t v
α α

ξ ξ ξ
ξ ξ

α
= =

= =∑ ∑  (D.4) 

 ( ) ( )2
20

1 1

'
'

'
, ' , ' ,      1, 2, 3 e 4

n n
v

vG t t A A G t t v
α α

ξ ξ ξ
ξ ξ

α
= =

= =∑ ∑  (D.5) 
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 ( ) ( )11
1 1

'
' '

'
, ' , ' ,      1, 2, 3 e 4

n n
v

vG t t A A G t t v
α α

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

α α
= =

= =∑ ∑  (D.6) 

 ( ) ( )12
1 1

'
'2 '

'
, ' , ' ,      1, 2, 3 e 4

n n
v

vG t t A A G t t v
α α

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

α α
= =

= =∑ ∑  (D.7) 

 ( ) ( )2
21

1 1

'
' '

'
, ' , ' ,      1, 2, 3 e 4

n n
v

vG t t A A G t t v
α α

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

α α
= =

= =∑ ∑  (D.8) 

 

onde ξα , Aξ , '
ξα  e 'Aξ  são as abscissas e os pesos das quadraturas de nα  e 

'nα  pontos, respectivamente. Para a integral em ''φ , considerando quadraturas 

Gaussianas de ''nφ  pontos, as equações (3.84) e (3.87) podem ser expressas 

por: 

 ( ) ''
1

1

''

, ' cos ,
n

EG t t A G
φ

ϑ ϑ
ϑ

φ
=

=∑  (D.9) 

 ( )2
1

''

, ' ,
n

EG t t A G
φ

ϑ
ϑ=

=∑  (D.10) 

 ( ) ( )''
3

1

''

, ' 1 cos ,
n

HG t t A G
φ

ϑ ϑ
ϑ

φ
=

= −∑  (D.11) 

 ( ) ''
4

1

''

, ' cos ,
n

HG t t A G
φ

ϑ ϑ
ϑ

φ
=

=∑  (D.12) 

onde 

 ( )'' 1 ,
2ϑ β
πφ χ= +  (D.13) 

 

Aϑ  e βχ  são os pesos e as abscissas da quadratura Gaussiana de ''nφ  pontos, 

respectivamente. Utilizando os parâmetros das quadraturas Gaussianas, as 

equações (3.88), (3.91) e (3.92) podem ser reescritas como: 

 

 ( ) ( )2 2 2
''

' ' 4 'sen
2

R z z ϑφρ ρ ρρ
⎛ ⎞

= − + − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (D.14) 
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 ( )

1

1

1

1

,         para , logo 

1 ,    para , logo 

i itL
i

i i

i
i itR

i
i i

T
z z z

T t

T
z z z

ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

ξ

ρ ρ α ρ
α

α

ρ ρ α ρ
α

α

−

−

+

+

⎧ = + Δ⎧
⎪ ⎨ = + Δ⎪ ⎩= ⎨

= + Δ⎧⎪ − ⎨⎪ = + Δ⎩⎩

 (D.15) 

 

 ( )

' '
1

' '
1'

' '
1

' '
1

'
'

'

'
'

'

'
,         para , logo 

'

'
1 ,    para , logo 

'

j jtL
j

j j

j

j jtR
j

j j

T
z z z

T t

T
z z z

ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

ξ

ρ ρ α ρ
α

α

ρ ρ α ρ
α

α

−

−

+

+

⎧ ⎧ = + Δ⎪
⎪ ⎨ = + Δ⎪⎪ ⎩= ⎨

⎧ = + Δ⎪ ⎪− ⎨⎪ = + Δ⎪⎩⎩

 (D.16) 

 

Para garantir a acuracidade dos resultados, o número total de pontos ''
Tnφ  

utilizados na avaliação das integrais em ''φ  expressas em D.9 a D.12 é 

determinado em função do comportamento do integrando das equações (3.84) a 

(3.87) correspondentes. Para isto, determina-se o número de oscilações do 

integrando NO, obtido a partir do valor de ''
max''φ φ=  onde o argumento da 

exponencial jkRe−  tem sua variação máxima, definido em [40] como: 

 

 
2

RNO π
λδ
Δ

≈  (D.17) 

 

onde ( ) ( )'' ''
2 1'' ''R R Rφ φ φ φΔ = = − = , '' ''

1 maxφ φ δ= + , '' ''
2 maxφ φ δ= −  e / 36δ π= . A 

partir do valor de NO, ''
Tnφ  é definido como [40]: 

 

 '' 4Tn NOφ =  (D.18) 

 

D.2. 
Tratamento das Singularidades 

As singularidades presentes na avaliação numérica das integrais nas 

equações (3.99)-(3.106) ocorrem quando o ponto de observação, rG , está muito 

próximo do ponto da fonte, 'rG . Neste caso, as equações (D.1)-(D.12) não podem 

ser aplicadas. Para contornar este problema, são utilizados três métodos para 

tratar estas singularidades, descritos a seguir [40, 49, 90].  
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O Método 1 é aplicado quando a distância entre os segmentos k  e q  é 

maior que 0.1 qρ  e menor que qΔ , ou seja, quando estes segmentos estão 

próximos entre si e próximos do eixo de simetria, onde a integral em 'α  

apresenta resultados pouco precisos no limite '' 0φ → , devido à grande variação 

de R. Neste caso, o Método 1 é aplicado apenas para o primeiro subintervalo da 

integral em ''φ  para as integrais em relação à 'α , que podem ser  extraídas das 

equações (3.99)-(3.106) e reescritas como: 

 

 
1 1 1

0 0 0
0 0 0

1 1' ' '
ikR ikR

E E E
a b

e eG d d d G G
kR kR kR

α α α
− − −

= = + = +∫ ∫ ∫  (D.19) 

 
1 1 1

1 1 1
0 0 0

1 '' ' ' ' '
ikR ikR

E E E
a b

e eG d d d G G
kR kR kR

αα α α α α
− − −

= = + = +∫ ∫ ∫  (D.20) 

 ( )
1 1 1

0 0 0
0 0 0

' ' 'H H H
H H H H a bG G d G G d G d G Gα α αΔ Δ= = − + = +∫ ∫ ∫  (D.21) 

 ( )
1 1 1

1 1 1
0 0 0

' ' ' ' ' 'H H H
H H H H a bG G d G G d G d G Gα α α α α αΔ Δ= = − + = +∫ ∫ ∫  (D.22) 

 ( )
1 1 1

2 2 2
2 2 2

0 0 0

' ' ' ' ' 'H H H
H H H H a bG G d G G d G d G Gα α α α α αΔ Δ= = − + = +∫ ∫ ∫  (D.23) 

 

onde HG  é expresso em (3.71) e HGΔ  é definido em [40] como: 

 

 
( )3

1 1
2 3H

iG
kRkR

Δ = + −  (D.24) 

 

As integrais 0
E
aG , 1

E
aG , 0

H
aG , 1

H
aG  e 2

H
aG  não apresentam singularidade e 

podem ser avaliadas usando quadratura Gaussiana de 'nα  pontos. As integrais 

0
E
bG , 1

E
bG , 0

H
bG , 1

H
bG  e 2

H
bG  são avaliadas analiticamente. Para isto tem-se: 

 1
' ' '' ' sinq q qt uρ ρ α−= + Δ  (D.25) 

 1
' ' '' ' cosq q qz z t uα−= + Δ  (D.26) 

 

O que permite expressar R na equação (D.14) como: 
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1/ 22' 'R A B Cα α⎡ ⎤= + +⎣ ⎦  (D.27) 

onde 

 2'
qA t= Δ  (D.28) 

     ( ) ( ) 2
1 1

' ' ' ' ' ' ''2 sin cos 2 sin sen
2q q k q q k q k qB t u z z u u φρ ρ ρ− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= Δ − + − + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (D.29) 

 ( ) ( )2 2
2

1 1 1
' ' ' ''4 sen

2q k q k k qC z z φρ ρ ρ ρ− − −
⎛ ⎞= − + − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (D.30) 

 

Utilizando a equação (D.27), a integração de 0
E
bG , 1

E
bG , 0

H
bG , 1

H
bG  e 2

H
bG  

nas equações de (D.19)-(D.23) fornece: 

 

 1
0

2

1 lnE
bG

k A
α
α

=  (D.31) 

 

 0 1
1 3/ 2

2

1 ln
2

E
b

C BG
k A A

α α
α

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (D.32) 

 

 
( )

( )
0 1

0 3 2
20

2 2 21 1 ln
324

H
b

A B C B iG
k k AAC B C

α α
αα

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥= + −
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (D.33) 

 

      
( )

( )
0 0 1

1 3 3/ 22
20

2 2 41 1 ln
2 624

H
b

B C C C C B iG
k Ak AB AC C

α α α
αα

⎡ ⎤ ⎧ ⎫+ − −⎪ ⎪⎢ ⎥= + − −⎨ ⎬⎢ ⎥− ⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦
 (D.34) 

 

 

( )
( )

( )

2
1

2 3 3/ 22
20

2
0 1

2 5 / 2
2

2 4 21 1 ln
4

2 3 31 3 4 ln
2 94 8

H
b

B AC BC
G

k AAC B

A B B C B AC i
k A A

α
αα

α α
α

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎡ ⎤− + −
+ + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

 (D.35) 

onde 

 0 A B Cα = + +  (D.36) 

 1 02 2A A Bα α= + +  (D.37) 
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 2 2 A C Bα = +  (D.38) 

 

O Método 2 é aplicado quando a distância entre os segmentos k  e q  é 

menor que 0.1 qρ , ou seja, quando estes segmentos estão próximos entre si e 

afastados do eixo de simetria. Neste caso, o integrando de ( )2 , 'G t t  na equação 

(3.85) é bem comportado e o método é aplicado somente às integrais ( )1 , 'G t t , 

( )3 , 'G t t  e ( )4 , 'G t t  em relação à ''φ  nas equações (3.84), (3.86) e (3.87), 

respectivamente, onde o problema da singularidade ocorre próximo de '' 0φ = . 

Nesta região, os integrandos de ( )1 , 'G t t , ( )3 , 'G t t  e ( )4 , 'G t t  podem ser 

aproximados por: 

 [ ] ( ) ( )
1 2 2 2 2

'' 0

1lim cos '' ' ' ' ''E k k kG z z
kφ

φ ρ ρ ρ ρ φ
−

→
⎡ ⎤≈ − + − +
⎣ ⎦

 (D.39) 

 ( ) ( )
32   2 22 2 2

3'' 0

'' ''lim 2sin ' ' ' ''
2 2H k k kG z z

kφ

φ φ ρ ρ ρ ρ φ
−

→

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤≈ − + − +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎣ ⎦
 (D.40) 

 [ ] ( ) ( )
3 2 2 2 2

3'' 0

1lim cos '' ' ' ' ''H k k kG z z
kφ

φ ρ ρ ρ ρ φ
−

→
⎡ ⎤≈ − + − +⎣ ⎦

 (D.41) 

 

 As integrais ( )1 , 'G t t , ( )3 , 'G t t  e ( )4 , 'G t t  são calculadas através das 

equações (D.9), (D.11) e (D.12), respectivamente, subtraindo destes resultados 

as respostas da quadratura Gaussiana de ''nφ  pontos aplicada às equações 

(D.39)-(D.40), respectivamente, e somando a estes resultados a solução exata 

das equações (D.39)-(D.40). Este processo resulta em: 

 

                             
( )

( ) ( )

''
1 1

1

1 2 2 ''2 2

1

''

''

, ' cos
2

' ' '
2

n

E

n

k k k

G t t A G I

A z z
k

φ

φ

ϑ ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

ϑ

π φ

π ρ ρ ρ ρ φ

=

−

=

= +

⎡ ⎤− − + − +⎣ ⎦

∑

∑
 (D.42) 

 

 
( )

( ) ( )

''
2

3 2
1

3'' 2  2 2 '' 2 2
3

1

''

''

, ' 2 sin
2

' ' '
2

n

H

n

k k k

G t t A G I

A z z
k

φ

φ

ϑ
ϑ

ϑ

ϑ ϑ
ϑ

ϑ

φπ

φπ ρ ρ ρ ρ φ

=

−

=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡ ⎤− − + − +⎣ ⎦

∑

∑
 (D.43) 
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( )

( ) ( )

''
4 3

1

3 2 2 ''2 2
3

1

''

''

, ' cos
2

' ' '
2

n

H

n

k k k

G t t A G I

A z z
k

φ

φ

ϑ ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

ϑ

π φ

π ρ ρ ρ ρ φ

=

−

=

= +

⎡ ⎤− − + − +⎣ ⎦

∑

∑
 (D.44) 

onde 

 
( ) ( )

( )

1  2 2 2 2
1

0

2
1 1

1 ' ' ' '' ''

1   ln 1
'

k k k

k

I z z d
k

k

π

ρ ρ ρ ρ φ φ

υ υ
ρ ρ

−
⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦

= + +

∫
 (D.45) 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

32   2 2 2 2
2 3

0

2 1
1 13/ 2 22

1

'' ' ' ' '' ''

1   ln 1
1'

k k k

k

I z z d
k

k

π
φ ρ ρ ρ ρ φ φ

υυ υ
υρ ρ

−
⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + −
⎢ ⎥+⎣ ⎦

∫
 (D.46) 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

3  2 2 2 2
3 3

0

3  2 2 2

3 2
1

1 ' ' ' '' ''

' '
   

1

k k k

k k

I z z d
k

z z

k

π

ρ ρ ρ ρ φ φ

π ρ ρ

υ

−

−

⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤− + −⎣ ⎦=
+

∫
 (D.47) 

sendo 

 
( ) ( )1 2 2

'
' '

k

k kz z
ρ ρυ π

ρ ρ
=

− + −
 (D.48) 

 

O Método 3 é aplicado sempre que os segmentos fonte e observação são 

coincidentes. Neste caso, o integrando de ( )2 , 'G t t  na equação (3.85) é bem 

comportado e ( )4 , 'G t t  na equação (3.87) é multiplicado por zero e, 

conseqüentemente, não é necessário remover as singularidades desta integral. 

Assim, o Método 3 é aplicado apenas às integrais das equações (3.99)-(3.106) 

para ν =1 e 3, onde a singularidade ocorre para 'α α=  e '' 0φ = . Nesta região 

os integrandos de ( )1 , 'G t t  e ( )3 , 'G t t  podem ser aproximados por: 
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 [ ] ( ) ( )
1 2 2 2

'' 0
0

1lim cos '' ''E k kG
kφ

α

φ α ρ φ
−

→
→

⎡ ⎤≈ Δ +
⎣ ⎦

 (D.49) 

 ( ) ( )
32  2 22 2

3'' 0
0

'' ''lim 2sin ''
2 2H k kG

kφ
α

φ φ α ρ φ
−

→
→

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤≈ Δ +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎣ ⎦
 (D.50) 

 

De forma semelhante ao que foi feito no Método 2, as integrais ( )1 , 'G t t  e 

( )3 , 'G t t  avaliadas pelo Método 3 são expressas por: 

 

                             

( )

( ) ( )

''
1 4

1 1

1 22 2''

1 1

''

''

, ' cos
2

2

n n

E

n n

k k
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A
A

k
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ϑ ϑ ξ
ϑ ξ

ξ
ϑ ξ ϑ

ϑ ξ
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π α ρ φ

= =

−

= =

= +

⎡ ⎤− Δ +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
 (D.51) 

 

 

( )

( ) ( )
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1 1
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ϑ ξ
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π φ α ρ φ
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−
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⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡ ⎤− Δ +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
 (D.52) 

  

 

( ) ( )

( )

1 1  2 2 2
4

0 0

2
2 2 2 2

2 2

1 '' ''

1 1 1  ln 1 ln 1

k k

k

I d d
k
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π

α ρ φ φ α

γ γ γ
ρ γ γ

−
⎡ ⎤= Δ +⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫
 (D.53) 

 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 32   2 2 2
5 3
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2
2 23

'' '' ''
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1  ln 1
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k k
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I d d
k
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φ α ρ φ φ α

γ γ
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−
⎡ ⎤= Δ +⎣ ⎦

= + +

∫ ∫
 (D.54) 

 

 2
2 k

k

πργ =
Δ

 (D.55) 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521340/CA



 

Apêndice E 
 
Técnica de Otimização 

O ajuste correto das dimensões das diversas partes que constituem uma 

antena é fundamental na busca pela solução que maximize o seu desempenho. 

Em se tratando das estruturas de acoplamento necessárias para fazer a 

transição entre o conector e o guia de onda de alimentação destas antenas 

como, por exemplo, a ilustrada na Figura 7.3, é essencial o ajuste das 

dimensões deste dispositivo buscando minimizar suas perdas de retorno ao 

longo da banda de operação. A busca dessa solução ótima será realizada 

através da utilização de um algoritmo de otimização baseado no método quasi-

Newton com gradiente determinado pelo Método de Diferenças Finitas 

(DBCONF / IMSL). Esse algoritmo busca um vetor de X  variáveis que minimiza 

uma função objetivo de entrada. 

A função objetivo a ser minimizada foi construída a partir das diferenças 

entre os valores da perda de retorno obtidos através da simulação numérica e 

um valor estabelecido como objetivo, o que é ilustrado na Figura E.1. Essas 

diferenças são obtidas para um conjunto de freqüências ao longo da banda de 

operação. 

 ( )( ) ( ) 0
( )

0 ( ) 0

N

I

qf
f f

f f f

P x P x
F x

 P x=

⎧ Δ → Δ >⎪= ⎨
→ Δ <⎪⎩

∑  (E.1) 

 

onde If  e Nf  são as freqüências inicial e final, respectivamente; x  são as 

variáveis; q  é o expoente a que essa diferença será elevada e, à medida que se 

aumenta o seu valor, aumentará também a influência das diferenças maiores de 

( )fP xΔ  na composição da função objetivo. ( )fP xΔ  será expresso por: 

 
( ) ( )

( )
S obj
f f

f
f

P x P x
P x

−
Δ =

Δ
 (E.2) 

 

onde ( )S
fP x  é a perda de retorno calculada através das matrizes de 

espalhamento, utilizando-se o Método de Casamento de Modos discutido no 
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Capítulo 2; ( )obj
fP x  é a perda de retorno mínima que se deseja obter; e fΔ  é o 

peso para o resíduo em cada freqüência ao longo da banda passante. 
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Figura E.1 – Visualização da função objetivo ( )F x . 

 

 

Como ilustrado na Figura E.1, a função ( )F x  utilizada faz o somatório das 

diferenças positivas para cada freqüência dentro da banda passante, ou seja, 

quando a perda de retorno calculada através das matrizes de espalhamento está 

acima da perda mínima estabelecida. Portanto, para ( ) 0F x =  tem-se uma perda 

de retorno ao longo da banda passante abaixo de um limiar pré-estabelecido 

para cada freqüência, obtendo-se, então, as dimensões otimizadas do acoplador 

que produzirão essa perda de retorno abaixo desse limiar. 
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