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GERAGAO AUTOMATICA DA TOPOLOGIA DE STM

Este capitulo apresenta uma sucinta revisdo bibliografica sobre geracdo
automatica de topologia aplicada a modelo de bielas e tirantes em estruturas
planas de concreto armado existente na literatura técnica. Em seguida apresenta-se
uma descricdo completa das principais etapas necessarias a aplicacao das técnicas
de otimizacdo na gera¢do automadtica de topologias, indicando suas principais
vantagens e limitacdes. Um enfoque contendo as principais contribui¢cdes do

presente trabalho ¢ apresentado no final.

Os meios tradicionais de obtencdo dos modelos de bielas e tirantes
envolvem um processo de tentativa e erro baseado na experi€ncia do projetista de
estruturas. O aumento da capacidade computacional ocorrido nos ultimos anos
tem permitido a utilizacdo de técnicas com objetivo de minimizar esse processo de
tentativa e erro. Nesse contexto, programas computacionais interativos que
contemplam a técnica de otimizagdo topoldgica tém sido aplicados no sentido de

obter topologias vidveis para modelos de bielas e tirantes.

Inicialmente, Kumar (1978) aplicou a teoria das estruturas trelicadas para
projetar estruturas ndo homogéneas, com material fraco a tracdo e rigido plastico
ideal a compressdo. Posteriormente, um programa grafico interativo para
aplicagdo dos modelos de trelica no projeto de pegas estruturais de concreto
armado submetidas a flexdo e cisalhamento foi proposto por Benabdallah et al
(1989). Outro programa grafico e interativo foi apresentado por Alshegeir e
Ramirez (1992) com uso do modelo de bielas e tirantes para andlise e
dimensionamento de estruturas de concreto armado e protendido. Também Yun
(2000) apresentou um programa grafico interativo que utilizava uma formulagado
ndo linear na consideracdo dos modelos de bielas e tirantes para analise e
dimensionamento de regides com distribui¢do complexa de deformagdes em
estruturas de concreto armado. Uma das mais completas propostas nesse sentido

foi feita por Tjhin e Kuchma (2002,2007) através do programa CAST que
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apresenta um conjunto de ferramentas graficas para auxilio em varios aspectos no
projeto de estruturas de concreto armado. A definicdo geométrica das regides com
perturbacdo, a selecdo da topologia do modelo de bielas e tirantes a ser utilizada, a
defini¢do dos esforgos da estrutura de treliga, a definigdo das dimensdes das bielas
e tirantes sdo algumas de suas opcdes. Park et al (2010 a,b) apresentaram um
programa computacional integrado que possibilita o projeto via modelo de bielas
e tirantes ¢ faz uma eficaz validacdo do modelo via analise ndo linear. Sendo
assim ¢ possivel observar que a computagdo grafica ¢ utilizada ha muito tempo

como uma ferramenta de projeto na aplicacdo dos modelos de bielas e tirantes.

Atualmente, a técnica de otimizacdo topologica tem sido aceita como uma
opcao viavel na selecdo da topologia dos modelos de bielas e tirantes para analise
de estruturas planas de concreto armado e protendido. Trabalhos pioneiros nessa
area sdo os de Ali (1997) e Ali e White (2000, 2001) que utilizaram uma
formulagdo via otimizacdo para definir a topologia de uma estrutura trelicada
equivalente sujeita a uma determinada capacidade de carga e que minimizavam o
volume de armadura. Também Biondini et al (1999) propuseram uma formulagao
através da busca automatica de modelos 6timos em estruturas de concreto armado.
Liang et al (2000a) utilizaram a formulagdo ESO (Evolutionary Structural
Optimization) para gerar automaticamente topologias para a formulagdo do
modelo de bielas e tirantes em estruturas de concreto armado sob estados planos
de tensdo com restrigdes de deslocamento. Liang et al (2001) apresentaram uma
geracdo automatica de modelo de bielas e tirantes aplicada a estruturas de
concreto protendido utilizando um método de otimizacdo topolégica denominado
PBO (Performance-Based Otimization). O trabalho de Biondini et al (2001)
também apresenta um método geral para geragdo automatica de modelos de bielas
e tirantes, representativo dos possiveis modos resistentes existentes em estruturas

de concreto armado.

Liang et al (2002) estendeu o método PBO para obtencao de topologias de
estruturas continuas com restrigdes de flexibilidade na modelagem de modelos de
bielas e tirantes aplicados a estruturas de concreto armado. Kim e Baker (2001,
2002) apresentaram uma metodologia de otimizacdo que foi derivada da
conhecida formulacdo FSD (Full Stress Design) aplicada a estruturas continuas de

concreto armado onde as tensdes principais sdo utilizadas para guiar o processo de
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otimizagdo. Kwak e Noah (2006) introduziram um método para determinar
automaticamente os modelos de bielas e tirantes em estruturas de concreto armado
via metodologia ESO com dois diferentes tipos de elementos: um elemento plano
de quatro nos e um elemento trelicado de 6 barras (elemento brick) cuja tinica
diferenca ¢ a concepcao da matriz de rigidez do elemento desconexo de cada um
deles. Liang (2006) aplicou a técnica PBO para o projeto e detalhamento de
modelos de bielas e tirantes 0timos em conexdes entre colunas e vigas em
estruturas de concreto armado. Leu et al (2006) apresentaram uma metodologia
para o projeto de modelo de bielas e tirantes em estruturas tridimensionais em
concreto armado através do método denominado RESO (Refined Evolutionary
Structural Optimization Method). Nagarjan e Madhavan Pillai (2008) discutiram a
concepgdo de diversos modelos de bielas e tirantes para vigas parede de concreto
armado simplesmente apoiadas submetidas a diversos tipos de carregamentos com
a utilizagdo de técnicas de otimizacdo topologica. Bruggi (2010) estendeu a
aplicagdo das técnicas de otimizacdo na geragdo automatica de modelos de bielas
e tirantes ao projeto de estruturas de concreto armado submetidas a sismos e
multiplos carregamentos. Victoria et al (2011) apresentaram um formulagao onde
materiais submetidos a compressdo e tracdo sdo considerados diferentemente

durante o processo de otimizagdo durante a geracdo automatica do modelo.

Uma técnica que possibilite a interferéncia do projetista estrutural no
processo de otimizacdo via elementos indutores, similar a proposta de Bendsee e
Sigmund (2003), e outra que analisa estruturas planas de concreto armado
submetidas a multiplos carregamentos via técnicas de otimizacdo multiobjetivo

serdo apresentadas nos itens 3.4 e 3.5 deste capitulo.

3.1
Otimizacao Topolégica

O campo de aplicagdes dos métodos de otimizagdo ampliou-se a medida que
a tecnologia computacional se desenvolveu, permitindo atualmente que o mesmo
seja empregado em sistemas estruturais complexos tais como projeto de pontes,
viadutos, componentes automotivos e aeroespaciais, entre outros. O processo de
otimizagdo estrutural consiste em obter o projeto de melhor desempenho, sendo

este avaliado através de uma funcdo de custo definida a partir de um conjunto de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812424/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812424/CA

Geragao automatica da topologia de STM 75

varidveis que descrevem o sistema estrutural, denominadas variaveis de projeto.
As técnicas de otimizagdo buscam determinar os extremos desta fun¢do (maximo
ou minimo dependendo do problema) dentro de uma regido de projeto
denominada regido viavel ou factivel. Esta regido reune os pontos de projeto que
atendem as restrigdes do problema, frequentemente classificadas em regides de

igualdade e desigualdade.

Dentre os problemas de otimizagao estruturais classicos, podem ser citados
a minimizacao de massa, da energia de deformagdo, a maximizagdo da frequéncia
natural critica, a minimizagdo de flexibilidade, a maximiza¢do da carga critica de
flambagem, etc. Os algoritmos de primeira e segunda ordem da area de
programacdo matematica empregados para determinacdo da estrutura Otima
utilizam informagdes referentes a sensibilidade das funcgdes envolvidas na
formulagdo do problema, que fornecem informagdes sobre as derivadas da fungado
objetivo e restricdes impostas ao problema, em relagdo as varidveis de projeto. No
processo de otimizagdo a andlise de sensibilidade ¢ um item de suma importancia,
pois, a partir da andlise de sensibilidade, os algoritmos de otimiza¢do impdem
modificagdes nas varidveis de projeto segundo suas proprias metodologias. A
otimizagdo estrutural, segundo as varidveis de projeto, classificam-se em

paramétrica, de forma e topologica.

Na otimizacdo de topologia busca-se a solu¢do 6tima através da distribuicao
6tima de material num dominio previamente definido. Isso corresponde, em
estruturas discretas, a determinar, por exemplo, o nimero total de barras, suas
respectivas conectividades e suas propriedades geométricas. Em se tratando de
estruturas continuas, busca-se determinar a existéncia ou ndo de material em
regides do dominio, seus respectivos formatos e a conectividade entre os

dominios.

Os métodos de otimizagdo topologica, no que diz respeito a estruturas

continuas, sao normalmente classificados em dois grupos:

> Aproximagdo por microestrutura (Material): O processo de otimizacao
topoldgica € baseado no estabelecimento de uma relagdo entre rigidez e a
densidade associada ao dominio, que pode assumir qualquer valor entre 0

(vazio) e 1 (material so6lido), sendo os valores intermedidrios
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correspondentes a um material poroso. A partir dai os algoritmos
baseados em microestruturas propdem encontrar a melhor disposi¢do do
material de maneira a minimizar ou maximizar a fungdo custo. Como
exemplos podem-se citados: Material Intermediario Artificial (SIMP),
Material Poroso Homogeneizado, entre outros.

> Aproximagdo por macroestrutura (Geométrica): nesse caso a topologia da
estrutura ¢ modificada através da inser¢ao de furos no dominio. Entre os
métodos existentes pode-se citar: métodos baseados na inser¢do de furos
em sistemas continuos tais como Andlise de Sensibilidade Topoldgica
(Topology Sensitive Analisys - TSA) e Bubble Method, e baseados na
inser¢do de furos em sistemas discretizados, tais como Algoritmos

Evolucionarios (ESO).

3.1.1
Base conceitual

Um dos critérios mais utilizados em problemas de otimizagdo topologica
estrutural ¢ a minimiza¢do da energia interna de deformagao com restri¢do sobre o
volume que, em problemas lineares, ¢ equivalente ao problema de minimizacao
do trabalho externo. Sendo constantes os carregamentos aos quais a estrutura esta
submetida, minimizar o trabalho das forgas externas corresponde a minimizar

deslocamentos, ou seja, tornar a estrutura mais rigida.

A técnica de otimizacdo topoldgica (OT) foi proposta por Bendsee e
Kikuchi (1988) na obtencdo da forma otima de estruturas sem utilizar a classica
otimizagdo de forma via variagdo do contorno do dominio. Isso possibilita ao
projetista encontrar o layout 6timo para distribuicdo de um dado material no
espaco, sendo definidos previamente o dominio do problema, as restricdes de
apoio, os carregamentos aplicados e as propriedades dos materiais aplicados.
Também, regides solidas ou vazias, similares aos elementos indutores propostos
neste trabalho, podem ser definidas no dominio considerado, devendo estas serem
definidas no inicio do processo conforme mostrado em Bendsee e Sigmund
(2003). Encontrar o layout 6timo para distribuicdo de material significa obter a

melhor forma para os contornos externos e internos, o posicionamento e a forma
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dos vazios, e a conectividade entre os pontos materiais que formam a topologia

resistente da estrutura e que esteja contido dentro do dominio considerado.

0.8L
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b
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Figura 3-1:Processo de Otimizacdao Topologica numa Viga Parede de Concreto.

Define-se como dominio do problema o espago geométrico onde o material ¢é
distribuido. Usualmente, dominios regulares em formas retangulares sdo
utilizados nos problemas bidimensionais de OT. Bendsee e Kikuchi (1988)
sugerem a utilizacdo de um dominio fixo mantendo inalteradas as caracteristicas
do método de andlise durante as iteragdes do processo de otimizagdo o que facilita

muito a implementagdo numérica dessa técnica. Com isso a andlise de
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sensibilidade executada dentro do processo de otimizagdo fica simplificada

eliminando-se o inconveniente de remodelagem da malha.

Esse tipo de técnica ¢ bastante 1util na fase da concepcdo estrutural onde a
topologia dos elementos estruturais ndo ¢ conhecida a priori. A Figura 3.1 ilustra
um processo de otimizagdo topoldgica aplicada a uma viga parede com balango

sujeita a duas cargas aplicadas com uma relagdo altura/vao de 2.0.

3.1.2
Formulagao classica

Um problema associado a otimizacdo topoldgica ¢ dito como um problema
de distribuicdo de material, sendo que cada ponto considerado no dominio de
projeto representa um candidato a uma regido de vazio ou com presenca de
material. A formulagdo matemadtica adotada nesse trabalho foi inicialmente
apresentada por Bendsge e Kikuchi (1988) como um problema de otimizacao
matematica de forma a minimizar a flexibilidade média da estrutura. Para isso
uma funcdo densidade artificial foi criada de modo a modelar os pontos do
dominio de projeto. Denominando p(x) a fung¢do densidade artificial e x as
coordenadas de projeto, o meio continuo pode ser formulado conforme descrito a

seguir.

I

D

Figura 3-2: Dominio estendido sujeito a forcas de corpo e de contorno.
Seja um dominio de projeto () submetido a forcas de corpo e de contorno

conforme mostrado na Figura 3.2. Um tensor elastico E;j; (x) deve ser escolhido

adequadamente, em cada posicdo x dentro do dominio de projeto, de forma a
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minimizar a flexibilidade da estrutura. Isso serd feito dentro de um conjunto de
tensores elasticos admissiveis U,gy, . Dentro do dominio de projeto ¢ admitido que
os tensores variem segundo sua posicdo. Pode-se entdo definir a energia de

deformacao interna da estrutura a na forma (Traldi, 2010):

a(u,u) = J Eijri () g (W (W)dQ (3.1)
Q

Onde:
u — Campo de deslocamentos na condi¢ao de equilibrio;
u — Campo de deslocamentos virtuais;
(1 — Regido geométrica do dominio estendido de projeto;
€ — Deformacao associada ao campo u ou u.

As forcas externas realizardo um trabalho que podera ser computado na

forma;:

Wexe(w) = J fulx)dx + J t()u(x)ds (3.2)
Q

It

Onde:
s — Contorno do dominio estendido;
[; — Parte do contorno submetido a forgas.

Com isso, o problema de minimizacdo da flexibilidade ou maximizagdo da

rigidez pode ser descrito na forma:

Minimizar W, (1) (3.3)
Sujeito a Eyji; € Ugam (3.4)
a(u,u) = Weyxe(w) (3.5)

Considera-se também que exista uma relagdo de proporcionalidade entre a

propriedade fisica do material e a fungdo densidade relativa p(x) em x, logo:
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Eijia(x) = p()EJ} (3.6)
Onde:

i’]’-lk“f — Tensor elastico inicial do material do elemento;

p(x) — Fungdo densidade relativa associada ao ponto de coordenadas x do

dominio estendido de projeto ().

A expressdo abaixo descreve como a fun¢do densidade ¢ associada a forma
definida como s6lido-vazio:

1 sexeﬂm}

p(x) Z{O sex & Qp 3.7)

Sendo ,, o subconjunto de Q formado pelos pontos preenchidos com

material, ou seja, solidos.

Também ha a necessidade de se estabelecer uma restricao que leve em conta
uma diminuicdo no volume inicial da estrutura. Essa restricio de volume sera
mantida constante durante todo o processo de otimizagdo e sera determinada na

forma;:

J p(x)dx = Vol (3.8)
Q

Onde Vol ¢ o volume maximo, referente a uma fracdo do volume inicial,

admitido para a estrutura final.

A determinagdo do campo das densidades p implica na defini¢do do
conjunto de deslocamentos admissiveis correspondentes aos tensores elasticos. O
problema de Otimizag¢do Topoldgica (Topology Optimization — TO) em que os
tensores sdo dados na forma discreta ¢ conhecido como formulacdo 0-1 e

pressupde o uso de variaveis discretas.

Uma vez que a formulacdo apresentada anteriormente foi concebida com
base no meio continuo algumas modifica¢cdes foram necessarias para adequa-la a
problemas praticos. Uma opcdo numérica bastante interessante e difundida ¢ o

método dos elementos finitos (FEM). O dominio estendido de projeto entdo passa
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a ser representado por uma malha de pequenos elementos discretos utilizados pelo

FEM.

Sendo assim, ¢ necessaria a definicdo de uma nova variavel denominada,
varidvel densidade relativa p(x) que serd associada a cada elemento da malha
mantida constante no interior desse. O problema entdo poderd ser reescrito para a

estrutura discretizada segundo a expressao:

Minimizar c = FTU em E, (3.9
Sujeito a E, € Uggm (3.10)
K(E,)U=F (3.11)

Onde:
¢ — Flexibilidade das forgas externas aplicadas a estrutura;
F — Vetor das forcas externas aplicadas a estrutura;
U — Vetor dos deslocamentos nodais da estrutura;
E, — Modulo de elasticidade associado ao elemento finito e;
K — Matriz de rigidez global da estrutura.

Também o modulo de elasticidade de cada elemento sera obtido em fungao
do modulo de elasticidade do material solido E; ¢ do valor de sua densidade

relativa p,. Assim tem-se que:

E. = peEjs (3.12)

No entanto, Sigmund e Petersson (1998) mostraram que a formulagdo
original de otimizagdo de topologia, na forma discreta 0-1, carece de solucdo, uma
vez que gera uma acentuada ocorréncia de minimos locais durante o processo de
otimizagdo da funcdo objetivo, sendo dessa forma denominado problema mal-

posto (ill-posedness).

Felizmente num trabalho apresentado por Bendsoe e Kikuchi (1988), uma
técnica de relaxacdo do problema original foi proposta, de modo a permitir a
utilizacdo de materiais anisotropicos via inser¢do de microestruturas porosas no

dominio estendido. Essa aplicacdo de material intermedidrio entre as fases solidas
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e vazias € conhecida como relaxagdo do problema discreto. Com isso foi possivel

superar o problema mal-posto existente.

31.3
Relaxagao do problema

Pode-se expandir o conjunto de possiveis valores numéricos do problema
para as varidveis utilizadas na modelagem. Denomina-se esse processo de
relaxacdo do problema de otimizacdo. Considerando-se os materiais isotropicos,
uma modificagdo no campo das densidades artificiais relativas p(x) que ¢
representado na forma discreta 0-1, passa a ser representado por um campo

continuo na forma [0-1], e que pode ser expresso pela expressao:

0<plx) <1 (3.13)

Tornar continuo o campo das densidades fisicamente significa empregar
materiais em camadas de forma a preencher o dominio (). Isso pode ser observado
graficamente pelo aparecimento de regides cinzentas representativas dos tensores
intermediarios. Solugdes com regides intermediarias para o problema sdo
indesejaveis uma vez que sua manufatura ndo ¢ viavel. A Figura 3.3 mostra o
dominio de projeto e o resultado do processo de otimizagdo aplicado a uma viga
parede ndo simétrica com uma carga concentrada aplicada no seu balanco.
Observa-se as regides com predominancia de densidades intermedidrias. Como
fungcdo objetivo foi tomada a flexibilidade média da estrutura e um campo
continuo para densidades relativas foi adotado. Solugdes desse tipo sdo

denominadas de escala de cinza (gray scale).

A solucdo encontrada para esse tipo de problema, apesar de ndo aplicavel na
pratica, ¢ um minimo global. Bendsoe e Kikuchi (1988) mostraram que tais
problemas s3o convexos bem postos, e para os quais o ponto de minimo global ¢
facilmente encontravel. Na verdade, a relaxagdo do problema conduz a

formulacao bastante semelhante a um problema de otimizagdo paramétrica.
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Figura 3-3: Solugdo do problema de otimizacdo em escala de cinza.

3.14
Modelo SIMP

O modelo denominado SIMP (Solid Isotropic and Material Penalization)
que aplica uma restricdo as densidades artificiais intermedidrias via um
coeficiente de penalizagdo, p, foi proposto de modo praticamente simultaneo por
Bendsoe (1989) e Zhou e Rozvany (1991), como forma de forcar a obtencdo de
solugdes Otimas, para um material isotrdpico, na forma 0-1. Para valores de p
superiores a 1, as densidades intermedidrias tornam-se desfavoraveis durante a
otimizagdo do problema. Isso significa que as mesmas conduzem a um alto gasto
de volume de material com correspondentes pequenos ganhos de rigidez. Dessa
forma as densidades intermediarias tendem a ser eliminadas do problema, durante
a otimizagao, através da redugdo da ocorréncia da escala de cinza. Como principal
vantagem na aplicacdo do modelo SIMP pode-se considerar a obtengdo de uma
topologia para o material passivel de ser aplicada em problemas praticos. A

equacdo abaixo representa genericamente o0 modelo SIMP na forma:

E(x) = p(x)PEq (3.14)

Onde:
E(x) — Modulo de elasticidade em um ponto estendido com coordenadas x;
p(x) - Densidade artificial relativa no ponto estendido;
p - Coeficiente de penalizacdo das densidades artificiais relativas;

E; — Mddulo de elasticidade do material sélido.
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A cada elemento finito da malha associa-se um valor de densidade artificial
relativa. Sendo assim, a equacdo 3.15 pode ser aplicada como expressio do
modelo SIMP. E necesséario também estabelecer uma restricio de volume para o
problema, o que implica que o coeficiente de penalizagdo seja suficientemente
grande, ou seja, p = 3 (Bendsoe e Sigmund, 2003). Assim, a expressdo anterior

torna-se:

E, = p"Es (3.15)
Onde:

E, —Modulo de elasticidade associado ao elemento finito e;
E; — Mddulo de elasticidade do material sélido.

O problema discretizado da minimizacdo da flexibilidade através do método

SIMP, pode entdo ser expresso na forma:

Obter p
Que minimize: ¢ = FTU (3.16)
Sujeito a: K(p)U = F (3.17)
Pnin < p(x) <1 (3.18)
N
2 PeVe = Vol (3.19)
e=1

Onde:

K(p) - Matriz de rigidez global da estrutura em fungdo das variaveis de

projeto;
p - Vetor composto pelas variaveis de projeto (densidades);
Pmin - Densidade minima admitida;
v, - Volume do elemento e.

As equacdes de equilibrio da estrutura sdo impostas indiretamente via
analise pelo FEM na qual se obtém o vetor de deslocamentos nodais U através da

funcdo objetivo ¢. Sdo denominadas restricdes laterais os limites impostos as
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variaveis de projeto. A ado¢do de um limite minimo para o mdédulo de elasticidade
de um elemento ¢ feita de modo a evitar o problema de singularidade da matriz de
rigidez da estrutura durante o processo de resolucdo das equagdes de equilibrio.
Um valor de p,,;, na ordem de 0,001 ¢ suficiente para garantir esse proposito

(Traldi, 2010).

A matriz de rigidez de um elemento finito (k,) pode ser definida em funcao

da matriz de rigidez do material s6lido (k) na forma:

ke = pLks (3.20)

Vale observar que, através da formulagdo proposta, as varidveis de projeto
envolvidas no problema sdo as densidades relativas relacionadas com os
elementos finitos ou noés da malha utilizada na discretizacdo. Sendo assim, o
problema de minimizagdo da flexibilidade ou maximiza¢do da rigidez, pode ser
entdo entendido como um processo iterativo que busca uma melhor distribuigao
de material das varidveis de projeto pela malha. Como todo processo iterativo, o
processo finaliza quando um determinado critério de convergéncia ¢ atingido. A
Figura 3.4 a seguir apresenta um fluxograma com as principais etapas do

Processo.

1
Analise de Elemento Finitos —e

Analise de sensibilidade
linearizagac

Filtragem

Meétodo de Otimizagéc via
Assintotas Mévei: /OC

Atualiza¢dc das Variaveis de e
Projetc

Plotar resultados /
Pé: processamentc

Fim

Figura 3-4: Diagrama de fluxo — Método SIMP
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3.1.5
Abordagem com variaveis nodais

Uma possivel técnica considerada ¢ a abordagem com varidveis nodais.
Nesse caso, as varidveis de projeto serdo distribuidas ao longo dos nos da malha
de elementos finitos. A densidade serd admitida constante no elemento e podera
ser obtida via média aritmética simples das densidades associadas a seus nos
(Traldi, 2010). A propriedade do material a ser utilizada na anélise por elementos

finitos ¢ tomada no centro geométrico de cada elemento via expressao:
nnel
=)
Pe =l 2P (3.21)
=1
Onde:
nnel — Numero de nés do elemento finito utilizado;

p; — Varidvel de projeto associada ao no i do elemento.

E entdo possivel obter a matriz de rigidez de um elemento qualquer com

base na expressao:

nnel

P
_ 1
ke=|— Z pi | ks (3.22)
i=

O que leva a obtencdo da matriz de rigidez global da estrutura na forma:

N
K = 2 ke (3.23)

e=1

Sendo a flexibilidade média da estrutura utilizando a abordagem com

varidveis nodais descrita pela equacao:

nnel

N P
— 1 T
c= z el Z pi | UeksU, (3.24)
e=1 =1

A maior vantagem no uso dessa técnica ¢ uma suavizagdo das
descontinuidades no campo de densidades entre elementos. Essa técnica
possibilita a implementacdo de algumas ferramentas propostas contra

instabilidade numérica como o CAMD (Matsui e Terada, 2004) e as técnicas de
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projecdo (Guest et al, 2004). No entanto, apesar do processo de suavizagdo na
distribuicdo de densidades, a abordagem com vérias varidveis nodais ndo impede

a descontinuidade existente.

3.1.6
Abordagem com base no elemento

Outra possivel técnica na resolugdo do problema de otimizacdo envolvido
no método SIMP ¢ a abordagem com base no elemento. Nesse caso, durante cada
processo iterativo de otimizagdo, um valor de densidade é considerado constante
para cada elemento finito da malha presente na discretizacdo. Uma vez adotada
essa hipotese, considera-se uniforme o campo de densidades no interior do
elemento (Traldi, 2010). Com isso, apenas os deslocamentos serdo representados
nos nos e poderdo ser obtidos via fungdes de interpolagdo enquanto que as
varidveis de projeto sdo mantidas constantes em todo dominio do elemento,

independentes do tipo de elemento considerado.

Assim, a matriz de rigidez global da estrutura serd formada pela

contribuicdo das matrizes de rigidez de cada elemento na forma:

N
K= 2 peke (3.25)
e=1

Podendo entdo a flexibilidade média da estrutura ser obtida com base na

expressao:

N
c= 2 peUl kU, (3.26)
e=1
Onde:
U, — ¢ o vetor de deslocamentos nodais do elemento;
N - ¢é o numero total de elementos finitos da malha.

No caso do presente trabalho apenas a abordagem com base nos elementos ¢

adotada.
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3.2
Instabilidades Numéricas

A solucdo do problema de otimizacio de topologia apresentado
anteriormente descreveu uma formula¢do baseada na forma discreta 0-1 e sua
evolucdo para o problema na forma relaxada, via utilizagdo de uma variagdo
continua da densidade do material. Para que isso seja possivel ¢ necesséria a
introdu¢do de um coeficiente de penaliza¢do que caracteriza o modelo SIMP. No
entanto, a medida que o processo de otimizacao inicia, ¢ comum o aparecimento
de solucdes que possuam instabilidades numéricas inerentes ao processo. Os tipos
mais comuns presentes na literatura sdo: dependéncia de malha e instabilidade de
tabuleiro. Uma das formas adotadas frequentemente para eliminacdo desses tipos
de instabilidades ¢ um método, baseado em um filtro de sensibilidade. Esse item
descreve as principais caracteristicas das instabilidades existentes e o principal

método adotado para elimina-las.

3.21
Instabilidades devido a problemas de dependéncia de malha

O problema da dependéncia da malha, que ocasiona diferentes solugdes
finais para diferentes discretizagdes ¢ inerente ao processo de discretizacdo do
dominio. Quando o dominio continuo ¢ discretizado, o espaco das solugdes passa
a ter dimensao finita. Assim, a cada nova discretizagdo, uma nova solu¢do mais

refinada pode ser encontrada.

Intuitivamente, espera-se que quanto mais refinada for a malha de elementos
finitos, a topologia 6tima deveria resultar em uma estrutura que descreva com
maior fidelidade as condi¢des de contorno do problema. Entretanto, ndo ¢€ isso que
ocorre. Em muitos problemas, malhas com maior refino resultam em topologias
mais detalhadas e qualitativamente diferentes de um modelo resultado de uma

malha mais grosseira (Figura 3.5).
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<) d)

Figura 3-5: Dependéncia da malha. a) Estrutura com simetria; b) Malha com 1250 elementos;

¢) Malha com 5.000 elementos; d) Malha com 45.000 elementos.

De acordo com Petersson e Sigmund (1998), o problema da dependéncia da

malha pode ser dividido em duas categorias:

>

Obtengdo de topologias finais cada vez mais complexas a medida que a
malha de elementos finitos vai sendo refinada. As malhas mais refinadas,
nesse caso, produzem estruturas “melhores” (ou seja, com valores cada vez
menores na funcdo objetivo, se o problema for & minimizacdo do volume)
quando comparadas com estruturas geradas a partir de malhas menos
refinadas.

Obtencao de diversas solugdes 6timas com mesmo valor da fungdo objetivo.
Este problema aparece devido a ndo unicidade da solu¢do do problema
discretizado e ocorre, por exemplo, no projeto de uma estrutura uniaxial sob
tensdo em uma dada 4rea A Figura 3-6 ilustra esse problema. Tanto a
estrutura (b) quanto a estrutura (c) funcionariam perfeitamente sob o dado

caso de carregamento com variacao apenas da fracdo do volume final.
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lP

(a) (b) (c)

Figura 3-6: Exemplo de ndo unicidade da solucdo

Apesar de ndo existirem maneiras de resolver diretamente o problema da
ndo-existéncia da solu¢do unica, uma restri¢do na complexidade da topologia final
pode minimizar a apari¢ao desse fendmeno. Em relagdo a dependéncia do refino
da malha, solu¢des comumente utilizadas podem ser vistas em Bendsee (1995),
Sigmund et al (1998) e Guest et al (2004), entre outros. Nesse trabalho apenas as

técnicas de filtragem propostas por Sigmund (2001) serdo utilizadas.

3.2.2
Instabilidades devido a problemas de tabuleiro

A instabilidade de tabuleiro ¢ um problema bastante comum na otimizagao
topologica de estruturas continuas. Até pouco tempo atrds, suas causas ndo eram
muito conhecidas (Sant’anna, 2002). O mesmo ndo podia ser dito das suas
consequéncias, pois se sabia que a topologia final na forma de um tabuleiro

aumentava a rigidez da estrutura. Os primeiros trabalhos pesquisando esse
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fendmeno acreditavam que o resultado obtido correspondia a algum tipo de
microestrutura 6tima. Entretanto, logo se descobriu que essa rigidez extra ¢
artificial e que de forma nenhuma correspondia a algum tipo de microestrutura

Otima.

Provou-se que esse fendmeno ¢ decorrente da discretizagdo do modelo
continuo, e decorre principalmente devido a problemas numéricos na
convergéncia do método dos elementos finitos. Tanto o método da
homogeneizagdo quanto o uso de microestruturas artificiais, tais como o método
SIMP, estdo sujeitos ao aparecimento da instabilidade de tabuleiro (ou
instabilidade xadrez), fendmeno esse causado pelo mau-condicionamento das
solugdes das equagdes de equilibrio ocasionadas pelo uso do método dos
elementos finitos (Figura 3-7). Sabe-se também que o uso de elementos finitos de
alta ordem (como os quadriladteros de 8 e 9 nos) pode prevenir esse fendmeno,
devido ao enriquecimento do campo de deslocamentos se o expoente utilizado na

parametrizacdo do tensor constitutivo ndo for muito elevado (Sant’anna, 2002).

De acordo com Kikuchi et al (1984), uma alternativa para contornar o
“problema” de usar elementos de alta ordem ¢ criar uma malha formada por
“super-elementos” constituidos de, por exemplo, 4 elementos bilineares
isoparamétricos agrupados, todos com os mesmos valores de densidade. Essa
estratégia ¢ de certa forma, um controle de gradiente nas densidades, pois grupos
de elementos vizinhos ndo podem sofrer variagcdes bruscas em suas densidades.
Apesar de esse “super elemento” ser formado apenas por quadrilateros de baixa
ordem, o super elemento se comporta como se tivesse graus de liberdade extras,

aumentando o custo computacional da solugdo do problema.
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Figura 3-7: Instabilidade de tabuleiro

Elementos finitos como o Elemento de Taylor (Sant’anna, 2002), que
possui um campo de deslocamentos enriquecido, ndo reduzem o problema.
Entretanto, pelo fato de possuir uma interpolacdo polinomial de baixa ordem, esse
elemento ndo oferece um grande aumento no tempo computacional. O uso desse
elemento, aliado a uma estratégia de filtragem, pode minimizar o problema da

instabilidade de tabuleiro.

3.23
Esquema de regularizagao via filtro de sensibilidade

Uma das ferramentas mais utilizadas no combate as instabilidades
numéricas ¢ a adocdo de um procedimento heuristico denominado filtro de
sensibilidade (Sigmund, 2001). Sua principal diferenca na aplicagdo entre as
técnicas com a abordagem com base no elemento e com a abordagem em
variaveis nodais ¢ que na primeira ele atua alterando as sensibilidades da fungado
objetivo, fazendo com que ela dependa das sensibilidades e das densidades dos
elementos de uma dada vizinhanga e ndo apenas de um elemento. Sua outra

alteracdo se dard em relagdo as varidveis de projeto localizadas nos n6s da malha.
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P

| dist. dist. ¥

min

Figura 3-8: Filtro de sensibilidade

A Figura 3.8 mostra como um raio minimo devera ser adotado como
pardmetro para incluir elementos da sua vizinhanga que influenciardo na
contribuicdo da sensibilidade da fung@o objetivo. Também um peso, denominado
operador de convolucdo ¢ imposto, de modo que a influéncia de cada elemento
pertencente a area delimitada decresga linearmente com a distancia entre o centro
do elemento e o centro do circulo. Na abordagem através de varidveis nodais, o

circulo ficara centrado no no.

A aplicagdo da técnica de filtragem evita grandes descontinuidades nos
valores de sensibilidades da fungdo objetivo em relacdo as variaveis de projeto o
que acaba por eliminar ou diminuir substancialmente a instabilidade de tabuleiro.
Também a dependéncia de malha podera ser evitada com essa técnica uma vez
que adogdo de raios maiores evitard a formagdo de regides com pequena espessura
devido ao refinamento da malha. Com essa técnica a sensibilidade da fun¢ao

objetivo ¢ obtida na forma:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812424/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812424/CA

Geragao automatica da topologia de STM 94

a¢ B
op; N L H, Z jPj 3 ap} (3.27)

Onde:

i - Indice do elemento que se deseja corrigir a sensibilidade;
j - Indice da cada elemento dentro do circulo do filtro;

p; - Densidade do elemento com indice i

p; - Densidade do elemento com indice j;

N - Numero total de elementos finitos da malha;

H; - Operador de Convolugdo de cada elemento com indice j;

A

o Sensibilidade da fungdo objetivo em relacdo a densidade do elemento
l

c
5 - Sensibilidade da fun¢@o objetivo em relacdo a densidade associada a
J

cada elemento e indice ;.

O operador de convolucdo pode ser obtido com base em:

H:

{rmin —dist(j,i) jeN|dist(j,i) < rmin}
]:

0 jeN|dist(j, i) > Tmin (3.28)

Onde dist(ji) ¢ a distancia entre o elemento central i do circulo aos
elementos com indice j. A eficiéncia do filtro estd diretamente relacionada com a
escolha adequada do pardmetro raio minimo (7,,;,) . Um estudo béasico com um
numero de simulagdes minimo deverd ser executado na busca de um resultado

satisfatorio do ponto de vista pratico.
As principais vantagens das técnicas de filtragem sdo:

» Reduz o aparecimento da instabilidade de tabuleiro, mesmo usando
elementos de baixa ordem, como o elemento bilinear isoparamétrico;

»  Simplifica a topologia final, facilitando sua interpretacao;
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»  Reduz o problema da ndo unicidade da solugdo, pois restringe a variagao das

densidades.
Algumas desvantagens que podem ser citadas sdo:

»  Necessidade de malhas refinadas para garantir a convergéncia;
» A filtragem faz com que o processo de otimizacdo leve mais iteragdes para

convergir, as vezes até duas vezes mais iteragdes do que sem o filtro.

3.2.31
Coeficiente de penalizagao

O coeficiente de penalizagdo a ser utilizado na obtengdo dos modelos
topologicos otimos tem uma influéncia bastante grande no resultado final. A
Figura 3.9 mostra para uma variag@o de 1 a 4 como a solucdo da topologia de uma
viga com dois balangos ¢ alterada. Os outros pardmetros relativos a fracdo do
volume inicial, quantidade de elementos da malha e raio minimo do filtro de
sensibilidade s3o mantidos constantes. A estrutura em estudo apresenta uma
malha na escala 1:0.5, sendo composta por 200 elementos finitos em x e 100 em y.

O raio minimo adotado foi de 3 e sua fragdo de volume inicial fixada em 0,25
(25%).

a) b)



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812424/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812424/CA

Geragao automatica da topologia de STM 96

c) d)

e)

Figura 3-9: Filtro de sensibilidade

3.2.3.2
Influéncia do raio do filtro de sensibilidade

De modo a exemplificar a influéncia do pardmetro raio minimo do filtro de
sensibilidade na obtengdo de topologias 6timas um exemplo ¢ utilizado. Os outros
parametros do problema serdo mantidos fixos (nimero de elementos da malha e

coeficiente de penaliza¢do) e o raio do filtro sera variado de 1 até 6.

A Figura 3.10 mostra como uma modificagdo no valor do raio minimo pode
levar a diferentes topologias. Observa-se que quando o raio minimo ¢ unitério, as
sensibilidades ndo serdo corrigidas o que levard aos problemas de tabuleiro e
dependéncia de malha. A medida que seu valor ¢ aumentado, valores de densidade
intermediaria aparecerdo devido a influéncia dos valores de baixa densidade no

calculo geral dos elementos.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812424/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812424/CA

Geragao automatica da topologia de STM 97

Tmin = 2 Tin = 3

Tmin = 4 Ymin = 5

Tmin = 6

Figura 3-10: Modificacdo das topologias com variacdo do raio do filtro.

Isso mostra a necessidade de um estudo basico de um raio minimo que
atenda os resultados praticos compativeis. Deve-se também ter cuidado com
valores demasiadamente altos a fim de evitar solugdes topoldgicas com

aparecimento de escala de cinza.

3.3
Método de Solugio para Busca de Topologias Otimas

Algoritmos de programacdo matematica sdo formulados a partir da busca

pelo minimo ou maximo de fungdes, que utilizam a analise de sensibilidade como
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orientagdo para essa busca do ponto 6timo (minimo ou maximo). A seguir serdo
descritos os principais passos para obten¢do das sensibilidades e posterior
processo de otimizacdo segundo dois grandes critérios existentes na literatura. Um
método baseado na condicdo de estacionaridade da fungdo Lagrangeana,
denominado Critério de Otimalidade (Optimality Criteria - OC), e outro baseado
numa classe de métodos de otimizagdo com convergéncia global baseado em
fungdes aproximadoras separadas conservativas convexas, conhecido como

Método das Assintotas Moveis (Method of Moving Asymptotes - MMA).

Durante este trabalho de pesquisa, as duas técnicas foram testadas e
utilizadas na obten¢do de topologias 6timas com bastante sucesso. No entanto, a
partir do trabalho apresentado por Groenwold e Etman (2007) que demostrou o
melhor desempenho do Critério de Otimalidade (OC) em problema dessa natureza
e também por ter uma implementacdo computacional bastante mais simples que o

Me¢étodo das Assintotas Moveis, os exemplos finais foram todos feitos via OC.

3.31
Método das assintotas moveis

Uma forma bastante eficaz de resolver o problema de otimizagdo topologica
leva a uma classe de métodos de otimizagdo com convergéncia global baseado em
fungdes aproximadoras separadas conservativas convexas (Conservative Convex

Separable Approximations - CCSA).

Os métodos CCSA sao aplicados a problemas de programagdo ndo linear
com restricdes de desigualdade, que podem ser encarados na forma de problemas
de minimizacdo com restricdes do tipo menores ou iguais (Svanberg, 2002).
Existem iteragdes externas e internas nesses métodos. Uma iteragdo externa inicia
a partir da iteragdo atual x(®) e termina com uma nova iteragio x **1), Entre uma
iteragdo externa e outra, um subproblema convexo ¢ gerado e resolvido. Nesse
subproblema, a func¢do objetivo original e suas restricdes sdo representadas por
certas funcdes separadas convexas que aproximam a funcdo original nos arredores
de x® . A solugdo 6tima do subproblema pode ser aceita ou rejeitada. Se for
aceita, torna-se x **1) ¢ outra iteracdo externa é completada. Se for rejeitada, uma
nova iteragdo interna ¢ feita, com um subproblema modificado baseado em

alguma alteragdo feita nas fungdes de aproximacdo. As iteragdes internas serao
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repetidas até que as fungdes aproximadoras da fung@o objetivo e das restricdes se

tornem maiores ou iguais as fungdes originais na solugdo 6tima do subproblema.

Quando isso acontece, ¢ dito que as fungdes de aproximagdo sdo
conservativas. Isso ndo implica que o conjunto de solu¢des viaveis do
subproblema estd completamente contido no conjunto de solugdes vidveis
originais, mas implica que a solugdo 6tima do subproblema ¢ uma solugdo viavel
do problema original, com valor da fun¢do objetivo menor do que a iteracao
anterior. Cada nova iteracdo externa requer valores para a fungdo e as derivadas
de primeira ordem da fun¢do objetivo original e de suas restrigdes, calculados na
iteragdo atual x*). Cada nova iteragdo interna requer apenas os valores da fungao
e ndo de suas derivadas, calculados a partir da solu¢do 6tima do subproblema mais

recente.

Utilizar esquemas baseados em uma resolugdo de uma sequéncia de
subproblemas ndo ¢ uma ideia nova. Podemos citar problemas do tipo SQP
(Sequential Quadratic Programming) onde, em cada iteragdo, um problema de
programacao quadratica convexa (Quadratic Programming - QP) ¢é resolvido e
uma busca em linha ¢ feita via funcdo de mérito. No entanto, as restri¢des lineares
no subproblema QP ndo garantem que os pontos de iteragdo sejam viaveis com
respeito as restricdes originais, o que os torna ndo conservativos conforme
definido anteriormente. Em contraposicdo aos métodos SQP, os métodos CCSA
introduzem uma curvatura tanto na fungdo objetivo quanto nas fungdes de
restricdo do subproblema. Esta curvatura ¢ atualizada durante as iteragdes internas
uma vez que as fungdes aproximadoras sdo conservativas, ndo sendo assim
necessaria a execu¢do de nenhuma busca linear. Outra classe de métodos que gera
pontos de iteracdo vidveis sdo os métodos de pontos interiores. Mas nesses
métodos a viabilidade ¢ garantida adicionando a funcdo objetivo uma fungdo de
barreira logaritmica e ndo usando fungdes aproximadoras conservativas para as

fungdes de restri¢do conforme proposto pelos métodos CCSA.

Um ponto que deve ser enfatizado é que o maior beneficio dos métodos
CCSA sao que os mesmos podem ser aplicados com sucesso a problemas com

numero muito grande de varidveis, sem que as matrizes Hessianas da fungdo
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objetivo e das restricdes fiquem densas. Esta propriedade também pode ser

estendida pelo uso das fungdes aproximadoras separadas.

Um dos métodos CCSA adotados neste trabalho ¢ denominado Método das
Assintotas Moveis ou MMA, que tém aplicagdo no campo da otimizacdo
estrutural, onde o célculo das fungdes objetivo e seus gradientes conduzem a um
grande consumo de tempo (envolvendo um enorme numero de calculos de
elementos finitos). Uma consideracdo normalmente importante aos usudrios,
nesses casos, ¢ que os pontos de cada iteracdo gerada, sejam vidveis. Isto €

garantido pelo método MMA.

A formulagdo em MMA ¢ baseada numa expansdo em série de Taylor de
primeira ordem da fung¢do objetivo e fungdes das restrigdes (Svanberg, 1987).
Com esse método, um subproblema convexo explicito ¢ gerado para aproximar
um problema ndo linear implicito. Uma vez que o problema ¢ separado e tornado
convexo, uma formula¢do dual ou um método de pontos interiores primal-dual
pode ser utilizado para resolvé-lo. A solucdo de uma sequéncia de subproblemas

pode convergir em dire¢do ao problema original.

Dessa maneira o problema de otimizagdo estrutural pode ser montado da

seguinte maneira:

Minimizar: f,(x) (3.29)
Sujeito a: fi(x) < f;, i=1,...M (3.30)
0 < Xpin < X° < Xpayr =1, N (3.31)

Onde M ¢ o numero de restricdes e N ¢ o numero de elementos. A fungdo f,
¢ a funcdo objetivo. As fungdes f; representam as restrigcdes € os contornos das
variadveis de projeto serdo X,,in € Xmax- As funcdes implicitas f; sdo aproximadas
pelas fungdes explicitas f, que sdo caracterizadas por serem separaveis e
convexas. A escolha dessas fungdes aproximadoras ¢ baseada em calculos prévios
dos valores das funcdes calculadas e dos seus gradientes. E assumido que tanto a

funcdo objetivo quando as fungdes das restricdes podem ser aproximadas através
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das fungdes aproximativas. Podemos entdo modificar o problema de otimizacao

anterior para:

Minimizar: ﬁ,(k) (%) (3.32)

.. ~(k) 7.
Sujeitoa: f, () <f;, i=1..M (3.33)
0 <Xmin <X° <Xmax, 1=1,...,N (3.34)

Sendo k o niimero da iteracio atual e o vetor x(®) é o ponto de inicial para

. : , ~(k -
as densidades relativas. Na MMA, cada fungdo aproximadora ﬁ( )(x) <f; ¢

1
€
Upg—x€ ~ x€—Lg°

obtida pela linearizagdo de f;(x) por variaveis do tipo dependendo

do sinal das derivadas em x®, onde U, e L, sdo parametros denominados

assintotas que devem satisfazer L, < x¢%) < U,. Assim tem-se:

N
~(k) 1 1
fi () =2(Ue_xe+xe_Le)+n- (3.35)
e=1
onde:
% > 0 em x® entdo:
20f;
Pie = (Ue —x*®)" A qie = 0 (3.36)
% < 0 em x® entdo:
20f;
Gie = (x*® = Le)" S Apie =0 (3.37)

, ~(k
Observe que 1; é escolhido de forma que ﬁ( )(x(")) = fi(k)(x(k)). Os
valores dos pontos assintoticos U, e L, sao normalmente modificados entre as

iteragdes e, por conseguinte, esses pontos sao também uma fungao de k.
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), 1),

_____ £
> X > X

Figura 3-11: Formulagdo via MMA para varidvel de projeto x¢

A Figura 3.11 mostra o procedimento para utilizagdo da MMA para uma
varidvel de projeto x® num espago unidimensional. A fungdo f(x) ¢ a fungdo
objetivo e a fungdo f(x) ¢ a fungdo aproximadora. Os pontos assintoticos U, e L,
sdo normalmente representados por valores finitos. Um procedimento heuristico
pode entdo ser utilizado para atualizar os pontos assintoticos U, e L,. As
assintotas serdo movidas para cada vez mais perto uma da outra de modo a obter

iterativamente o ponto de projeto 6timo.

Observe que se U, = +o e L, - —oo a aproximacdo MMA torna-se, no
limite, igual a uma aproximacdo linear via Programacdo Linear Seqiiencial
(Sequential Linear Programming - SLP). Nos casos considerados a flexibilidade
ou energia de deformagdo ¢ igual a f,(x) e a estrutura € restringida a certa porcao

do dominio de projeto V, assim f; (x) = fVj.
A derivada da fungdo objetivo é encontrada utilizando o equilibrio fazendo:

ok ou
ku=F—>axeu+kaxe=0 (3.38)

Derivando a funcdo objetivo com respeito a varidvel de projeto e usando a
expressdo anterior:
oc  ouT

du
= o hu Uk = —p(x)P T ukout = —p(x)P g (3.39)
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A expressdo anterior assume que os carregamentos sdo independentes das
S : . OF . N - .
variaveis de projeto, ou seja, Pl 0. A derivada das funcdes de restricdo sera

entao:

av

— 14€

5xe =V (3.40)

A maijor vantagem na utilizagio da MMA ¢ que nela a fungdo f(x) é
convexa, logo aproxima de maneira fechada o comportamento da fung¢do objetivo

e as fungoes das restrigdes, conforme mostrado na Figura 3-11.

3.3.2
Critério de otimalidade

Outro critério bastante eficaz e simples € o critério de otimalidade (OC).
Nesse tipo de formulagdo a fungdo Lagrangeana para o problema de otimizagao

que minimiza a flexibilidade sera:

N N
L=C+AW = fVy) + AT(ku— F) + ZAg(xmin —xe) + Zzg(xe —x,) (3.41)
e=1 e=1

Os multiplicadores de Lagrange A e A; serdo globais enquanto A5 e A5 serdo
os multiplicadores devido as restrigdes laterais inferiores e superiores. O
multiplicador A ¢ um escalar, o multiplicador 1; ¢ um vetor e os multiplicadores
A5 e A§ sdo escalares. A otimalidade é encontrada quando as derivadas da fungdo

Lagrangeana com respeito as variaveis de projeto sdo igualadas a zero, assim:

JL
e 0,parae=1,..,N (3.42)
Ou
JL ac av d(ku)
— T
dxe  0xe + Aax" +h axe A2+ 25 (3-43)
Assumindo que as restri¢des laterais ndo sdo ativas, ou seja, A5 =15 =0, ¢

. . I . oF
que as cargas sdo independentes das variaveis de projeto

s ome = 0, chega-se a:

oL ouT r ou 7, 0u
9x° =6x" ku+u axeu+u k(’)x"

+ e + AT aku+kau 3.44
1 dxe 9xe 3. )
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oL Jdu Jdu
axe u’ 0xe u+ d0x¢ Qu"k + 27k) + ° (3.45)

Uma vez que A} ¢ arbitrario, pode-se selecioni-lo de modo a eliminar a
segunda parcela do lado direito da equagdo (3.45). Assim, fazendo Al igual a

—2uT obtem-se a parcela 2uk + ATk que é nula. Logo:

daL du
pyie —ul 72e + e = —p(x®)P~1ulk%u® + 1w = —p(x®)P"1q, + Av® (3.46)

Onde g, = u®k°u® e sendo a energia de um elemento sélido x¢ = 1.

Pode-se entdo atualizar as varidveis de projeto com base na equagao anterior
na forma:

p(xe)p—lqc

oo =1 (3.47)

O significado fisico da equagdo anterior ¢ que a densidade da energia de
deformacdo poderd ser constante através do dominio de projeto. O multiplicador
de Lagrange ¢ entdo escalado de forma que a densidade da energia de deformagao

se torne constante.

Utilizando o esquema heuristico para atualizagdo das variaveis de projeto,

tem-se:

p(x®)P~1q.\* ¢
X(aer1) = X0 <—M,e =) =0 (BGo) (3.48)

Sendo ¢ o amortecimento, normalmente tomado no valor de 0.5 ¢ k ¢ o
contador para o nimero de iteragdes. A proposta € que o amortecimento estabilize
a iteracdo. Nao serdo permitidas grandes modificagdes na densidade relativa em
uma iteracdo mesmo sabendo que o elemento ird de vazio a solido. Assim serdo
introduzidos limites méveis para controle da varidvel de projeto. O propodsito
desses limites moveis € estabilizar a iteracdo. Num esquema de atualizacdo que
leva em conta os limites moveis das variaveis de projeto x, tem-se:

max[(1 — m)xg, Xpin] se {xg(BS)S < max[(1 — m)xg, Xpminl}

Xeny = {2 (BE)S se max[(1 — m)xg, Xn) < xE(BE) < min[(1 = mIxf, Yol ( (3.49)
min[(1 = M)XE, Xymax] s€ L (BE)S = min[(1 — m)XE, K]}
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Denomina-se m o limite movel, que na maioria dos casos tera o valor de

0.5. A variagdo do limite movel podera ocorrer para valores entre 0 e 1.

O multiplicador de Lagrange deve também satisfazer a restricdo de volume
assim pode-se atualizar o mesmo de forma iterativa, conforme mostra a Figura

3.12.

g(A)

g =V x-SV,

Figura 3-12: Multiplicador de Lagrange

Percebe-se que a fun¢do g(A1) tem uma dependéncia decrescente mondtona
e continua com multiplicador de Lagrange. Pode-se entdo utilizar o método da

bissec¢do para determinar quando a fungdo se torna nula.

3.3.3
Obtencao das sensibilidades via método adjunto

Pode-se reescrever o problema em fun¢do somente das varidveis de projeto,

ficando:
Minimizar: c(p,) (3.50)
Sujeito a:
N
2 Vopo <V 3.51)
e=1
0<pmin<pe<1le=1,..,N (3.52)

A equacdo de equilibrio ¢ considerada na forma:
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clpe) = fTu (3.53)
Onde u resolve:

N

2 pekeu = f (3.54)

e=1

O calculo dos gradientes ¢ necessario para que o algoritmo de otimizagdo
proceda a resolugdo da equagdo anterior. Isso ¢ facilmente obtido derivando as
fungdes objetivo e as restricdes, que envolvem apenas p. Para fungdes que
também dependam dos deslocamentos, as derivadas podem ser obtidas pela regra
da cadeia. Estas expressoes irdo conter derivadas dos deslocamentos, que podem
ser obtidas através das derivadas da equagdo de equilibrio Ku = f. O projeto
topologico normalmente trabalha com um niimero moderado de restrigdes, assim
o método mais efetivo para calculo das derivadas ¢ o método adjunto, onde as
derivadas dos deslocamentos ndo sdo calculadas explicitamente. Considerando-se
o problema de minimizar flexibilidade, colocado anteriormente, e reescrevendo a

fungdo c(p) adicionando a ela um termo nulo (equilibrio) na forma:

c(p) = ffu—a"(Ku—f) (3.55)

Onde # pode assumir ¢ um valor arbitrario qualquer, contanto que seja fixo

e real. Assim, depois de rearranjar os termos, teremos:

dc
9pe

Ju . 0K
- U u
900 900 (3.56)

=(ffu—-a"K)

Esta expressao pode ser reescrita na forma:

dc 0K
— aT

dpe  Ope

u (3.57)
Onde o vetor @ satisfaz a equagdo adjunta:

ffu—a'K=0 (3.58)

Esta ultima equagdo ¢ a equagdo de equilibrio para flexibilidade que se pode
obter diretamente de #i = u (normalmente a equacdes adjuntas requerem mais
esforco computacional). Assim sendo, pode-se observar que apenas a variavel p
sera diferenciada na equagdo do problema original, o que leva a uma equacao

extremamente simples na forma:
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dc
9pe

= _p(pe)p_luTkeu (359)

Pode-se observar que as derivadas para um problema de minimizagdo de
trabalho de deformacdo sdo extremamente faceis de obter. Vale notar que as
derivadas sdo “locais”, ou seja, envolvem apenas informac¢des no nivel do
elemento, entretanto sua repercussdo se dard através do efeito da variavel de
projeto na forma de deslocamentos. Finalmente, pode-se notar que a expressao
para sensibilidade ¢ negativa em relagdo a todos os elementos considerados, o que
confirma a intuigdo fisica de que a adicdo de mais material em qualquer problema
com decréscimo de flexibilidade faz a estrutura mais rigida Bendesge e Sgumund

(2003).

34
Técnica dos Elementos Indutores

Os elementos indutores s3o formados através de um procedimento
numérico, incluso dentro do algoritmo de resolug¢do do método SIMP, que
garantam que durante o processo de otimiza¢do sejam assegurados valores
maximos e minimos de densidade para alguns elementos da malha. Assim um
determinado trecho pré-definido para um encaminhamento de carga possa ser
obedecido de modo a possibilitar uma interagdo do projetista com o processo de
otimizagdo a ser executado. Vale salientar que, mesmo que um conjunto de
elementos indutores seja pré-definido para malha, o processo de filtragem das
densidades feito para atualizagdo das varidveis de projeto pode simplesmente
levar a uma solu¢do que desconsidere esse conjunto. Essa técnica foi proposta
inicialmente por Bendsee e Sigmund (2003) para introduzir furos e elementos

fixos na malha de elementos.

Bielas e tirantes poderdo entdo ser pré-definidos de uma forma livre
através deste procedimento, modificando o resultado da otimizag¢do via novos
encaminhamentos de carga, conforme serd mostrado adiante nos exemplos
apresentados. Essa técnica possibilita ao projetista determinar uma série de
modelos de bielas e tirantes que cumpram o teorema do limite inferior da teoria da

plasticidade resultando em estruturas estaticamente admissivesis.
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Inicial zagic

Definigéio dos elementos
indutores e ndo indutores

Analise via Elementos
Finitos

Analise de sensibilidade
(linearizagic )

Filtragenr

Elemento indutor?

Variavel de projeto com
densidade p(x)=1

Meétodo de Otimizagéc via
ocC

Convergiu’

Plotar resultados /
Pés-processamento

Fim

Figura 3-13:Fluxograma de implementacdo da técnica dos elementos indutores.

A Figura 3.13 mostra um fluxograma de implementacao da técnica dos elementos
indutores num programa de otimizagdo topoldgica. Para maiores detalhes ver
Bendsege e Sigmund (2003). Os elementos indutores podem ser considerados de
duas formas diferentes. A primeira delas ¢ a introdugdo de buracos em locais
especificos de modo a encaminhar o carregamento para um fluxo de cargas
previamente requerido. Nesse caso todos os elementos que foram previamente
associados com valores nulos de densidade relativa nula (vazio) tém seus valores

mantidos constantes do inicio ao fim do processo. Esse tipo de técnica pode ser
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muito util quando se deseja obter um encaminhamento de fluxo conhecido mais

que seja dificil de obter um processamento de OT convencional.

A segunda forma consiste na introdu¢do de valores de densidade relativa igual a
unidade a elementos especificos da malha durante o processo de otimizagdo. Isso
simularia a existéncia de uma barra de armadura previamente definida na estrutura
de acordo com a conveniéncia do projetista estrutural envolvido. Em nenhuma das
formas hd garantia de que a topologia final obtida seja influenciada por esses
elementos. Isso se deve ao fato de que durante o processo de filtragem as
sensibilidades consideradas correspondem a uma média dentro do raio minimo
previamente definido logo regides onde ja exista uma prévia tendéncia ao
acumulo de rigidez isso sera realgado enquanto que em regides com baixa rigidez
a introdugdo de elementos rigidos pode fazer pouca diferenca. Assim, mesmo
quanto uma barra for adicionada aos elementos da malha, caso sua média seja
baixa, o proprio processo de otimizagdo fard a eliminacdo da mesma da topologia
final. O mesmo processo ¢ valido para furos. Uma preocupagdo adicional devera
ser tomada com os valores de raio minimo que podera influenciar bastante a

eficiéncia dos elementos indutores.

3.41
Exemplos de aplicagao

A técnica dos elementos indutores via método SIMP para resolucdo de
problemas de otimizagdo topologica ¢ aplicada a dois exemplos. Estruturas de
concreto armado do tipo vigas paredes sdo otimizadas utilizando o método
proposto. A utilizacdo de elementos indutores no interior das estruturas de

concreto armado ¢ feita e sua influéncia no processo de otimiza¢do mostrada.

A modelagem dos elementos indutores ¢ feita através da fixacdo das
densidades dos elementos. Sendo assim sdo apresentados nos exemplos dois tipos
de processos. Processos sem indu¢do, ou seja, onde o processo de otimiza¢do nao
conta com nenhuma imposi¢cdo proposta pelo projetista e processos induzidos,
onde a presenca de elementos indutores necessarios ao modelo pode ser pré-
definida de acordo com o modelo de bielas e tirantes imaginado pelo projetista.
Devido a esse fato, uma gama variada de modelos de bielas e tirantes pode ser

testada e de acordo com a experiéncia do projetista. A eficiéncia das topologias
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estruturais obtidas pelo processo de otimiza¢do proposto sdo apresentadas e seus

resultados comparados com modelos classicos presentes na literatura existente.

3411
Viga parede com carregamento vertical na parte superior — VP1

O dominio de projeto para uma viga parede com duas cargas concentradas
atuantes na face superior e distantes dos apoios % do vao ¢ apresentado na Figura
3.14. O dominio de projeto ¢ discretizado por uma malha de elementos finitos
quadrilateros com quatro ndés em um estado plano de tensdes, cujo nimero de
elementos foi variado, de modo a demonstrar a influéncia do refino da malha
sobre o processo de otimizagdo. Apoios simples sdo considerados nas
extremidades inferiores e cargas concentradas P de 1 KN sdo aplicadas de cada
lado entre o centro e os apoios da viga parede. O mdédulo de Young e o coeficiente

de Poisson sdo definidos como 3000 MPa e 0.3 respectivamente.

Primeiramente o modelo obtido através da otimizagdo topoldgica ¢ feito
sem o processo de inducdo, sendo o resultado mostrado na Figura 3.15. Nota-se
que o modelo obtido é compativel com os modelos em Souza (2004) e
normalmente utilizados na pratica. O tamanho e largura de um elemento ¢ fungado
de L e das subdivisdes adotadas para malha (parametros fixos). Os parametros
fixos considerados no processo de otimizacdo sem inducdo foram nelx = 80 e nely
= 80 que sdo os numeros de elementos finitos nas direcdes horizontal e vertical, a
fracdo do volume inicial a ser obtida adotada foi de 10%, fator de penalidade de
igual a 3 e o raio de influéncia para o filtro igual a 2 (filtragem). Para cada
iteragdo dentro do processo de otimizagdo, o programa gera um resultado da

distribui¢do corrente de densidade sobre os elementos da malha.
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Figura 3-14: Viga parede VP1 com carregamento na parte superior

Figura 3-15: Resultado obtido via simetria para VPI num processo sem indugdo

Em seguida, um novo processo de otimizagdo topologica foi feito com
acréscimo do processo de inducdo. Um elemento indutor vertical saindo
lateralmente de baixo da carga P e indo a metade da altura da viga foi acrescido e

um elemento indutor horizontal em toda parte inferior também foi colocado
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(Figura 3.16). Isto conduziu a uma modificagdo no modelo obtido pela otimizacao

topologica.

l———
g

Elementos indutores

e

vy

A

Figura 3-16: VP1 com simetria e elementos indutores

Através da Figura 3.17 observam-se as modificagdes ocorridas a medida que
o refino da malha de elementos ¢ aumentado. O resultado dos modelos pelo
processo de otimizac¢do acarretou numa modificacdo nos modelos obtidos. De
acordo com os exemplos, malhas pouco refinadas pode levar a ineficiéncia num
processo de otimizagdo com inducdo. Durante a modificagdo do nimero de
elementos na malha foi preciso variar a fragdo do volume inicial considerada de

modo a garantir a convergéncia da solugao.
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<) d)
Figura 3-17: Influéncia do refinado da malha no na OT com inducdo
[a) 400, b) 1600, c) 3600 e d) 6400 elementos].

Variou-se entdo a fracdo de volume no problema proposto de modo a
verificar sua influéncia na otimizagao (Figura 3.18). Essa variacdo também levou
a uma modificagdo substancial nos modelos obtidos. Nota-se que com o aumento
da fracdo de volume final considerada o resultado final tende ao modelo obtido
via processo sem induc¢do. O nimero de elementos da malha foi mantido igual ao

modelo sem indugao.

Durante o estudo numérico feito para definicdo da fragdo de volume mais
adequada ao problema proposto, os valores abaixo de 10% ndo obtiveram
convergéncia enquanto valores superiores a este levam a um aumento muito
grande no numero de iteracdes necessarias e tempo de processamento para

convergéncia. Logo o valor de 10% adotado.

Assim, ao aplicar otimizagdo topolégica com processos de indugdo, os
parametros referentes ao nimero de elementos da malha e fracdes de volume a

serem considerados, devem ser tomados com bastante critério.
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c) d)

Figura 3-18: Modificacées nos resultados da OT com inducdo devido a variacdo na fracio de
volume adotada [a) 10%, b) 12%, c) 15% e d) 20%].

3.41.2
Viga parede com carregamento vertical na parte inferior — VP2

Neste exemplo o dominio de projeto considerado para a viga parede VP2 foi
modificado de forma que as duas cargas concentradas atuantes no meio do vao
foram deslocadas para a parte inferior da viga parede, conforme mostrado na
Figura 3-19. O dominio de projeto ¢ discretizado por uma malha de elementos
finitos quadrilateros com quatro nés em um estado plano de tensdes, cujo nimero
de elementos foi de 6400 (80x80). Os apoios simples foram mantidos nas

extremidades e cargas concentradas P de 1 KN sdo aplicadas. O moddulo de
.. ) ) . ) k
elasticidade e o coeficiente de Poisson sdo definido como 300 ﬁ e 0.3

respectivamente.

Novamente foi primeiramente obtido o modelo através da otimizagao
topoldgica sem o processo de inducdo, sendo o resultado mostrado na Figura 3.20.
O modelo obtido ¢ compativel com os modelos considerados em Liang (2000). Os
parametros fixos considerados no processo de otimizacdo sem inducao foram nelx
= 80 e nely = 80, que sdo os numeros de elementos nas diregdes horizontal e
vertical, fracdo do volume inicial a ser obtida adotada foi de 8%, o fator de

penalidade igual a 3 e o raio de influéncia para o filtro igual a 2.
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Figura 3-19: Viga parede VP2 com carregamento na parte inferior

Figura 3-20: Viga parede VP2 com carregamento na parte inferior

Em seguida um novo processo de otimizacdo topologica foi feito com
acréscimo do processo de indu¢do. Um elemento indutor horizontal foi colocado
entre as duas cargas P que atuam na estrutura real. Depois o elemento indutor foi
inclinado a 45° graus encaminhando a carga até o apoio. A fungéo deste elemento

indutor ¢ simular uma biela de compressao. A Figura 3.22 mostra a viga VP2 com
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simetria e elementos indutores. O resultado do modelo induzido pode ser visto na

Fig. 3.22.

78\
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Figura 3-21: Viga parede VP2 com simetria e elementos indutores

Fica demonstrado assim que os resultados obtidos através da otimizacao
topologica com processos induzidos leva a modelos diferentes daqueles obtidos
via processos sem indugdo. Isso leva a uma vantagem muito grande do ponto de
vista do engenheiro estrutural que pode utilizar o processo de inducdo para gerar
um encaminhamento de cargas mais adequado ao seu critério pessoal quando da

concepcao do modelo de bielas e tirantes a ser utilizado.

Figura 3-22: Resultado obtido da OT com processo induzido
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3.5
Envoltéria Topolégica

Um problema existente na aplicagdo de topologias para modelos de bielas e
tirantes € a existéncia de varios casos de carregamentos e combinagdes entre eles.
Um exemplo € o que envolve cargas acidentais independentes, do tipo vento e
carga movel de uma ponte, que podem ter intensidades relativas diferentes. Sendo
assim, cada par de valores relativos, levaria a uma nova topologia. Este trabalho
apresenta uma metodologia para geracdo de um unico modelo topolégico que
satisfaca as restricdes de todos os possiveis casos de carga. Esse problema pode
ser formulado como um problema de otimizagdo multiobjetivo cuja obtencdo da
topologia 6tima deve passar pela geracdo e consideracdo de uma série de modelos
topologicos otimos diferenciados. Denominou-se a esse modelo final de

envoltdria topologica.

3.5.1
Otimizagao multiobjetivo

O projeto 6timo aplicado a problemas reais muitas vezes envolve vdrias
metas, na forma de fungdes objetivo, a serem aprimoradas e varias restrigdes a
serem satisfeitas. No entanto, os algoritmos usualmente utilizados na literatura
sobre otimizagdo sdo capazes de resolver apenas problemas que possuam somente
uma funcdo objetivo. Problemas de otimizacdo que resolvem simultaneamente
varias fungdes objetivo sdo denominados como problemas de otimizagdo

multiobjetivo (Arora, 20006).

A estratégia mais usual nos problemas de otimizacdo multiobjetivo € o
conceito de Pareto, que ¢ descrito a seguir. No presente trabalho apenas a
formulacdo através do conceito de Pareto serd utilizada na obtencdo das

topologias 6timas.

3.5.11
Definicdo do problema

Um problema multiobjetivo (Multi-Objective Problems - MOP) pode ser

expresso na forma:
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min F(x) = [f1(0), f2(x), 32, ., frop; (¥)], n0bj 2 2 (3.60)

Sujeito as seguintes restri¢des:

hy(x) =0k =1,...,ne (3.61)
gix)<0i=1,..,ni (3.62)
x;; <% < xyjj=1,..,npv (3.63)

onde:

x — Vetor das variaveis de projeto;

F(x) — Vetor das nobj fungdes objetivos a serem minimzadas;
hj (x) »Fun¢io restri¢do de igualdade;

g (x) »Fungio restrigdo de desigualdade;

ne — Numero de fungdes de igualdade;

ni — Numero de fun¢des de desigualdade;

npv — Numero de variaveis de projeto;

R™P — Espaco das variaveis de projeto;

3.5.1.2 )
Conceito de Otimo de Pareto

Nos problemas de otimizagdo multiobjetivo encontrar um x* que minimize
varias fungdes objetivo simultaneamente ¢ uma tarefa extremamente dificil. Uma
forma de determinar uma solugdo que satisfaca em parte as equagdes presentes na
otimiza¢do multiobjetivo estd contida na definicdo de Otimalidade de Pareto

segundo Arora (2006).
Pontos de Pareto sdo pontos x* tais que ndo exista nenhum ponto x o qual:

i@ < fiP) parak=1,..,n (3.64)

fi (@) < fi(xP) para a menos uma fungio objetivo. (3.65)
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Os pontos de Pareto apresentam a propriedade de que quando se movem na
direcdo decrescente de uma das fungdes, pelo menos uma das outras fungdes
restantes tem seu valor aumentado. Na Figura 3.23 podemos perceber isso, onde o
ponto otimo de Pareto € qualquer ponto no intervalo x; < x < x,. Também,

devido as restri¢des, pode estar localizado ao longo do contorno da regido viavel.

S A

PO I
\J

Figura 3-23: Problema de otimizagdo com uma varidvel e duas funcées objetivo

Em problemas de otimizagdo multiobjetivo ¢ muito importante formular o
problema no espaco das fungdes objetivo. Isso pode ser feito usando-se um
sistema de equacdes geradas pelas fungdes objetivo e pelo conjunto das restrigoes
ativas. Para cada projeto vidvel, havera correspondentes valores das fungdes
objetivo que definirdo o espaco viavel das fungdes objetivo. Sobre o seu contorno
se localizam os pontos 6timos de Pareto. Na Figura 3.24, um problema com duas
variadveis de projeto e duas funcdes objetivo ¢ mostrado. Em ambas as figuras, a

linha tracejada representa os pontos 6timos de Pareto.

O interesse do projetista em problemas multiobjetivo ¢ encontrar um vetor
de variaveis de projeto x* tal que as equagdes (3.64) e (3.65) sejam satisfeitas.
Normalmente, pode ndo existir tal x* devido ao aspecto de conflito comum entre

as fungdes objetivo. Usando o conceito de Pareto, o projetista tem de encontrar
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tantos pontos quanto possiveis. A partir desses pontos, sera escolhido o projeto o

qual iré satisfazer, mais adequadamente, cada fungdo objetivo.

Figura 3-24: Regido vidvel e pontos de Pareto no espaco das varidveis de projeto e no espagco
das funcaoes objetivo

3.5.1.3
Métodos de Geragcao de Pontos de Pareto

Neste trabalho apenas uma técnica para geracdo dos pontos de Pareto sera
aplicada. Essa técnica foi desenvolvida diretamente no algoritmo de otimizagado
SIMP via geracao continua de pontos de projeto 6timos (par de valores relativos)
relativos a uma combinagdo linear dos carregamentos. Esse método ¢ conhecido
como método dos coeficientes de ponderacao (Ibanez, 1990), que ¢ descrito a

seguir.

No método dos coeficientes de ponderagdo um vetor A, relativo aos
coeficientes de ponderagdo, ¢ definido de forma a modificar a fun¢do objetivo

mediante o produto:

F= 2 afe (3.66)
k=1

onde os coeficientes a; do vetor A sdo convenientemente normalizados de

forma que cumpram:

1
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n
Eak=1,0£ @, <1 (3.67)
k=1

e fix¢ a fungdo objetiva k no projeto inicial x.

A func¢do F da equagdo (3.66) ¢ otimizada nesse método. Variando os
coeficientes aj, uma série de topologias aparecera correspondente aos minimos de
Pareto. Esse método apresenta inconveniente quando o conjunto ¢ ndo convexo,
sendo esse o caso quando ndo ¢ possivel a obten¢do de todos os valores de
minimo mediante a combinagdo linear da equacao (3.66) conforme mostrado na
Figura 3.24. A escolha dos valores dos coeficientes ¢ muito importante uma vez
que ¢ necessario identificar completamente a geometria do conjunto de solugdes.
Problemas na obtencdo dos pontos de Pareto através da utilizacdo do método
poderdo surgir quando o contorno da regido viavel no espaco das funcdes objetivo
for ndo convexo, como mostra a Figura 3.25. Neste caso, ndo existira nenhum a;,
capaz de fornecer uma solucdo que esteja na parte ndo convexa. Outros métodos

de geragdo de pontos de Pareto podem superar esse problema (Ibafiez, 1990).

1A

Figura 3-25: Regido viavel ndo-convexa no espacgo das fungoes objetivo
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3.5.1.4
Exemplo de aplicagao

De modo a exemplificar a metodologia proposta um exemplo foi escolhido.
Sdo exemplos de estruturas planas com carregamentos aplicados nos nds e
condigdes de apoio pré-definidas. Os carregamentos existentes nos exemplos
sofreram uma variacdo linear nos valores sendo que para cada um dos pares de
valores uma solu¢do 6tima para topologia foi obtida. Os parametros de cada
exemplo relativos a refinamento da malha, fracdo do volume de material, raio de
sensibilidade sdo descritos a seguir para cada caso especifico. Para cada um dos
exemplos uma envoltoria de topologias € obtida com base nos resultados parciais.
O modelo de bielas e tirantes entdo pode ser concebido levando em consideracao
todos os casos existentes de carregamentos. Uma vez que uma superficie de
pontos do tipo Pareto foi construida, denominou-se a regido geometricamente
viavel, obtida por todos os modelos de topologias considerados de envoltoria

topologica de Pareto.

No caso apresentado a seguir apenas dois carregamentos diferentes foram
considerados. Isso simplifica consideravelmente o problema, pois a necessidade
de outros carregamentos levaria a uma geragdo de pontos de Pareto mais
sofisticada. No entanto, a metodologia proposta ¢ bastante geral ¢ pode ser

utilizada de modo bastante eficaz na geragdo de modelo de bielas e tirantes.

3.5.1.4.1
Consolo curto com furo no centro

O exemplo considerado € uma estrutura de consolo curto com um buraco na
sua regido central e dois carregamentos atuantes P1 e P2. A carga P1 na parte
superior do consolo no sentido vertical e a carga P2 na parte inferior no sentido
horizontal conforme mostra a Figura 3.26. Um furo com diametro igual a L/4 foi
considerado de forma centralizada na estrutura. Um engastamento foi considerado
no lado esquerdo do consolo de modo a estabilizar a estrutura ao carregamento

aplicado.
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Figura 3-26: Geometria, cargas e condigoes de contorno do modelo.

Uma fragdo igual a 25% do volume inicial foi adotada conjuntamente com
um raio de sensibilidade igual a 2. O parametro de penalizagdo p foi tomado igual
a 3. A geometria do consolo foi definida por uma malha com 50x50 elementos.
Foram tomados também um modulo de elasticidade do material igual a 200 GPa e
um coeficiente de Poisson igual a 0.15. Para o processo de otimizacdo dos
modelos foram considerados elementos de trelica conforme proposto por Kwak e
Noh (2006) e como caso de carregamento a consideragdo de multiplos
carregamentos atuantes conforme mostrada por Bendsge e Sigmund (2004). As

cargas P1 e P2 valem 200 KN.

A Figura 3.27 mostra as topologias obtidas para cada par de carregamentos
entre P1 e P2 (superficie de Pareto). Cada um dos modelos topologicos obtidos
representa um fluxo de forgas que transfere o carregamento até o apoio. A
influéncia da intensidade de cada uma das for¢as pode ser observada na mudanga
da topologia do modelo. O fator o representa o coeficiente da combinagdo linear
entre cargas. Assim, as cargas, em cada caso sdo (1 — a)P1 e aP2. Ao centro a
envoltoria topologica de Pareto para a estrutura do consolo ¢ mostrada. Fica claro
ser impossivel cumprir com um unico modelo topologico todas as possiveis

combinagdes de carga.

Uma vez obtida a envoltoria topoldgica de Pareto ¢ possivel entdo propor

um modelo generalizado que seja capaz de cumprir um encaminhamento 6timo
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independentemente da combinagdo de carga entre P1 e P2. Na Figura 3.28 ¢
possivel ver como a concepg¢do do modelo topologico final ¢ feita. A envoltoria

topologica de Pareto corresponde, na verdade, a uma regido viavel otimizada.

r

PR
azIO‘9

Figura 3-28: Envoltoria topologica de Pareto e modelo de bielas e tirantes do modelo.
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3.6
Consideragoes Finais

A geracdo automatica de topologias tem sido nos ultimos anos uma das
areas de intensa atividade de pesquisa em varias partes do mundo. Apesar disso,
existem ainda varios pontos em aberto tanto na geragdo numérica das topologias,
algoritmos a serem utilizados, modelos com materiais diferentes, como também
na adequagdo dos modelos obtidos, principalmente aos que se referem ao modelo

de bielas e tirantes, a pratica existente do projeto estrutural.

Uma questdo que deve ser considerada ¢ que, na realidade, sendo o modelo
de bielas e tirantes uma aproximacdo do modelo real, ndo h4 apenas um Unico
modelo que se adeque satisfatoriamente aos carregamentos de projeto. Do ponto
de vista do projeto estrutural isso ¢ uma vantagem, pois, a existéncia de varios
modelos que atendam satisfatoriamente aos quesitos de equilibrio solicitados pelo
teorema do limite inferior da plasticidade possibilita um leque maior de
oportunidades a disposicdo do projetista estrutural que precisa ndo sé satisfazer
quesitos de resisténcia, estabilidade, deformagdes e vibragdes, mas também de
custos e de tecnologia construtiva. Em alguns casos, ndo muito raros na pratica, os
itens referentes aos custos e tecnologia construtiva da estrutura podem ser os
principais responsaveis pela escolha final do projetista. Nesse contexto, entdo, a
geracdo automatica de ndo apenas um, mas sim varios modelos e um critério que
possibilite uma comparacdo do desempenho de cada um dos modelos obtidos se
mostra bastante interessante e adequada. Assim, as duas técnicas propostas
anteriormente nesse trabalho de pesquisa, relativa a aplicagdo dos elementos
indutores e da envoltoria de topologias, visam ndo apenas atender aos quesitos de
desempenho relativos aos materiais aplicados, mas também, permitir ao projetista

estrutural um maior leque de possibilidades a serem utilizadas.

Outra questdo refere-se a aplicabilidade pratica dos modelos topologicos
apresentados na literatura corrente sobre geragdo automatica de modelos de bielas
e tirantes. Em muitos casos, ha uma excessiva preocupacdo na obten¢do de uma
topologia 6tima a ser utilizada pelo modelo de bielas e tirantes. Além dos motivos
expostos anteriormente, uma das consideragcdes construtivas principais para a

aplicabilidade dos modelos de bielas e tirantes as estruturas de concreto armado ¢
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a presenca de angulos compativeis que sejam razoaveis do ponto de vista da
tecnologia construtiva como a presenca de armaduras retas em substituicdo das
armaduras inclinadas. Sem preocupagdes dessa natureza, os modelos topologicos
obtidos apesar de apresentarem numericamente caracteristicas de modelos 6timos,
serdo apenas interessantes do ponto de vista tedrico, sem nenhuma aplicabilidade

prética.

Sendo entdo a multiplicidade de solugdes uma carateristica inerente ao
método das bielas e tirantes, a obtencdo de um critério de desempenho que avalie
as potencialidades de cada modelo parece ser uma op¢ao coerente. Na literatura ja
existem critérios que procuram avaliar o desempenho dos modelos com base em
critérios elasticos de energia de deformacdo e energia complementar de
deformacdo conforme mostrado nos trabalhos de Schlaich et al (1987), Ali e
White (2001) e Biondini et al (1999). Entretanto, uma vez que o campo de
deformacdes da estrutura de concreto armado difere totalmente do modelo de
bielas e tirantes considerado, critérios dessa natureza parecem nao ter uma base
muito cientifica. No capitulo 4 um critério com base em analise de confiabilidade
e analise limite serd apresentado. Uma vez que a concepcao do método das bielas
e tirantes baseia-se em conceitos de plasticidade, critérios baseados no método de
equilibrio parecem ser bem mais correntes do que os elasticos para avaliagdo de

desempenho dos considerados.
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