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MODELOS DE BIELAS E TIRANTES

Este capitulo apresenta uma sucinta revisdo bibliografica sobre os modelos
de bielas e tirantes e uma contextualizagdo do assunto no trabalho de pesquisa.
Posteriormente, ¢ feita uma discussdo sobre esses modelos e sua concepgio e
aplicabilidade na engenharia de estruturas. Os aspectos mais comuns de sua
utilizagdo sdo listados e sua formulagdo definida através do teorema do limite
inferior da teoria da plasticidade. Estratégias usuais e avangadas para obten¢ao das
topologias dos modelos sdo mostradas, e as técnicas para geracdo automatica dos

modelos comentadas.

A ideia do uso do modelo de trelica para projeto e detalhamento das
estruturas de concreto ndo € recente. O conceito foi proposto por Ritter (1899) e
Morsch (1909) para o dimensionamento a cisalhamento de vigas fletidas.
Contribuigdes foram feitas por Leonhardt (1965) e Lampert ¢ Thurliman (1971)
para estruturas de concreto submetidas a cisalhamento e tor¢ao. Na década de 80

um grande avango foi feito com publicagdes sobre o assunto.

Existe um significante nimero de artigos de pesquisa e outras publicagcdes
versando sobre a aplicabilidade dos modelos de bielas e tirantes (Strut-and-tie
models — STM). A maioria dos artigos existentes pode ser categorizada como
documentos que relatam sobre os principios gerais da modelagem dos modelos de
bielas e tirantes, os processos para determinacdo da resisténcia apropriada das
bielas, tirantes e nos, aplicacdes praticas dos modelos de bielas e tirantes em
especificos modelos estruturais, requerimentos de servigo ou a combinagao desses

itens.

Informagdes esclarecendo os principios de funcionamento geral da
modelagem utilizando os modelos de bielas e tirantes s3o os textos mais
encontrados. Geralmente, estes artigos informam os procedimentos para
determinacgdo de regides com e sem descontinuidade, determinacdo das condigdes

de contorno, concep¢do dos modelos de trelica no interior do continuo de
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concreto, resolucdo dos esfor¢os nas barras, escolha e detalhamento das
armaduras e verificacdo das tensdes nodais e das bielas de concreto. Os trabalhos
feitos por Marti (1985), Collins e Mitchell (1986) e Schlaich et al (1987) sdo os
mais completos nessa area. Além dos procedimentos usuais sobre a utilizagdo dos
modelos de bielas e tirantes, esses trabalhos sugerem valores para resisténcias das
bielas e nds e também mostram alguns modelos basicos para elementos estruturais
simples. Nestes documentos ¢ chamada a aten¢do para necessidade de pesquisas
mais profundas em itens como as resisténcias das bielas e nds, requerimentos de
ancoragem e detalhamento das armaduras e concep¢do de modelos para elementos
estruturais complexos. O trabalho feito por Bergmeister et al (1993) resume os

resultados de uma série de pesquisas nesse sentido.

Uma grande produgao cientifica também foi feita para valida¢do dos valores
de resisténcia das bielas e nds. A determinacdo de uma apropriada resisténcia
efetiva a compressdo para diferentes tipos de nds e bielas tem sido de interesse de
varios pesquisadores. Pesquisas nessa area tém tentado determinar a resisténcia de
diferentes tipos de nos e bielas através de testes de laboratorio e correspondentes
formulacdes analiticas. Bergmeister (1993) fez sugestdes nesse sentido com base
num banco de dados coletado em varios experimentos. Outros, como Alshegeir
(1992) e Yun e Ramirez (1996), fizeram comparagdes com outros trabalhos e
fizeram uma analise ndo linear em elementos finitos de maneira a determinar a
resisténcia efetiva a compressao das bielas e nos. Apesar de uma vasta literatura
sobre o assunto nessa area, ainda ndo ha um consenso entre os pesquisadores

sobre a resisténcia dos nods e bielas.

Também ha muitas referéncias cujo interesse estd na definicdo do tipo de
modelo a ser aplicado em um elemento estrutural especifico. Os elementos
estruturais mais utilizados sdo as zonas de ancoragens, os consolos curtos, as
vigas paredes e os blocos de fundagdes entre outros. Normalmente, artigos
relacionados a esse assunto comparam o desempenho de um determinado
elemento estrutural baseado em projetos feitos com diferentes tipos de modelos de
bielas e tirantes para determinar quais deles s3o mais adequados para utilizagao
pratica. Maxwell e Breen (2000) fizeram estudos desse tipo em vigas paredes com
furos. Além disso, alguns artigos nessa area também exploraram os efeitos da

mudanca dos detalhamentos das armaduras para um mesmo modelo de bielas e
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tirantes. Os itens que usualmente eram variados incluem mudangas de tipos de
ancoragem, espacamento dos estribos, espagamento do refor¢o longitudinal e
armadura de controle de fissuragdo. Aguilar et al (2002) fez experimentos desse

tipo em modelos de bielas e tirantes aplicados a vigas parede.

Atualmente, parece ainda ndo haver um nivel satisfatério de pesquisas que
esclarecam requerimentos de servigo no projeto de bielas e tirantes. Existem ainda
diferencas grandes nas especificagcdes para controle da fissuragdo feitas por
diversos pesquisadores indicando que ndo hd nenhum consenso sobre qual o nivel
minimo de requerimento de servigo que deve ser utilizado em projetos dessa
natureza. Pesquisas que tratam com controle de fissuracdo em modelos de bielas e
tirantes sdo muito limitadas. Zhu et al (2003) tem feito pesquisas relativas a
aberturas de fissuras em vigas Gerber e consolos, mas ndo hd nenhuma
recomendacdo com relacdo aos efeitos da armadura de controle de fissuragdo.
Brown e Bayrak (2006) estudaram a quantidade de armadura minima em bielas do
tipo garrafa e propuseram uma taxa de armadura minima de armadura para

controle de fissuragao.

Na parte de aplicagdes, os maiores avancos tém sido feitos no campus de
Urbana-Champaign da Universidade de Illinois/USA sobre a orientacdo do
professor Daniel A. Kuchma idealizador do programa CAST que tem uma
interface gréafica auxiliar na concep¢do dos modelos topoldgicos. O programa faz
andlises lineares e ndo lineares de modelos de bielas e tirantes e permite, além
disso, seu dimensionamento e detalhamento. Vale citar entre outros, os trabalhos
de Tjhin e Kuchma (2002 a,b), Tjhin e Kuchma (2007), Park e Kuchma (2007),
Park et al (2010 a,b) e Reineck e Novak (2010).

No Brasil os trabalhos de Silva (1991), Oliveira (1995), Silva (1998), Alves
(1998), Silva e Giongo (2000), Vieira et al (2000), Souza (2004) e Santos (2006),
mostram o esforco da comunidade cientifica no sentido de clarear a aplicagdao dos
fundamentos bésicos dos modelos de bielas e tirantes no contexto da engenharia

estrutural nacional.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812424/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812424/CA

Modelos de bielas e tirantes 27

21
Concepcgao dos Modelos de Bielas e Tirantes

Ritter (1899) e Morsch (1909) conceberam a classica analogia da trelica no
inicio do século XX. Mantendo-se as hipdteses basicas inalteradas, numerosas
pesquisas foram desenvolvidas nos ultimo seculo no sentido de aperfeicoa-la e

adequa-la aos resultados experimentais.

Schlaich et al (1987) propuseram uma generalizacdo dos modelos de trelica
tornando sua aplicagdo bastante geral e sendo sua utilizacao estendida a uma gama
bastante variada de elementos estruturais. Na analise proposta o comportamento
dos elementos seria considerado nos seus estados limites, tanto no estado elastico
como plastico, através da modelagem. Denominou-se a esse modelo generalizado

de modelo das bielas e tirantes.

No modelo das bielas e tirantes, as bielas e tirantes sdo representacdes
discretas dos campos de tensdes resultantes dos carregamentos aplicados e
condi¢cdes de contorno existentes dentro dos elementos estruturais de concreto
armado. Os campos de tensdes de compressao serdo entdo idealizados através das
bielas e os campos tensionais de tracdo pelos tirantes. Em alguns casos especificos
os campos de tensdes de tragdo poderdo ser absorvidos pelas bielas. Os encontros
existentes entre as bielas, tirantes e/ou cargas atuantes (acdes ou reagdes) sdo

denominados nos.

O modelo de bielas e tirantes apresenta como uma de suas vantagens a
generalidade, ou seja, ¢ capaz de representar, de modo aproximado, porém realista
e sistematico, grande parte dos elementos estruturais de concreto armado e
protendido. Isso possibilita ao engenheiro estrutural ter uma visualizacdo fisico-
intuitiva bastante clara e abrangente do comportamento do elemento estrutural em

consideragao.

A aplicabilidade desse modelo deu-se principalmente em elementos com
algum tipo de descontinuidade tais como consolos, apoios em dentes, aberturas
em vigas, vigas paredes e nos de poértico. Elementos estruturais deste tipo
inicialmente eram projetados levando-se em consideragdo recomendacdes praticas
ou baseando-se em experiéncias anteriores. Caso haja uma situacdo de calculo

desconhecida, este procedimento pode, no entanto, ndo levar a bons resultados.
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Sendo assim, o modelo das bielas e tirantes propde uma sistematizagdo no
dimensionamento desses tipos de elementos possibilitando ao projetista estrutural
um entendimento bastante completo do funcionamento da estrutura. O modelo
estrutural a ser adotado podera ser inicialmente concebido através do campo de
tensdes elasticas ou mesmo pelo fluxo interno de tensdes existente no continuo
(concreto). Isso feito, as forcas atuantes nos elementos serdo automaticamente
calculadas por meio do equilibrio de forcas externas e internas. Assim projeta-se a
estrutura do modelo pelo teorema do limite inferior da teoria da plasticidade

considerando-se um modelo estaticamente admissivel.
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Figura 2-1: Exemplos de regioes com descontinuidades estdticas b), d), f) ou geométricas a), c),

e).

Na concepgao inicial do modelo devemos dividir a estrutura em andlise em
regides B e D. Nas regides B vale as hipdteses de Bernoulli, onde uma
distribuicdo linear de deformagdes pode ser adotada ao longo da secdo transversal.
Por outro lado, nas regides D, as hipdteses anteriormente definidas nao

permanecem validas. Assim, pode-se definir uma nova regido constituida através
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do principio de Saint Venant, sendo assim denominada regido de Saint Venant ou
regides D, onde o dimensionamento devera ser formulado de uma forma mais

apropriada. A Figura 2.1 ilustra regides desse tipo.
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Figura 2-2: Divisdo da estrutura em regioes B e D no modelo de bielas e tirantes

Exemplos de forcas concentradas atuantes e reagdes de apoios sdo casos de
descontinuidades estaticas, enquanto aberturas de furos em vigas, mudancas
bruscas de geometria e noés de portico sdo exemplos de descontinuidades

geométricas (Figura 2-1).

Sendo assim, apds a divisdo da estrutura em regides B e D, o projeto das
regides B podera ser feito de modo convencional. Para as regides D, uma vez

conhecidos os esfor¢cos nos contornos das mesmas via andlise estrutural global,
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procede-se ao dimensionamento através do modelo de bielas e tirantes (Figura

2.2).

Fica claro que o modelo adotado sera entdo funcdo da geometria e das
forcas atuantes no seu contorno. Estruturas com mesma geometria, porém com
carregamentos diferentes terdo solugdes diferentes para modelagem. Isso mostra
que parametros do tipo relagdo entre vao/altura empregados usualmente na
classificagdo de alguns tipos de estruturas com descontinuidades ndo sao

suficientes para avaliagdo e modelagem dos mesmos.

A utilizagdo desses modelos requer do projetista alguma experiéncia ou
conhecimento prévio, uma vez que o modelo escolhido deve representar o mais
realisticamente possivel o funcionamento da estrutura. Dessa forma pode-se
comparar esse tipo de determinacdo necessaria a estruturagdo do modelo como

uma espécie de langamento estrutural muito comum na concepgao dos edificios.

Sendo assim, a utilizagdo desses modelos na pratica ndo tem sido feita de
modo intensivo, talvez pela falta de difusdo dos assuntos, devido a falta de
consenso entre as normas especializadas ou mesmo pela dificuldade existente na
sistematizacdo completa de sua metodologia. Isso explica a utilizagdo muito
comum de solugdes praticas bastante simplificadas e muitas vezes inseguras no

dimensionamento desses tipos de elementos estruturais.

2.2
Definicao da Topologia

Para aplica¢do do modelo de bielas e tirantes ¢ necessaria a determinagao da
topologia do modelo estrutural dentro da estrutura de concreto em andlise. Essa
geometria pode-se obtida com base nas cargas atuantes, angulos entre as bielas e
tirantes, as areas de aplicacdo das forcas atuantes (carregamentos e restrigdoes de

apoio), quantidade de armaduras dos tirantes e cobrimentos das armaduras.

A distribuicdo das tensdes elasticas dentro da estrutura de concreto devido
aos carregamentos atuantes normalmente ¢ utilizada como uma referéncia inicial
para determina¢do do posicionamento e dos angulos entre as bielas e tirantes do

modelo estrutural idealizado. As dimensdes das bielas e das regides nodais
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dependerdao da area de aplicagdo das forcas (agdes e reagdes), do niimero de

camadas das armaduras existentes e do cobrimento adotado para as mesmas.

As bielas e tirantes devem ser dispostos de tal forma que os centros de
gravidade de cada elemento da trelica conjuntamente com a linha de agdo das
forgas atuantes coincidam em cada no. Essa ¢ uma exigéncia que acaba por limitar
a largura das bielas. Também o niimero de camadas de armadura existente € o
cobrimento adotado serdo responsadveis pela determinacdo das regides nodais. A
Figura 2.3 mostra esquematicamente como o processo de concep¢ao do modelo ¢

feito.

Existe uma gama variada de formas para defini¢do do modelo a ser utilizado
no dimensionamento da estrutura. Segundo Schlaich et al (1987), uma modelagem
podera ser feita considerando a geometria do modelo por meio das tensdes
elasticas e dimensionando a mesma pelo teorema do limite inferior da
plasticidade, ou seja, considerando o campo de tensdes/esforgos na estrutura como
estaticamente admissivel. Este tipo de andlise, no entanto, podera negligenciar a
capacidade ultima da estrutura impedindo o célculo de sua carga de colapso

conforme salientado por Souza (2004).

Uma das justificativas da utilizagdo de tensdes eldsticas na modelagem ¢ o
fato de que, segundo Souza (2004), estruturas dimensionadas desta forma
apresentam um bom controle de fissura¢do sob cargas de servico. Isso parece ser
aceito pelo codigo CEB-FIP Model Code 1990 (1993), uma vez que de acordo
com suas instrugdes, armaduras que forem dimensionadas e detalhadas de acordo

com os campos de tensdes elasticas ficam dispensadas das verifica¢des de servigo.

A seguir varias possibilidades correntes na literatura dos modelos de bielas e
tirantes serdo apresentadas e sucintamente discutidas de modo a esclarecer os

pontos principais necessarios ao langamento desse tipo de modelo.

Vale salientar que a concep¢do de modelos para esse tipo de abordagem
ainda ¢ um ponto que necessita ser explorado, uma vez que uma excessiva
dependéncia da experiéncia do projetista estrutural nessa fase pode dificultar a

divulgagdo e aplicabilidade da metodologia.
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N6 (Elemento hidrostatico)

Diagonal de
compressao

Forca do tirante T

Figura 2-3: Modelo de bielas e tirantes numa viga parede

2.21
Processos convencionais

Em geral, o modelo de bielas e tirantes ¢ concebido com base na sua
geometria, fluxo de tensdes no interior da estrutura e nas condigdes de apoio e
distribuicdo dos carregamentos atuantes. Os tipos de acdes atuantes, area de
aplicagdo das acdes e reagdes, angulos existente entre as barras, espessura da
camada para distribuicdo das armaduras, cobrimentos, entre outros, sdo os

parametros definidores da geometria do modelo.

Conforme sugerido por Schlaich et al (1987), a idealizagdo do modelo
topologico pode ser feito com base no fluxo de tensdes elasticas e de suas diregdes
principais obtidas através de uma andlise elastica. Atualmente, a escolha do
modelo para dimensionamento pode seguir processos convencionais ja
estabelecidos ou processos de geragdo automatica que tém sido motivo de um

intenso trabalho de pesquisa nos tltimos 10 anos.
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A seguir os principais tipos de processos convencionais serdo explicados e

seus principais detalhes estabelecidos.

2211
Modelos normativos

Vérias normas propdem modelos de bielas e tirantes baseados em uma série

de ensaios experimentais. (Figura 2.4).
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Figura 2-4: Modelos Normativos para Viga parede com carregamento distribuido (CEB-FIP
2010).
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Modelos normativos sdo para elementos estruturais do tipo: blocos,
consolos curtos, vigas parede, vigas com furos, etc. No entanto, uma vez que esses
modelos sdo amarrados a pardmetros geométricos constantes da estrutura sua

limitacdo para fins praticos ¢ muito grande (Figura 2.4).

Alguns exemplos de modelos padronizados podem ser obtidos e verificados
nos trabalhos de CEB-FIP Model Code (2010), Silva (1991), Silva e Giongo
(2000), ACI 318-05 (2005), entre outros (Figuras 2.5, 2.6, 2.7 ¢ 2.8).
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Figura 2-5: Modelos Normativos da ligacdo de viga intermedidaria-pilar extremo (Silva, 1991):
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Figura 2-6: Modelos Normativos para Vigas parede com diversos carregamentos (CEB-FIP

2010).
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Figura 2-7: Modelos Normativos para Zonas de ancoragem (CEB-FIP 2010).
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Figura 2-8: Modelos Normativos para Nos de portico submetido a flexdo (CEB-FIP 2010).
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2.21.2
Analise elastica

Outra abordagem utilizada na obtencdo de modelos de bielas e tirantes ¢
através do fluxo de tensdes obtido por uma analise linear elastica utilizando algum
programa que possua o método dos elementos finitos. Souza (2004) comenta que
a grande vantagem desse tipo de abordagem ¢ que o modelo obtido assim cumpre
o Estado Limite de Servico - ELS e os Estados Limites Ultimos - ELU
conjuntamente. Além disso, 0 mesmo autor comenta que varios pesquisadores
recomendam a disponibiliza¢do dos elementos (bielas e tirantes) nas dire¢des das
dire¢des principais encontradas na andlise linear elastica. Com base nas dire¢des
principais, pode-se definir uma trelica idealizada dentro da estrutura e a partir dai
verificar os esforcos atuantes, posteriormente verificando se as tensdes resistentes
(bielas, tirantes e regides nodais) e parametros de ancoragem sdo suficientes para

assegurar o equilibrio da estrutura.

Um exemplo de estrutura com geometria complexa ¢ mostrado na Figura

J’P

2.9.

Figura 2-9: Estrutura com geometria complexa.

As Figuras 2.10 e 2.11 mostram os resultados de uma andlise elastica linear
pelo método dos elementos finitos (Finite Element Method - FEM) para
deslocamentos e fluxo das tensdes principais. O programa ELAST2D (Martha,

2008) desenvolvido pelo grupo de pesquisa da PUC Rio em linguagem matlab foi


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812424/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0812424/CA

Modelos de bielas e tirantes 37

utilizado. A escala utilizada para os deslocamentos foi exagerada para dar uma
ideia clara ao projetista de como a estrutura plana ird se comportar. A estrutura
plana foi concebida como um estado de tensdo plana com valor de modulo de
elasticidade do concreto de 2000 GPa e um coeficiente de Poisson de 0,18. O
padrdo de cores adotado, para o fluxo de tensdes principais ¢ azul para tensdes
principais de compressdo e vermelho para tensdes de tracdo (Figura 2.11). As
armaduras e bielas do modelo deverdao ser colocadas de modo compativel com

essa distribuicdo de tensdes principais.

W R

b)
Figura 2-10: Resultados de uma andilise eldstica linear pelo FEM: a)Deslocamentos e b) Fluxo
de tensades principais.

Sao apresentados na Figura 2.11 os mapas coloridos dos campos de tensdes
do exemplo: tensdes normais em x, tensdes normais em y, tensdes tangenciais Xy,

tensdes principais maximas, minimas e de cisalhamento maximo.

Txy Omax
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Omin Tmax
Figura 2-11: Mapas coloridos dos campos de tensoes.

Conforme proposto em Schlaich et al (1987) o modelo de bielas e tirantes
deve ser concebido de forma compativel com o fluxo de desenvolvimento do
campo de tensdes atuantes via analise elastica. Um exemplo feito dessa maneira ¢
mostrado na Figura 2.12. Conforme mencionado, uma das propostas desse tipo de
abordagem ¢ buscar uma garantia de que o modelo possua um bom desempenho

com relagdo aos Estados Limites de Servigo.

Figura 2-12: Modelo de bielas e tirantes concebido via andlise eldstica.

2213
Caminho de cargas

Neste procedimento, assegura-se que o equilibrio externo da regido
modelada seja obtido através da satisfacdo das equacdes de equilibrio via
carregamento atuante e restricoes de apoio existentes. Apos essa fase o
encaminhamento das cargas no interior da estrutura sera obtido via campos de

tracdo e compressao que serdo langados como bielas e tirantes no modelo.
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Figura 2-13: Caminho de carga num modelo simples de viga parede.

Carregamentos distribuidos deverdo ser substituidos por carregamentos
concentrados equivalentes, de modo que no interior da estrutura seja definido um
determinado caminho de carga que possa conduzir as mesmas a encontrar as
forcas de reagdo equilibrantes. Os caminhos de carga devem ser alinhados e nao
devem se interceptar. Também duas cargas opostas devem ser interligadas por
caminhos de carga os mais curtos possiveis. Caso apare¢cam curvaturas nos

caminhos de carga podem significar concentragdo de tensdes.

Uma vez definidos todos os caminhos de carga entre as forgas (atuantes e
reacdes), um poligono formado por linhas devera ser definido dentro da estrutura.
Considerando-se os carregamentos essas linhas serdo formadas por bielas (linhas
interrompidas) e tirantes (linhas continuas), acrescentando-se entdo outras linhas
necessarias ao equilibrio de cada n6 existente. A Figura 2.13 mostra um exemplo

simples onde o processo de encaminhamento de cargas ¢ aplicado.

2214
Padrao de fissuragcao dos modelos

A visualizagdo dos padrdes de fissuracdo obtidos via ensaios para posterior
langcamento do modelo de bielas e tirantes é outra opgdo para concepgdo dos
modelos. Através da identificacdo desses padrdes € possivel idealizar os possiveis
caminhos para colocacdo dos tirantes e bielas uma vez que as fissuras
normalmente tém dire¢des perpendiculares as tensdes de tragdo e sdo paralelas as

tensdes principais de compressao (Souza, 2004).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812424/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812424/CA

Modelos de bielas e tirantes 40

1

- Esmagamentc

iy

Figura 2-14: Modelo de bielas e tirantes via padrdo de fissuragdo (Schlaich et al., 1987).

Tragdo

Um exemplo de uma viga parede com um correspondente padrio de
fissuragcdo e um modelo de bielas e tirantes associado pode ser visto na Figura

2.14.

Na pratica, no entanto, ¢ dificil ou mesmo impossivel a obtengdo de uma
topologia compativel tanto para modelos simples quanto complexos com esse tipo

de metodologia (Yindeesuk, 2009).

2.2.2
Processos automaticos de geragao

Ate agora, uma série de trabalhos tem sido feitos no sentido de automatizar
a concepc¢ao do modelo de bielas e tirantes dentro da estrutura de concreto. Isso se
deve a problematica de dispor de forma mais adequada possivel os elementos
dentro da estrutura, levando a um modelo eficiente. Essa tarefa nem sempre ¢
simples e em alguns casos onde a geometria ¢ complexa, pode ser bastante dificil
uma solucdo coerente. Isso poderia conduzir a modelos com pouca seguranga uma

vez que ndo representem o funcionamento correto da estrutura.

Assim a perspectiva de uma metodologia que auxilie o projetista de
estruturas nessa tarefa pode ser bastante interessante do ponto de vista da
utilizagdo do modelo. Uma explicacdo bastante completa e que abrange uma série
de trabalhos nesta area de pesquisa e suas principais caracteristicas pode ser

encontrada em Souza (2004). Neste trabalho apenas serdo mostrados aspectos
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relativos a utilizagdo da otimizacdo topoldgica nesse tipo de modelagem por ser,
na opinido do autor, uma ferramenta mais completa e eficiente que as demais

propostas.

Otimizagdo topologica pode ser entendida como um método computacional
capaz de langar estruturas através da distribuicdo Otima de material em uma
determinada regido do espaco. Para isso ¢ utilizada uma combina¢do do método
dos elementos finitos (Finite Element Method - FEM), um modelo para o
comportamento do material e métodos de otimizacdo. Assim, uma regido do
espago ¢ discretizada em elementos finitos de modo que se possa analisar seu
comportamento e, entdo, ¢ distribuido material de forma racionalizada através de

algoritmos de otimizacao.

Uma vantagem da otimizagdo topoldgica ¢ sua capacidade de fornecer o
arranjo topoldgico 6timo de um componente estrutural ou mesmo da propria
estrutura, para uma determinada aplica¢@o. Assim, este método pode ser aplicado
durante a fase do projeto conceitual, diferentemente dos métodos tradicionais de
otimizagdo, como a otimizagdo paramétrica ou de forma, que s6é podem ser
aplicados apods a definicdo de um arranjo topolégico da estrutura. Desse modo, a

otimizagdo topoldgica pode ser definida como um processo de sintese estrutural.

Um problema tipico de otimizacdo topoldgica ¢ a selecdo da melhor
configuragdo possivel para o projeto de uma estrutura. Na ultima década, muita
atencdo tem sido dada para o desenvolvimento dos métodos de otimizagdo
topologica do continuo. Bendsoe e Kirkuchi (1988) propuseram um método de
otimizagdo baseado em homogeneizacdo que trata a otimizagdo topoldgica do
continuo como um problema de redistribuicdo dos materiais. Atualmente existem
uma série de técnicas utilizadas na resolugdo dos problemas de otimizagdo
topologica. A adotada neste trabalho ¢ a formulacdo SIMP (Solid Isotropic

Material with Penalization) que sera descrita em detalhes no capitulo 3.

A formulagdo via método SIMP surgiu como uma opg¢do simples de
introduzir o material com propriedades intermedidrias similares as que se obtém
com o uso de microestruturas e técnicas de homogeneizagdo. No entanto, no caso
da metodologia SIMP, esse material intermediario, normalmente definido na

forma de densidade artificial, ¢ usado apenas como artificio matematico, ao passo
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que na técnica de homogeneiza¢do o material intermediario pode corresponder a
um material composto ou microestruturado. A func¢do densidade artificial definida
pelo SIMP ¢ entdo utilizada como varidvel de projeto, definida no dominio de
projeto, no intuito de determinar quais regides devem possuir material e quais

devem ser vazias.

Considerando a necessidade de definicdo de regides vazias ou nio,
representa-se o material s6lido como uma densidade artificial p =1 e o vazio
p = 0, variando p entre esses dois limites. No presente contexto, as densidades
artificiais intermediarias ndo tém nenhum interesse pratico, logo técnicas que
penalizem estes valores devem ser utilizadas no intuito de se evitar a incidéncia

desse tipo de regido no dominio analisado.

cer bbbl

Transversina

Pilar de Neoprene

Ponte

\/\

Figura 2-15: Topologia de uma transversina de ponte via otimizacdo topologica.

Apesar da utilizacdo da otimizacdo topoldgica ja estar bem difundida nas

areas da engenharia aerondutica e mecanica, na engenharia civil sua aplicacio
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ainda ¢ muito recente e ha uma necessidade muito grande de pesquisas nessa area.
Um dos maiores inconvenientes na sua aplicagdo como observado por Souza
(2004), ¢ a disposigdo aleatoria das armaduras, que para fins praticos poderia levar

a um detalhamento nao usual (Figura 2.15).

Conforme serd apresentado posteriormente no capitulo 3, o presente
trabalho propde a técnica dos elementos indutores como uma opgao para esse tipo
de problema. Os elementos indutores podem ser utilizados, como barras de
armaduras pré-fixadas, que entrardo no processo de otimiza¢do influenciando o
encaminhamento de cargas. Também possibilita ao projetista estrutural a obtengao
de novos modelos e de uma interatividade com o processo de otimizagdo bastante

Interessante.

Vale citar os trabalhos de Liang et al (2000 a,b,c) que utilizam uma técnica
semelhante, sem o uso dos elementos indutores, porém com uso de um processo

de otimizagao diferente na obten¢do de varios modelos de otimizagao topoldgica.

No capitulo 3 uma explicagdo bastante detalhada sobre a aplicacdo da
otimizag¢do topoldgica, com a presenga de elementos indutores ou ndo na obtengao
dos modelos, sera feita. No capitulo 3 alguns exemplos serdo apresentados e o0s

resultados avaliados para validacdo da metodologia proposta.

2.3
Detalhamento do Modelo

Um projeto executado com os modelos e bielas e tirantes envolve

tipicamente os seguintes passos:

I)  Defini¢ao das descontinuidades e isolamento das regides D. Isso pode
ser feito através da utilizacao do principio de St. Venant.

IT) Computar as resultantes de forcas em cada contorno da regido D. As
tensdes resultantes calculadas entre as regides B e D poderdo ser
consideradas como forgas pontuais equivalentes.

IIT) Idealizar um modelo de trelica que transfira as resultantes de forcas
através da regido D. Os eixos das bielas e tirantes devem ser
orientados para coincidirem aproximadamente com os eixos dos

campos de tensdes principais de compressio e tracdo,
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V)

V)

VI)

VII)

respectivamente. Uma andlise eldstica ou o método do caminho de
cargas podera ser utilizado para concep¢do do modelo topolégico da
trelica no interior do continuo de concreto.

Calcular as forgas nas barras da trelica. Para modelos estaticamente
determinados os esfor¢os solicitantes podem ser facilmente obtidos.
Para modelos hiperestaticos uma solu¢do de minima norma Euclidiana
a ser detalhada no item 2.4 desse capitulo poderd ser utilizada.
Determinar as larguras efetivas das bielas e zonas nodais,
considerando as forcas atuantes do passo anterior e a resisténcia
efetiva do concreto. Em alguns casos podera haver necessidade de
ajuste da geometria e novamente determinacdo dos esforcos do item
anterior.

Calcular as se¢des de armaduras necessarias para os tirantes
considerando a tensdo de resisténcia do ago utilizado. As armaduras
devem ser detalhadas de modo apropriado a garantir a ancoragem
necessaria.

Uma verifica¢do final devera ser feita no nivel tensional das bielas e
nés como também uma apropriada definicdo da armadura de pele
minima a ser utilizada para controle da fissuracdo do elemento

estrutural.

A verificagdo dos elementos estruturais deve ser feita através do

dimensionamento correto que defina as segdes necessarias aos esforgos atuantes e

também para garantir que a transferéncia de forcas acontega nas regides nodais.

Uma série de fatores como perturbacdes devido a fissuras e armaduras,

estados de confinamento e multiaxiais podem influenciar nos limites tensionais do

material concreto. Assim, limitam-se os valores resistentes para bielas e regides

nodais.

De forma a obter um comportamento ductil frente ao estado limite tltimo

para o modelo de bielas e tirantes, ¢ aconselhdvel garantir que os elementos de

armadura ou tirantes escoem antes que os elementos de concreto representados

pelas bielas e regides nodais entrem em ruina.
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Todo o procedimento para o desenvolvimento dos modelos de bielas e

tirantes ¢ ilustrado na Figura 2.16:

Delimitar as regides D ¢ B

A

Determinar as Condigdes de Contorno das
regides T

A

Esquematizar o fluxo de forgas através dz
regido D

A

Desenvolvimento de um STM compative
com a fluxo de forgas

A

Calcular as forgas atuantes nas bielas «
tirantes

<

As areas de ago atendem a Modificar a localizagdo dos tirantes ¢
¢eometrias dc STM proposto escolher outra geometria para ¢ STM

Checar as tensdes nas bielas ¢ zonas nodai:

Nao Mudar ¢ STM modificando a localizagac
Niveis tensionais atendidos % dos tirantes aumentando areas dos apoios —
ou aumentando a geometria dos membros

Detalhar as ancoragens e armaduras de
controle de fissuragdo

Figura 2-16: Fluxograma ilustrativo dos STM (Brown e Bayrak, 2006)
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2.31
Plasticidade em concreto armado

Em geral, pretende-se que as estruturas tenham um comportamento linear
nas situacdes usuais de servigo. No entanto, quando uma estrutura atinge o
colapso, ja deixou de apresentar comportamento eldstico-linear. Assim sendo,
para uma determinada estrutura e um carregamento associado a ela, a carga de
colapso depende apenas da capacidade plastica do material e ndo do seu
comportamento antes do colapso. Logo, a verificagdo da seguranca aos Estados

Limites Ultimos ¢ feita recorrendo a um modelo rigido-plastico.

Num procedimento rigido-plastico ou plastico perfeito do material as
deformacdes elésticas sdo desprezadas, considerando-se apenas as deformagdes
plasticas admitindo entdo a existéncia de um patamar de escoamento. O método
de calculo estrutural que envolve esse tipo de metodologia ¢ denominado de
analise plastica limite ou andlise limite. Nesse tipo de método de calculo um

procedimento através de tentativas ¢ adotado.

A analise limite de estruturas baseia-se num conjunto de teoremas
fundamentais: o teorema estatico ou do limite inferior, o teorema cinematico ou
do limite superior e o teorema da unicidade. No procedimento adotado nessa
pesquisa sera apenas utilizado o teorema estatico ou teorema do limite inferior
uma vez que ¢ formulado pela imposicdo da verificagio das condi¢cdes de
equilibrio e de escoamento. Isso significa estudar distribuigdes de esforgos
estaveis e estaticamente admissiveis para os quais as tensdes atuantes sio

inferiores a tensdo de escoamento.

Toda a concep¢do dos modelos de bielas e tirantes ¢ fundamentada no
teorema do limite inferior. Assim sendo, a carga obtida através do modelo estara a

favor da seguranca conforme sera descrito a seguir.

Na verdade, o modelo de bielas ¢ tirantes s6 faz sentido no estado de
colapso plastico, isto ¢, somente neste estagio ¢ possivel conceber um modelo de

barras que represente o comportamento da estrutura.
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2.3.2
Teorema do limite inferior

Os teoremas da andlise limite foram formulados primeiramente por
Gvozdev (1938) e Drucker et al (1952) de forma independente, para corpos com
comportamento rigido-plastico perfeito. Esses teoremas fornecem limites
inferiores e superiores para a verdadeira carga de colapso da estrutura. No caso
dos modelos de bielas e tirantes envolvidos nesse trabalho de pesquisa apenas o
teorema do limite inferior serd utilizado uma vez que conduz a modelos cuja

aproximacao da carga real de colapso seja a favor da seguranca.

Podemos enunciar o teorema do limite inferior na forma: “Se a carga
atuante tem uma magnitude que permita encontrar um campo de tensdes,
satisfazendo as condi¢des de equilibrio no interior € no contorno, e em qualquer
ponto do corpo essas tensdes estejam satisfazendo um critério de resisténcia do
material, entdo a carga atuante ¢ menor ou no maximo igual a carga de colapso

real da estrutura. “ (Santos, 2003).

Assim sendo, se um campo de tensdes se enquadra na defini¢gdo do Teorema
do Limite Inferior anteriormente enunciado, esse campo ¢ dito seguro ou
estaticamente admissivel. Uma vez que a carga de colapso real da estrutura ¢
sempre maior ou igual a uma carga atuante referida a um campo de tensdes

estaticamente admissivel, os limites inferiores sdo sempre a favor da seguranga.

Sendo o carregamento externo aplicado representado por um pardmetro
estritamente positivo As que guarde uma relacdo proporcional com as
componentes individuais das cargas, tem-se o chamado carregamento
proporcional que provoca colapso (colapso estatico). O teorema pode entdo ser
utilizado para encontrar valores de carga menores ou iguais a carga de colapso

correspondente ao fator de proporcionalidade A, , denominado fator de colapso.

Dado um fator de carga Ag, para o qual existe um campo de tensdes

estaticamente admissivel, entdo:

As < AR @.1)
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Conclui-se entdo que dadas duas solugdes de distribuicdo de tensdes
estaticamente admissiveis, a que conduz a maior carga de colapso ¢ a mais

proxima da verdadeira carga de colapso.

2.3.3
Analise limite

Inicialmente, para resolugdo do problema com base na metodologia
proposta, um problema de andlise limite relativo ao teorema do limite inferior
devera ser montado para o modelo rigido-plastico relativo ao modelo topologico
considerado. Sua principal vantagem estd na facilidade de calculo da carga de
ruptura ou colapso pelo fato de utilizar a analise rigido-plastica, o que simplifica

sobremaneira as leis constitutivas (Jirasek e Bazant, 2000).

Numa andlise limite, as varidveis que caracterizam os campos de tensoes,
ditas varidveis estaticas, relacionam-se entre si com as cargas aplicadas através de
expressoes que traduzem o equilibrio. A condicdo de resisténcia representada pela
superficie de escoamento constitui, juntamente com as equagdes de equilibrio, as
principais restricdes do problema de programacdo matematica, correspondente ao
problema de andlise limite pelo limite inferior. A linearizacdo da superficie de
escoamento, quando possivel, transforma o problema num caso particular da
programacao matematica, em que todas as relagdes sdo lineares, denominado

programagdo linear (PL).

Nesse trabalho o teorema do limite inferior ¢ utilizado para formulagdo de
um problema de andlise limite. Como o modelo de bielas e tirantes ¢ usado, as
incognitas, que representam os campos de tensdes, serdo as forcas internas nas

barras da trelica e o fator de carga estatico As.

A funcdo objetivo do problema de programagdo linear ¢ maximizar o fator
de carga Ag para um campo de forcas estaticamente admissivel, onde N ¢ vetor das
incognitas do problema de PL e o vetor das cargas aplicadas F em equilibrio com
N. As forcas N devem satisfazer ainda ao critério de resisténcia. O problema pode

entao ser formulado na forma:

Maximizar: Ag (2.2)
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Sujeito a: LN = AgF (2.3)
N < N; < N}* (2.4)

Onde :

L — matriz de equilibrio estatico

N- vetor dos esfor¢os internos das barras
F — vetor das cargas aplicadas

N e N} - sdo respectivamente os limites superior e inferior das forgas nas

barras

Na formulacdo proposta um problema de programagao linear para aplicagio
do teorema do limite inferior ¢ montado, com o objetivo de maximizar a carga de
colapso, utilizando o modelo de bielas e tirantes proposto por Schlaich et al
(1987). Posteriormente, no capitulo 4, esse programa de andlise limite sera
utilizado como um subproblema da analise de confiabilidade a ser executada via o
método de FORM. Para cada iteragdo os valores randomicos das variaveis serao
gerados e uma fun¢do de falha global serd verificada para determinagdo da

probabilidade de falha da estrutura.

234
Metodologias semi-probabilisticas de projeto de STM

Atualmente, um numero bastante expressivo de codigos normativos
permitem a utilizagdo do modelo de bielas e tirantes no dimensionamento de
estruturas especiais de concreto armado e protendido. Alguns exemplos sdo ACI
318-05 (2005), EUROCODE 2 (1999), CEB-FIP Model Code 1990 (1993), entre

outros.

As orientagdes normativas presentes nos codigos sdo baseadas atualmente,
na sua maioria, em metodologias semi-probabilisticas de projeto. Em métodos
dessa natureza, a verificacdo da seguranga estrutural é baseada em dois preceitos
principais: modelos tedricos para avaliagdo da capacidade de elementos estruturais
baseados em pesquisas recentes e aplicacdo de fatores de ponderagdo que

considerem as incertezas das variaveis de agdo e resisténcia que devem ser
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determinados por consenso ou calibragdo com as normas correspondentes em
tensdes admissiveis (Nogueira, 2005). Nesse tipo de metodologia conhecida como
Estados Limites, a seguranga ¢ verificada pela comparagdo das solicitagdes
atuantes no elemento estrutural com as correspondentes capacidades resistentes
minoradas. Essas majoragdes e minoragdes sdo feitas considerando coeficientes
parciais de seguranca que tém como objetivo cobrir as incertezas presentes nas

variaveis de projeto.

Em vista da numerosa literatura sobre a aplicacdo de modelos de bielas e
tirantes em codigos normativos cinco das principais publicagdes sobre o tema
foram selecionadas de acordo com a abrangéncia e importancia. Nesse sentido, as
orientacdes apresentadas por Schlaich et al (1987), a norma americana ACI 318-
05 (2005), o EUROCODE 2 (1999), CEB-FIP Model Code 1990 (1993) ¢ a
proposta de norma feita por Souza e Bittencourt (2003) foram escolhidas. Na

NBR 6118 nao ha atualmente nenhuma orientagdo normativa sobre o assunto.

A seguir, os principais elementos estruturais componentes dos modelos de
bielas e tirantes e seus respectivos valores de resisténcia apresentados segundo as

orientacdes normativas vigentes.

2.3.41
Bielas

As bielas no modelo de bielas e tirantes sdo modeladas através de
discretizagdes dos campos de tensdo de compressdo dentro da estrutura de
concreto. Dependendo da forma como as tensdes de compressao se distribuem por
meio da estrutura podem-se ter campos de tensdes de compressdo diferentes. Trés

configuragdes tipicas sdo normalmente consideradas:

»  Distribuicdo de tensdes radial: neste tipo de idealizagdo considera-se um
campo de tensdes com uma curvatura desprezivel. Normalmente sdo
encontradas onde as forcas sdo introduzidas e propagadas de maneira suave.
As tensdes transversais nao se desenvolvem neste tipo de campo (Figura 2-

17).
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Figura 2-17: Distribui¢do de tensodes radial.

»  Distribuicdo de tensdes em linhas curvilineas com afunilamento: A
curvatura do campo de tensdes ¢ considerada acentuada. A difusdo de
tensdes neste campo provoca compressdo biaxial ou triaxial abaixo das
forcas atuantes. As tensdes de tracdo nesse caso sdo consideraveis (Figura 2-

18).
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Figura 2-18: Distribuicdo de tensoes em linha com afunilamento.

»  Distribuicdo de tensdes paralela: Nao existe curvatura neste campo de

tensoes. Sendo assim, as tensdes se distribuem uniformemente, sem
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perturbac¢do. Nao hé o desenvolvimento de tensdes de tragdo transversais

(Figura 2-19).
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Figura 2-19: Distribuicdo de tensées paralelas.

2.3.411
Parametros de resisténcia das bielas

A resisténcia a compressdo das bielas ¢ menor que a resisténcia a
compressao de corpos de prova cilindricos em ensaios de compressdo. Isso ¢é
explicado devido ao fato dos efeitos de tracdo da armadura que as atravessa.
Existe uma série de valores propostos na literatura que recomendam parametros

para o calculo da resisténcia efetiva nas bielas.

Os trabalhos de Silva e Giongo (2000) e Souza (2004) apresentam valores
propostos por diversos autores € normas que ainda ndo t€ém um consenso na sua

utilizagao.

Esté fora do escopo deste trabalho uma discussdo definitiva sobre esse tema.
No entanto, serdo utilizados alguns valores propostos por algumas normas e
autores, de forma a comparar os valores de indice de confiabilidade como
pardmetro para avaliagdo do desempenho do modelo adotado. No capitulo de

exercicios um exemplo serd feito com essa finalidade.

Os valores a serem observados nesse trabalho serdo:
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»  Schaefer e Schlaich (1988,1991)

Para um estado uniaxial de tensdes sem perturbagao:

fe = 1.0 feq (2.5)

Para campos de compressdo com fissuras paralelas as tensdes de

compressao:

fe =08 fea (2.6)

Para um campo de compressdo com fissuras inclinadas:

fe = 0.6 fea (2.7)

Sendo f.; a resisténcia de calculo a compressiao do concreto.

»  CEB-FIP Model Code (1993)

Para zonas nao fissuradas (MPa):

fe =0.85 [1 - 2%] fea (2.8)

Para zonas fissuradas (MPa):
fo=060[1-1%] 1, 29)
fea = % (2.10)

Sendo estes valores validos para uma deformacdo de compressdo maxima
no concreto igual a:

fck

£cu = 0.004 = 0.002 55 (2.11)

>  ACI-318(2005)
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¢ -Fis 2K (2.12)
Fas = feu " Ac (2.13)
fou =085 Bs - fe (2.14)

¢ = 0.85: para regidoes D, conforme MacGregor (1997)
Bs = 1.0: para bielas uniformes de se¢do constante;

Bs = 0.75: para bielas tipo garrafa que satisfacam (I);

Bs = 0.61: para bielas tipo garrafa que ndo satisfagam (I);

D — Taxa de armadura que atravessa a biela(ver ACI item 3.3)

»  EUROCODE 2 (1999)
Para campos de compressao paralelos ou bielas prismaticas (MPa):

fck

fé=070[1—ﬁ

[ fea 2 050 fua 215

Para bielas com fissuras paralelas a sua dire¢do e ancorando armadura

transversal (MPa):

fe=080-a-f.; =050 f4 (2.16)

Para bielas com transferéncia de compressdo entre fissuras de abertura

normal (almas de vigas) (MPa):

fe=0.70-a" fq (2.17)

Para bielas com transferéncia de compressdo entre fissuras de grande

abertura (elementos tracionados) (MPa):

fe=050-a- fq (2.18)

Sendo o valor de a igual 0.85 ¢ f.4 = % (Souza , 2004).

»  Souza ¢ Bittencourt (2003)

Para bielas prismaticas:
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fe = 0.63 fex (2.19)

Para bielas do tipo garrafa atravessadas por tirantes:

fe = 0.48 fe (2.20)

2.34.2
Regides nodais

Podemos definir um né como um volume de concreto que envolve as
intersecgdes das bielas comprimidas, em combinagdo com forcas de ancoragem

conjuntamente ou nao com forgas atuantes ou forcas devido as restrigoes de apoio.

Nessas regides normalmente aparecem mudangas bruscas de direcdo de
forcas o que exige para manuten¢do do equilibrio na regido, o aparecimento de no

minimo trés for¢as no no.

Segundo Schaefer e Schaich (1988), os nés continuos sdo aqueles em que o
desvio de forgas ¢ feito em comprimentos compativeis. Os mesmos ndo serao
criticos desde que uma ancoragem adequada para armadura seja providenciada.
Os nds singulares serdo aqueles em que ha forcas concentradas aplicadas e cujo
desvio de forcas ¢ feito localizadamente. Também descontinuidades geométricas
podem causar concentragdes de tensdes responsaveis pelo aparecimento de nds

singulares.

Assim, fica clara a necessidade de uma criteriosa andlise dos nos singulares
com relagdo a resisténcia e detalhamento de armadura. Para tanto se deve
considerar para o dimensionamento desse tipo de n6 sua geometria, o estado de
tensdes instalado, a resisténcia do concreto a ser considerada e ancoragem das

armaduras existentes.

Outro fator importante a ser considerado na avaliacdo de um n6 ¢ o angulo
formado pelas bielas e tirantes concorrentes nele. Quanto menor este angulo,

menor a resisténcia a compressao da biela (Santos, 2006).

A tabela 2-1 apresenta os limites permitidos para os angulos segundo os

codigos normativos considerados neste trabalho.
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Tabela 2-1: Valores limites para o dngulo entre bielas e tirantes num no.

Valores permitidos para o angulo 6,

Referéncia Limites
ACI 318-05 (2003) 25° <6, < 65°
EUROCODE 2 (1999) 21° <6, < 45°
CEB-FIP Model Code (1990) 18.4° < 6, < 45°
Schaefer e Schaich (1988,1991) 25° <0, < 65°

2.3.4.21
Parametros de resisténcia dos noés

Do mesmo modo que no caso das bielas, varias sdo as normas e autores que
propde valores para os pardmetros de resisténcia efetiva das regides nodais.
Novamente adotaremos alguns valores especificos para posteriores comparacdes

do desempenho do modelo adotado.

Vale acrescentar que devem ser observados valores minimos de angulos de
inclinacdo existente entre bielas chegando a um mesmo nd. Simplificadamente,
consideraremos os valores limites dos angulos variando entre 25 a 65 graus

conforme recomendado em Fu (2001).
Os valores a serem observados nesse trabalho serdo:

»  Schaefer e Schlaich (1988,1991)

Para nds com estado de tensdo biaxial;

fe = 1.0 fea 2.21)

Para ndés onde barras tracionadas sdo ancoradas e uma parcela da resisténcia

¢ reservada para a aderéncia:

fe = 0.8 fea (2.22)

Sendo f.4 a resiténcia de calculo a compressao uniaxial.

Abaixo serdo descritas uma série de geometrias propostas por Schaefer e
Schlaich (1988,1991), que podem ocorrer em nds singulares e cuja verificagdo

podera ser feita de modo simplificado. Assim:

N6 1: Equilibrioem o4, 05, 03 < 1,1 f.4
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(o E
‘ >
L { O-l <
¢ >
g I'YYYYVYVY
N6 N1

0,

Figura 2-20: No 1 definido conforme Schaefer e Schaich (1988,1991)

N6 2: Equilibrio em 0y = 1,1. f.4

c, AAAAAAAAAAAAA

N6 N2
0,

Figura 2-21: No 2 definido conforme Schaefer e Schaich (1988,1991)

N6 3: Equilibrio em 04,0, < 1,1. f4
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Figura 2-22: No 3 definido conforme Schaefer e Schaich (1988,1991)

N6 4: Equilibrio em 04,0, < 1,1. f4

No N4

“—
<—]
<G—
<—
<
<
s

Figura 2-23: No 4 definido conforme Schaefer e Schaich (1988,1991)
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N6 5: Verificar comprimento de ancoragem

»/C
No N: \T? -
C

It

-

0,

Figura 2-24: No 5 definido conforme Schaefer e Schaich (1988,1991)

N6 6: Equilibrio em 04,0, < 0,8. f.4

€]

No N6

Figura 2-25: No 6 definido conforme Schaefer e Schaich (1988,1991)
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N6 7: Equilibrio em oy < 0,8. f.4

T T

AhdA AAAA
01 O'1
%
//
A i n, L (T
I R T R
T,
4—1—5
T, / T,
No N7

Figura 2-26: No 7 definido conforme Schaefer e Schaich (1988,1991)

N6 8: Equilibrio em 0y, 0, < f,4 € aplicar condigdes do N6 6.

O3

No N8

0,

A

b

Figura 2-27: No 8 definido conforme Schaefer e Schaich (1988,1991)
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N6 9: Equilibrio em 0y, 0, < f,4 € aplicar condigdes do N6 6.

Figura 2-28: No 9 definido conforme Schaefer e Schaich (1988,1991)

»  CEB-FIP Model Code 1990 (1993)

Quando s6 chegam bielas ao nos (MPa):

fe = 0.85 [1 - %] fea (2.23)

Para nos onde os tirantes principais sdo ancorados (MPa):

fe

fo=060[1-2%] (.24

_ fck

fcd - ﬁ

> ACI—318-05 (2005)

$-Fs 2 Fy (2.25)
Fas = feu " An (2.26)
fou =085 By - fo (2.27)

¢ = 0.85: para regides D, conforme MacGregor (1997)

s = 1.0: para zonas nodais circundadas por bielas ou placas de apoio,

ou ambas;
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ps = 0.80: para zonas nodais ancorando um Unico tirante;
ps = 0.60: para zonas nodais ancorando dois ou mais tirantes;
Sendo A,, um dos valores definidos em Souza (2004):

(a). Area da face nodal tomada perpendicularr a linha de acdo da forga no

no;

(b). Area da se¢do tomada perpendicular a linha de agio da forga resultante

na regido nodal.
»  EUROCODE 2 (1999)

Para n6s comprimidos sem ancorar tirantes (MPa):

fe=11-a"fuq (2.28)

Para nés comprimidos ancorando tirantes, onde todos os angulos entre

bielas e tirantes sdo de pelo menos 45° (MPa):

fe=080-a-fq (2.29)

Para bielas com transferéncia de compressdo entre fissuras de grande

abertura (elementos tracionados) (MPa):

fe=050-a- fq (2.30)

Sendo o valor de a igual 0.85 ¢ f.4 = %’;‘ (Souza , 2004).

»  Souza & Bittencourt (2003)

Para regides nodais circundadas por bielas ou placas de apoio(CCC):

fe = 0.58 fex (2.31)

Para regides nodais ancorando um unico tirante(CCT):

fe = 0.46 fei (2.32)

Para regides nodais ancorando varios tirantes(CTT):

fe = 0.40 fox (2.33)
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2.34.3
Tirantes

As forgas nos tirantes devem ser absorvidas pelas armaduras existentes
dentro da estrutura de concreto. Assim sendo, uma condigdo a ser observada ¢ que
o centro de gravidade das armaduras deve coincidir com o do tirante no modelo.
A area necessaria da armadura entdo sera obtida diretamente via forga no tirante ¢
a resisténcia de escoamento do a¢o na forma:

g VR
fra (2.34)

Apenas em casos eventuais pode haver necessidade de tirantes de concreto.
Isso se dara para garantia do equilibrio, quando ndo ha possibilidade de colocagao
da armadura de tracdo. Nesses casos, a resisténcia a tracdo deverd ser utilizada,
enfatizando a possibilidade de ocorréncia do mesmo no modelo. Exemplos desse
tipo podem ocorrer em ancoragens, trechos de barra dobrada, lajes sem estribo e

bielas ndo armadas.

23431
Ancoragem das armaduras

Uma atencdo especial deve ser dada a ancoragem das armaduras nas
extremidades das regides nodais. Segundo Silva e Giongo (2000) a utilizagdo de
bitolas menores e em maior numero € uma ancoragem compativel contribuem na
definicdo da geometria e resisténcia das bielas e regides nodais. Uma ancoragem
segura pode ser obtida através da determina¢do de um volume correto de concreto
envolvendo as armaduras dos tirantes ou mesmo via ancoragem mecanica através

de placas ou outros elementos.

Em Silva e Giongo (2000) e Souza (2007) sdo mostrados varios exemplos
de como ¢ determinada a largura efetiva das bielas, sendo que para estruturas
bidimensionais como vigas parede, a espessura a ser adotada podera ser igual a
largura do elemento. Maiores detalhes podem ser obtidos em Schaefer e Schlaich

(1988,1991).
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2344
Armaduras de controle de fissuragao

Esse tipo de armadura tem a fun¢do de assegurar valores limites para
abertura de fissuras e um nivel de ductilidade minima para o elemento estrutural
(Figura 2-29). Assim, caso seja necessario, uma pequena redistribui¢do de tensoes

internas ¢ possivel.

Nesse trabalho uma relacdo minima de 0,2% entre a area de armadura € a
9

area de concreto sera adotada com espacamento entre barras ndo maior que 30 cm.

Compressdo do concreto

Ay

reforgo reforgo

Figura 2-29: Taxa de armadura

24
Modelos topolégicos Hiperestaticos

Uma solucdo bastante interessante e elegante para aplicacdo em modelo de
bielas e tirantes hiperestaticos ¢ a solugdo em minima norma Euclidiana proposta
por Mello (1979). Essa formulacdo utiliza a teoria da inversa generalizada de
matrizes para substituir a solucdo eldstica de um elemento desconexo de trelica
por uma solu¢do de minima norma Euclidiana - MNE. Dessa forma ¢ possivel

obter uma solucdo tinica, compativel e equilibrada para o problema proposto.
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241

Analise linear pelo método da rigidez

A andlise linear elastica de estruturas reticuladas pelo método da rigidez

parte das seguintes relagdes matriciais (Harrison, 1973):

Equilibrio:

LN =F (2.35)
Compatibilidade:

0=L"¢ (2.36)
Relagdes Constitutivas:

N = k.0 (2.37)

Onde:

N - Vetor dos esforcos internos (n x 1);

6 - Vetor dos alongamentos/encurtamentos (n x 1);

F - Vetor dos carregamentos nodais (g x 1);

6 - Vetor dos deslocamentos nodais (7 x 1);

L - Matriz de equilibrio estatico (p x n);

k., - Matriz de rigidez eléstica do elemento desconexo (n X n);
¢ - Grau de indeterminagdo cinematica da estrutura;

As relagdes (2.35) e (2.37) constituem transformagdes duais num espaco

vetorial enquanto que (2.36) expressa a linearidade elastica do material estrutural.

Substituindo-se (2.37) em (2.35) obtém-se:

Lke6 =F (2.38)

E, levando-se (2.36) em (2.38) chega-se a:

(Lk,LT)6 = F (2.39)

Que substituindo em (2.36) fornece:
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0 =L"(Lk,L")™'F (2.40)

Finalmente, substituindo-se (2.40) em (2.37), teremos:

N =k LT (Lk.L")~'F (2.41)

Onde a expressdo (2.41) representa a solugdo elastica para o elemento

desconexo de treliga.

24.2
Inversa generalizada de minima norma

Pode-se reescrever a expressao (2.41) de formas mais compacta:

N = HF (2.42)
Sendo:

H =k, LT (Lk,LT)1 (2.43)
A matriz H é uma inversa generalizada da matriz de equilibrio estatico L.

Comparando-se (2.42) e (2.35) vemos que:

»  Para estruturas hiperestaticas a matriz L ¢ retangular de ordem ¢ x n , com
o0 <n. De acordo com a teoria da inversa generalizada de matrizes, a
inversa de uma matriz retangular de ordem p x n ¢ outra matriz de ordem
nxo. A ordem da matriz H ¢ nx o, conforme se vé em (2.43). Para
estruturas isostaticas a matriz L é quadrada pois ¢ = n , e admite inversa

tnica L™1, independente de k. , pois:

H =k, LT(LT) (k) L™ (Inversa verdadeira) (2.44)

Pré-multiplicando (2.43) por L, teremos:

LH = Lk, LT (Lk,LT)"* =1 (0 x 0) (2.45)
A matriz LH ¢ uma matriz identidade de ordem g. Dessa propriedade, ¢ facil
verificar que a solucdo (2.42) dada por H estd em equilibrio com F, pois

multiplicando-se (2.42) por L:

LN =LHF =IF = F (2.46)
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Entretanto, substituindo-se (2.35) em (2.42) resulta em:

N = H(LN) = (HL)N (2.47)

Se a matriz H fosse uma inversa verdadeira de L, como ocorre nas estruturas
isostaticas, teriamos HL = I. No entanto, no caso de estruturas hiperestaticas, a
matriz L é uma matriz idempotente, satisfazendo a propriedade (HL)? = HL,
como se pode verificar facilmente. As matrizes idempotentes permitem definir
matrizes de projecdo num espacgo vetorial. Essas propriedades, porém, s6 podem
ser claramente compreendidas com as relagdes estatica e cinematica do método da

flexibilidade Martha (2010).

Para identificarmos a norma envolvida na obtencdo da solugcdo dada por
(2.41), devemos recorrer a Programacdo Matematica. A solugdo dada por (2.35),

(2.36) e (2.37), via Programacao Quadratica (PQ) é:

Minimizar: % NTB,N (2.48)
Sujeito a: LN = F (Equilibrio) (2.49)
Onde B, ¢ a matriz de flexibilidade dos elementos desconexos, sendo a

inversa de k,.

A fungdo objetivo (2.48) corresponde a energia de deformagdo da estrutura,
enquanto que as restricdes (2.49) sdo as relacdes de equilibrio. As condi¢des de
otimalidade de Karush Kuhn-Tucker incluem automaticamente, as condi¢des de
compatibilidade (2.36). Os multiplicadores de Lagrange do PQ correspondem aos

deslocamentos nodais §. A solugdo do PQ fornece exatamente a expressao (2.41).

A teoria das inversas generalizadas de matrizes mostra que a solugao do PQ

¢ equivalente a:

Resolver: LN = F (Equilibrio) (2.50)
Sob a norma: (NTB,N)'/? (2.51)

Se substituirmos a matriz B, pela matriz /, a norma acima ¢ reduzida para:
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(NTN)Y2 = EN- (2.52)

Sendo a expressdo anterior a norma Euclidiana do vetor N. Denominaremos
a expressao (2.51) de norma eléstica onde o vetor N ¢ ponderado pela matriz B,.
Sendo entdo a norma onde o vetor N ¢ ponderado pela matriz identidade /
denominada como Euclidiana (Mello, 1979). Como as matrizes B, e [ sdo
positivas definidas, as solu¢cdes N obtidas sdo unicas, quer se use a norma elastica
ou a norma euclidiana. Entretanto, a solu¢do N obtida com a norma elastica,
denominada N,, ¢ em geral diferente da solugdo N obtida com norma euclidiana,

que denominaremos Nf. Pode-se demonstrar que (Mello, 1979):

A=A (2.53)

Assim, ¢ possivel dizer que de todas as solugdes possiveis N da relagdo de
equilibrio (2.35), a que conduz a um vetor de menor comprimento (norma)

possivel € a solu¢do Ny de minima norma Euclidiana.

A solugdo de (2.51) com / em lugar de B, ¢ dada por (2.41), que com k, = |

torna-se:
Nf = LT(LLT)_lF = HfF (254)
Sendo:

Hp = LT(LLD)™ (2.55)

243
Solugcao de minima norma para o elemento de trelica plano
desconexo

Utilizando o método da rigidez analitico podemos definir as matrizes de
rigidez de membro, a matriz de equilibrio estatico L e a matriz de rotagdo para
cada elemento desconexo R (Livesley, 1975). A matriz de rigidez elastica do

elemento pode entdo sera montada na forma:

Keiast = RLk L"RT (2.56)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812424/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812424/CA

Modelos de bielas e tirantes 69

/V
!
Sistema Natura L — Matriz de Equilibrio
<«
/V
3
\7
Y A {V Sistema local R — Matriz de rotagéc

T4

—>
3

]H Sistema globa

\

Figura 2-30: mostra os sistemas referenciais adotados para o elemento de trelica desconexo.

Onde para o sistema referencial adotado (Figura 2.30) teremos os seguintes

valores:
-1
_ )0
L=91 (2.57)
0
cosy —seny 0 0
R = seny cosy 0 0
I ) 0 cosy -—seny (2.58)
0 0 seny cosy
_EA
ke = I (2.59)

Sendo as matrizes, L de equilibrio e R de rotacdo, relacionadas com
mudangas de base muito comuns em algebra linear. Logo, a matriz de rigidez

elastica de um elemento de trelica desconexo fica na forma (Gere e Weaver,

1965):
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cos?y cosy -seny —cos?y —Cosy -seny
K _ EAl cosy -seny sen?y —Cosy -seny —sen?y (2.60)
elast =, —cos?y —cosy -seny cos?y Cosy - seny ’
—cosy -seny —sen?y cosy -seny sen?y

Na solu¢do de minima norma a matriz de rigidez elastica sera entdo alterada

na forma k, = 1, ficando entdo a matriz de rigidez de minima norma na forma :

Kyn = RLLTRT (2.61)

Explicitando a matriz teremos:

cos?y cosy -seny —cos?y —cosy-seny
K. | cosy-seny sen? y —cosy -seny —sen’y
MN —cos?y —cosy-seny cos?y cosy -seny (2.62)
—cosy-seny —sen’y cosy -seny sen’y

A grande vantagem da solu¢do de minima norma Euclidiana - MNE ¢ que a
obtencdo dos esforcos fica independente das propriedades de rigidez da barra.
Assim sendo, € possivel se ter uma solugcdo equilibrada e compativel que
represente o modelo hiperestatico considerado. Para mais detalhes ver Tavora

(1995), Oliveira (1995), Silva (1998) e Vieira et al (2000).

25
Principais dificuldades de aplicagao

Dentre as principais dificuldades para aplicacdo do método das bielas e

tirantes podemos citar:

» Exigéncia de que o engenheiro estrutural responsavel pelo projeto tenha
experiéncia na concep¢do do modelo a ser lancado dentro da estrutura de
concreto;

» Em geometrias mais complexas a definicdo de um modelo satisfatorio
pode ndo ser uma tarefa muito trivial;

» O langamento do modelo estrutural pode levar & uma série bastante grande
de modelos. A necessidade de escolha entre um deles pode levar a adogao

de procedimentos de avaliagdo dos mesmos;
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» Ainda n3o hd um consenso entre as normas e diversos autores sobre
valores de resisténcia a serem utilizados em bielas e regides nodais;
» Impossibilidade de geragdo de modelos automaticos via otimizagdo que

levem em conta a experiéncia do projetista.
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