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Metodologia

2.1

Série Temporal

Uma série temporal ¢ um conjunto de observagdes de uma dada variavel,
ordenada pelo pardmetro tempo. Estas observacdes sdo, em geral, feitas em
intervalos de tempo equidistantes. Tome-se, por exemplo, X; a representacao de
uma variavel aleatéria X no instante de tempo t, denotar-se-a entdo a série
temporal por X;, Xy, ..., Xy, onde N é o nimero de observacdes registradas pela
série, comumente referido também como o tamanho da série.

As séries temporais podem ser classificadas em : discretas, continuas,
deterministicas, estocasticas, multivariadas ¢ multidimensionais. Em geral, a
periodicidade de registro das séries discretas ¢ feita em dias, semanas, meses €
anos (Souza & Camargo, 1996).

Para se denominar um conjunto de dados coletados ao longo do tempo da
série temporal € preciso observar a presenca de uma dependéncia serial entre os
dados, isto €, faz-se necessario que os dados sejam dependentes do tempo. Apesar
disso, nem todo evento registrado no decorrer do tempo consiste em uma série
temporal.

Observe-se por exemplo, o caso da mega-sena: saber os nimeros sorteados
hoje e também os sorteados no passado nao nos permite ajustar um modelo

estatistico para prever o resultado do(s) proximo(s) sorteio(s).

211

Processo Estocéstico

Um processo estocastico ¢ uma familia de variaveis aleatérias indexadas
por elementos “t” pertencentes a determinado intervalo temporal. Intuitivamente,
se uma variavel aleatéria ¢ um numero real que varia aleatoriamente, um processo

estocastico ¢ uma funcao temporal que varia aleatoriamente.
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De forma simplificada, pode-se afirmar que processos estocasticos siao
processos aleatorios que dependem do tempo.

De forma mais genérica, qualquer tipo de evolucdo temporal,
deterministica ou essencialmente probabilistica, que seja analisavel em termos de
probabilidade, pode ser chamada de processo estocastico.

Segundo esta definicdo, uma série temporal pode ser interpretada como
uma parte da trajetoria ou de uma realizagdo parcial de um processo estocastico,
ou seja, uma amostra finita de observagdes em uma linha de tempo.

Um processo estocastico estd estatisticamente determinado quando se
conhece suas funcdes de distribuigdo até a enésima ordem (Souza & Camargo,
1996).

Na pratica, ocorrem situagdes problematicas pelo fato de ndo se conhecer
todas as funcdes de distribuicdo até a enésima ordem e por possuir somente uma
realizacdo do processo estocastico, a partir da qual deseja-se inferir caracteristicas
do mecanismo gerador da série. Para superar essas dificuldades assumem-se duas
restricdes: Estacionariedade e Ergocidade.

Por estacionariedade entende-se que o processo gerador da série de

J4

observagdes ¢ invariante ao longo do tempo. Embora teoricamente seja
extremamente conveniente a ado¢do da hipodtese de estacionariedade, no mundo
real, nem todas as séries podem ser classificadas como estacionarias. Logo, a
estacionariedade ¢ uma condi¢do bastante restritiva quando imposta a uma série
temporal. O conceito de processo ndo estacionario homogéneo surge quando se
consegue um processo estaciondrio através de diferengas sucessivas de um
determinado processo ndo estaciondrio.

Segundo Papoulis (1965), um processo estacionario pode ser classificado

€m:

A. Estritamente estacionario: quando suas estatisticas ndo sdo afetadas
por variagdes devido a escolha da origem dos tempos, ou seja, quando as séries X

e Xk estdo distribuidas de forma idéntica, independente de “k”.

B. Estritamente estacionario de ordem finita: um processo ¢

3L
1

estritamente estacionario de ordem se a estacionariedade do item anterior ndo
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for valida para todo t; com j pertencente ao conjunto dos niimeros naturais, mas

somente para j <1.

C. Estacionério de segunda ordem: um processo serd denominado
estacionario de segunda ordem quando sua fung¢do valor médio for constante e sua

fungdo de covariancia depender somente da diferenga, em valor absoluto, t;- t;.

Um processo estocastico ¢ denominado ergddico se apenas uma realizagao
¢ suficiente para obter todas as suas estatisticas. Logo, todo processo ergodico ¢é
obrigatoriamente estacionario, posto que apenas uma realizagdo de um processo
que ndo seja estaciondrio nao podera conter todas as informagdes necessarias para
a especificacdo do processo, como, por exemplo, a média.

De forma geral, o objetivo do estudo de uma série temporal consiste em,
dada uma realidade, ou seja, dado um processo estocastico, retirar-se uma amostra
finita de observacdes equidistantes no tempo e através do estudo desta amostra
identificar um modelo cujo objetivo ¢ inferir sobre o comportamento da realidade.
Em outras palavras, a partir de uma série temporal, faz-se sua analise estatistica

para construir um modelo estocéstico.

2.1.2

Componente Ciclico, Sazonal e de Tendéncia

A andlise de séries temporais baseadas em tendéncia tem como
pressuposto o fato de uma série temporal ser entendida como a composi¢édo de
comportamento de tendéncia, fator ciclico, variacéo sazonal e fator aleatério.

Tendéncia em uma série temporal ¢ a mudanga gradual observada por
meio da variagdo dos valores da série ao longo do tempo, mantida apds a remogao
dos componentes de ciclos, sazonalidades e fatores aleatorios.

Ciclos e sazonalidades sdao comportamentos estocasticos que acontecem
de maneira recorrente ao longo de um periodo definido.

Morettin e Toloi (2006) conceituam comportamentos sazonais como
flutuagdes ocasionadas na série devido a influéncia de algum fator externo de

sazonalidade.
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Os componentes de ciclo apresentam um comportamento similar aos
comportamentos sazonais, sendo diferenciados, no entanto, por apresentarem um
comprimento maior e ndo terem duragdo uniforme.

Com a remocdo dos componentes de tendéncia, ciclo e sazonalidade, da
série temporal o que sobra ¢ denominado componente residual, o qual representa
fatores aleatdrios caracterizados como um processo estocastico do tipo “ruido

branco”, que sera detalhado adiante.

2.1.3

Tempo x Frequéncia

Uma série temporal pode ser analisada tanto em relagdo ao dominio do
tempo, quanto em relagdo ao dominio da frequéncia. Analisar a série sob o
dominio do tempo ¢ observar a evolugao temporal do processo.

O objetivo desta andlise ¢ mensurar a magnitude do evento que ocorre em
determinado instante de tempo. Esta analise ¢ baseada em um modelo paramétrico
que utiliza as fung¢des de auto covariancia e autocorrelagao.

A auto covariancia ¢ a covariancia entre X; e seu valor Xk separado por k

intervalos de tempo. Esta covariancia ¢ definida por:

Yk = Cov[ Xy, Xen] = E{[Xe- p][Xeek — 1]}
onde:

u =média do processo

A fungdo de autocorrelacio (FAC) ¢ a auto covaridncia padronizada
(redefinida no intervalo entre -1 e +1) que serve para medir o comprimento ¢ a
memoria de um processo, ou seja, mede a intensidade da qual o valor tomado no
tempo t depende daquele tomado no tempo t-k.

A autocorrelagdo de defasagem k ¢ definida como:

_ Ve _ CovlXy, Xyl
Yo \/Var(Xt)Var(XHk)

Pk

onde:

Var(X;) = Var(Xx) = yo = variancia do processo
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po=1

pk = pk (funcdo de autocorrelagao ¢ simétrica em relagdo a origem k=0)

A partir da constru¢do das fungdes de autocorrelagdo, constroi-se uma
importante ferramenta para auxiliar na estima¢do do modelo, o correlograma, que
nada mais ¢ do que o grafico dos coeficientes de autocorrelagdo px plotado para
cada k.

A ideia de autocorrelagdo pode ser estendida se for medida a correlacdo
entre duas observagdes seriais X; ¢ Xwux € ndo se considerar os termos
intermediarios Xii1,X¢42,...,Xt+k-1. Procedendo desta forma, teremos o que se
denomina de funcdo de autocorrelacdo parcial (FACP). A autocorrelagdo parcial
(dkk) € representada por Corr(Xy, Xik | Xer1y «oer Xetk-1)-

Diante destes conceitos ¢ importante destacar um tipo de processo
estocastico peculiar muito importante denominado “ruido branco”.

Neste processo, as variaveis aleatdrias componentes sao independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.), ou seja, ndo apresentam dependéncia serial.

Em termos de autocorrelagdo tém-se que em uma série do tipo ruido

branco teremos:

)

&

|

—~
Sk
& =
Al
o O

Ao abordar esta andlise sob o ponto de vista do dominio da frequéncia,
deve ater-se a frequéncia em que determinados eventos ocorrem. Esta
representacdo ¢ util quando os componentes harmoénicos da série t€ém um
significado fisico ou os efeitos praticos do processo sdao analisados por suas
componentes de frequéncia. A fun¢do associada a esta caracteristica ¢ a chamada
densidade espectral.

A analise espectral tem por finalidade estabelecer as propriedades de um
processo estatistico em termos de frequéncia. Logo, a pesquisa de periodicidades
que porventura venham a existir em uma série temporal podera ser realizada
através da andlise espectral.

Se X = {(X;, t =0, £1, £2, ...)} é um processo estaciondrio com fun¢ao de

auto covariancia finita, define-se o espectro X; como:
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1 © .
fw) = — Z paoe k -n<w<nm
21 =
n .
p(k) = f e @k £(w) dw k=0+1,+2, ..
2km

A fun¢do de densidade espectral normalizada ¢ a transformada de Fourier
da fun¢do de autocorrelacao; ja a variancia de X; ¢ uma medida da poténcia total
do processo; e a fungdo de densidade espectral representa a contribuicdo para a
poténcia total de todos os componentes de frequéncia presentes no processo. O

estimador mais utilizado € o periodograma com janelas espectrais.

2.2

Modelos Univariados

221

Método de Amortecimento Exponencial

Os métodos de amortecimento exponencial englobam um grande niimero
de modelos de previsdo, cuja ideia comum ¢ bastante simples e intuitiva,
baseando-se no fato de que as observagdes mais recentes de uma série temporal
contem mais informacdes relevantes para fins de previsdo do que as observacdes
mais antigas. Embora baseada em uma ideia simples, esta classe de modelos
fornece em geral bons resultados e por isso sdo utilizados frequentemente como

referéncia no desenvolvimento de modelos de previsao.

2.2.1.1

Método de Amortecimento Exponencial Simples

Ao aplicar este método toma-se inicialmente uma série temporal X(t)
gerada por um processo estocastico constante, X; =b + &, onde b € o nivel da série
(parametro constante para um dado segmento de dados) e & ¢ um ruido branco

com média zero e varidncia conhecida igual a o°.
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Para realizar a previsdo da série temporal, € necessario que o parametro b
seja estimado a partir dos dados. Suponha disponivel uma série historica de

tamanho t. A estimativa do nivel b ¢, entdo, dada por:

S= by = X, + a(1-0)Xep + a(1-0)* Xz + ... + a(1-0)Xp

onde o € denominada constante de amortecimento.

Segundo Montgomery, 1976, para t suficientemente grande, o método de
amortecimento exponencial simples resulta em um estimador nao tendencioso de
nivel real do processo estocdstico gerador da série, sendo assim & possivel

escrever S;= by, portanto, a equagdo de previsdo da série T passos a frente fica:

St = )’\(tﬁ:(t)

A estatistica S; ¢ uma média ponderada das observacdes passadas da série;
os pesos decaem geometricamente com a idade das observacdes. Portanto, para
valores de alfa préximos de um, o método se comporta reagindo de forma mais
rapida as possiveis mudangas do nivel do processo gerador da série. Em uma
situagdo limite, com o exatamente igual a um, ele se iguala ao método naive, que
consiste em considerar como valor previsto a observacdo mais recente da série.

A determinacdo de um valor adequado da constante de amortecimento ¢
fundamental para se obter um ajuste satisfatorio do modelo aos dados disponiveis
para estimagdo. Em geral, separa-se um trecho da série para a realizagdo de uma
avaliacdo de desempenho do modelo, considerando diferentes valores de alfa e

escolhendo o que resulta em menores erros de previsao.

2.2.1.2

Método de Amortecimento de Holt

Este método possui a mesma formulagdo que o anterior, sendo que o seu
grande diferencial consiste na forma de atualizacdo dos parametros. Enquanto o

primeiro utilizava o mesmo hiperparametro para atualizar cada parametro (no caso
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anterior, foi usado o em todos), este método utiliza um hiperpardmetro diferente
em cada parametro.

Logo abaixo serdo apresentados o modelo e as equagdes de atualizagdo
para o caso de uma série com tendéncia linear, sendo que o mesmo pode ser
estendido para o caso de tendéncia quadratica (para tendéncia constante, os dois

métodos sao equivalentes dado que so tera um parametro a ser atualizado).

Modelo:

Xi=01 + oot + &

Equacao de previsao, considerando a origem deslocada para T:

X (1) =00(T) + 0oix(T)t

Para esse caso, os estimadores de dj(T) e o(T), calculados via

amortecimento exponencial com constantes a e § sdo:

d1(T) = oXr + (1-)[ofy(T-1) + oix(T-1)]
0i2(T) = BLeii(T) - o (T-1)] + (1-B)o(T-1)

2.2.1.3

Método de Amortecimento de Holt-Winters

Este método foi introduzido por Winters para modelar séries que
apresentam variacdo ciclica. Diferentemente dos dois métodos anteriores, que nao
incorporavam sazonalidade (eles tinham apenas tendéncia), este método inclui a
sazonalidade em seu modelo, sendo que essa pode ser aditiva - que ¢ recomendada
para séries homocedasticas - ou multiplicativa - recomendada para séries
heterocedasticas.

As séries homocedasticas sdo aquelas na qual a variancia ndo cresce ao
decorrer do tempo, sendo comum em séries fisicas. As heteroceddsticas possuem

variancia crescente, ocorrendo geralmente em séries de mercado.
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A. Modelo Aditivo: Seja a série Xi, com tendéncia e um padrao sazonal. Pode-se

escrever seu modelo da seguinte forma:

Xi=o0; +opt+ et g
onde c; é o fator sazonal.

Neste modelo, os fatores sazonais t€ém que seguir a seguinte restri¢ao:
L

Zci(t) —0

i=1

Sendo L o tamanho do fator sazonal.

Denotando o(T), oz(T) e ¢i(T) as estimativas dos componentes nivel,
tendéncia e fatores sazonais, respectivamente, no instante T, tem-se que para este

instante, eles sdo calculados por:

o1 (T) = o[ X - Cnery(T-1)] + (1-)[001(T-1) + 6ix(T-1)]
oz(T) = Boin(T) + oix(T-1)] + (1-B)a(T-1)
Cn(n)(T) = y[Xr - di(T)] + (1-7)Cm(ry(T-1)

Sendo a, B e vy as constantes de amortecimento.

Assim, a equagdo de previsdo, para T periodos a frente, no instante T, pode
ser escrita por:

Xr (1) =0i(T) + oi(T)T + Emreny(T)

Para a utilizagdo deste modelo, ¢ necessario que os parametros iniciais
a1(0), o2(0), ¢i(0), i=1,..., L, sejam previamente calculados. A estimativa desses
parametros iniciais pode ser obtida através dos dados histdricos e estdo descritos

de forma detalhada em Montgomery (1990).

B. Modelo Multiplicativo: Esta é a versdo do modelo para o caso
multiplicativo, o qual tem a premissa de que a amplitude da sazonalidade varia no

tempo. Associado a isto, ela continua possuindo a formulacdo aditiva para a
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componente tendéncia, assim este modelo incorpora a tendéncia linear com o
efeito sazonal multiplicativo.

Entdo, este modelo pode ser escrito por:
Xi= (o + oat)e; + &

Os fatores sazonais sdo tais que a sua soma € igual ao comprimento da

sazonalidade, isto €:
L

zzcxo::L

i=1

Entdo, denotando por oi(T), dox(T), &(T), para i=l,.., L, o nivel, a
tendéncia e os fatores sazonais, respectivamente, estimados em T, estes podem ser

atualizados, admitindo o conhecimento de seus resultados em T-1, por:

oii(T) = o{Xr/ [Cery(T-D)]} + (1-0)[a1(T-1) + ox(T-1)]
ai(T) = Bloii(T) - dii(T-1)] + (1-B)aix(T-1)
Cm(ry(T) = ¥[Xr / o(T)] + (1-)Cmry(T-1)

Sendo a, B e y as constantes de amortecimento.
Assim como no modelo aditivo, € necessario estimar os parametros
iniciais: 0o1(0), 03(0), ¢&(0), i=1,..., L, os quais estdo detalhados em Montgomery

(1990).

2272
Modelos ARIMA

2221

Teoria Geral dos sistemas lineares

O fundamento tedrico do modelo ARIMA, também conhecido como Box

& Jenkins, baseia-se na teoria geral dos sistemas lineares, a qual afirma que a
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passagem de um ruido branco por um filtro linear de memoéria infinita gera um
processo estaciondrio de segunda ordem, ou seja, um processo estacionario com
média e variancia constantes (Souza & Camargo, 1996).

A partir da teoria geral dos sistemas lineares temos que:

Ruido Branco (a) >

Dado B¥a, = a,, onde “B” ¢ definido como operador de atraso (backward

Modelo
Linear (V)

Processo Estacionario (wy)

shift operator) tem-se que:
wi=a;— ¥,aB - ‘Pzath -
wi=a(1- ¥|B - ¥,B* - ...)=a¥(B)
wi = aP(B) & a,= ¥(B)'w,

Sendo que:
¥(B)" =n(B)
onde:

n(B)=1-mB-mB*— ...

O fato de W(B) possuir infinitos parametros pode gerar diversos problemas
na definicdo do modelo, porém, para resolver esta questdo, Box & Jenkins, sob
determinadas restri¢des, sugerem transformar este polindmio infinito no quociente
de dois polindmios finitos.

Assim:

¥(B) = 0(B) / §(B)
onde:
8(B) =1—6,(B) -02(B) - ... - 6(B)* — Polindmio MA(q)
d(B)=1-¢1(B) -02(B) - ... - ¢p(B)’ — Polindmio AR(p)

A partir dos polindmios ¢(B) e 6(B) tem-se entdo os modelos ARMA de

ordem p e q que assumem a seguinte forma:

d(B)w = 0(B)a;
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Quando se estiver lidando com séries ndo estacionarias na média, faz-se
necessaria a producdo da estacionariedade através da diferenciacdo da série
original, ou seja, produz-se uma série ndo estacionaria homogénea, a qual exclui
os processos de comportamento explosivo. Desta forma obtém-se uma nova séria

w; através do seguinte processo de diferenciagao:

Wt=Xt—Xt_1=Xt—BXt=(l —B)th v Xt

onde: ¥ = (1 — B) — operador de diferenga

Para produzir a estacionariedade na média da série, aplicam-se tantas
diferencas quantas forem necessarias, porém, na pratica sdo realizadas no
maximo duas diferenciagoes.

Os modelos ARIMA(p,d,q) sdo obtidos justamente das séries diferenciadas

em ordem “d”, onde w; = ¥ dXt. Logo, estes modelos assumem a seguinte forma:

d(B) VX, = 0(B)a,

E importante ressaltar duas ideias fundamentais sobre os modelos Box &
Jenkins: o principio da parcimonia, o qual determina que o melhor modelo ¢
aquele com o menor niimero possivel de parametros, € a construcdo de modelos
através de ciclos iterativos, tal qual a alteracdo dos parametros p, d e q, de forma a
obter o modelo mais satisfatorio.

Portanto, a modelagem através da metodologia Box &Jenkins abrange
varias etapas de andlise, indo desde a identificacdo da estrutura do modelo,
passando pela estimagdo paramétrica e, por fim, aplicando testes para mensurar a

eficiéncia dos modelos obtidos.

2.2.2.2
Metodologia dos modelos ARIMA

A primeira verificacdo a ser feita para aplicagdo dos modelos ARIMA

refere-se a estacionariedade da série.
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O primeiro passo consiste na identificagdo da ordem de homogeneidade
“d” da série, ou seja, trata-se de identificar o nimero de vezes que a série original
devera ser diferenciada para se tornar uma série estaciondria. Este procedimento
pode ser feito através da observagdo do grafico da série ou da fungdo de
autocorrelacao, tendo em vista que uma série nao estacionaria apresenta uma FAC
com um decrescimento lento.

Em um segundo momento inicia-se a identificacdo do modelo, ou seja, da
sua ordem. Para isso sdo utilizados os conceitos de fun¢dao de autocorrelagao
(FAC) e autocorrelacao parcial (FACP), isto €, utilizam-se os correlogramas para
a identificacdo das ordens p e g, observando os comportamentos da FAC e FACP.
No quadro abaixo foi esquematizado um resumo das caracteristicas destas

funcdes para os modelos AR(p), MA(q) e ARMA(p,q).

Quadro 2.1: Resumo das caracteristicas tedricas da FAC e da FACP dos
modelos AR(p), MA(q) e ARMA(p,q).

Modelo FAC (py) FACP (¢wx)

Infinita (Exponencial e/ou Finita
AR(p)

sendides amortecidas) (Corte apos lag “p”)

Finita Infinita (Exponencial e/ou
MA(q) < lag . :
(Corte apos lag “q”) sendides amortecidas)
Infinita (Exponencial e/ou | Infinita (Exponencial e/ou
ARMA(p,q) sendides amortecidas apds | sendides amortecidas apos

Iag ch_p’)) Iag “p_q”)

Fonte: Souza e Camargo (1996)

Para se identificar a ordem p de um modelo AR(p), por exemplo, deve ser
observado se a FAC decresce e se a FACP apresenta valores fora do intervalo de
significancia dos lags. Os lags cujos valores da autocorrelagdo ultrapassam este
intervalo sdo ditos significantes (Goodrich & Stellwagen, 1999). Se, por exemplo,
a autocorrelagdo de lag 1 se apresenta significante e, a partir do lag 2 (inclusive),
as auto correlagdes estdo todas dentro do intervalo, isto indica que a ordem “p” do

modelo AR ¢ igual a 1.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912943/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912943/CA

31

Para um modelo MA(q) a FAC e a FACP apresentam comportamento
inverso ao de um modelo puramente auto regressivo, isto €, para um modelo MA,
a FACP decresce, ¢ a FAC indica através dos lags significantes a ordem “q” do
modelo MA.

Identificada a ordem do modelo, encaminha-se para a obtencdo das
estimativas dos parametros desse modelo. A técnica utilizada ¢ o processo de
maxima verossimilhanca (Dudewicz & Mishra, 1988).

Finalmente, ap6s a identificagdo do modelo e a estimagdo dos parametros,
aplicam-se os testes de aderéncia, tais como testes para os residuos e testes de
sobre fixacdo, para verificar a adequabilidade final deste modelo.

Os testes aplicados sobre os residuos tém por finalidade constatar se,
depois de elaborado o modelo, o residuo gerado por este modelo ¢ um ruido
branco, ou seja, se o modelo foi capaz de explicar satisfatoriamente o
comportamento da série de forma que o erro ndo apresente nenhuma estrutura de
correlagdo. Ja o teste de sobrefixacdo consiste em gerar modelos de ordem

superior ao identificado, de forma a reforcar a pertinéncia deste.

2223
Modelos SARIMA

Os processos encontrados na pratica, além de raramente serem
estacionarios, apresentam muitas vezes componentes sazonais. Assim Box &
Jenkins formularam seus modelos para séries temporais com componentes
sazonais dando origem aos modelos SARIMA.

A modelagem segue a equagao:

®(B) @ (B%) V2 V!X, = 06(B) ® (BY) a,
onde:
¢(B): operador nao sazonal auto regressivo
@ (B®): operador sazonal auto regressivo
v 4= (1-B)*: operador de diferenca sazonal de ordem d
V2= (1-B%)" : operador de diferenca sazonal de ordem D
0(B): operador nao sazonal de médias moveis

© (B%): operador sazonal de médias méveis
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Um modelo com esta estrutura ¢ denominado SARIMA(p,d,q)x(P,D,Q).

Ressalte-se que o procedimento de obtengdo deste modelo segue os
mesmos passos empregados para achar o modelo ARIMA ndo sazonal. Isto quer
dizer que, no SARIMA, faz-se também a observancia do comportamento da FAC
e da FACP (inclusive a observancia dos lags de “cortes”), entretanto, olha-se para
os lags sazonais (para uma série mensal, por exemplo, sdo os lags 12, 24, 36,

etc.).

2.3

Modelo Multivariado de Regressao Dinamica

23.1

Apresentacao Teorica

E caracteristica comum entre os modelos de regressdo linear a suposi¢io
de que os erros extraidos do modelo possuam média zero, varidncia constante,
distribuicdo Normal e independéncia, ou seja, auséncia de correlagdo serial.
Porém, em algumas séries econOmicas os residuos tendem a apresentar
correlagdes positivas, € os erros positivos tendem a ser seguidos de outros
também positivos. O mesmo fendmeno ocorre com os erros negativos.

Ao tentar modelar uma série temporal através de um modelo de regressao,
a hipotese de independéncia dos ruidos ndo ¢ realista, ¢ os resultados e testes
usados nos modelos de regressao nao sao validos. (Barros e Souza, 1995).

Como consequéncias da autocorrelagdo dos residuos destacam-se:

L. Os estimadores usuais por minimos quadrados sdo ndo tendenciosos, porém,
ndo possuem varidncia minima.

II. Os estimadores de variancia e dos erros padroes dos coeficientes da
regressdo sdo subestimados, o que implica na conclusdo de que os
estimadores sdo mais precisos do que na realidade.

1. Os intervalos de confianga para os pardmetros da regressdo e os testes de

hipoteses relacionados a estes intervalos perdem a validade.

Estas trés consequéncias implicam na necessidade de procurar

procedimentos para tratar o problema da autocorrelacdo dos erros, pois do
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contrario pode-se chegar a inimeras conclusdes erradas. Assim, dado que a
hipotese de independéncia dos erros ndo € realista no contexto de séries temporais,
os modelos de regressdo dindmica estendem os modelos usuais de regressdao ao
eliminarem esta restrigao.

O significado da palavra “dindmica” refere-se a um modelo de regressao
no qual incluimos a estrutura de dependéncia de uma série temporal, ou seja, um
modelo no qual se combinam o efeito de varidveis explicativas e a dindmica de
séries temporais. E importante ressaltar que os pardmetros do modelo ndo
evoluem ao longo do tempo, como no caso dos modelos de espago de estados que
usam filtro de Kalman.

Modelos de regressdo dindmica devem ser usados quando existe uma
estrutura de dependéncia entre a varidvel de interesse e variaveis causais e, ao
mesmo tempo, quando a estrutura de correlagdo da série dependente (série a ser
explicada) indicar que ndo podem supor a independéncia dos erros.

A estimacdo de parametros em um modelo de regressao dindmica ¢ feita
através de minimos quadrados ordinarios', de forma similar 4 estimagdo dos
modelos de regressao usuais. Apesar disso, a estimagdo em modelos de regressao
dinamica ¢ mais complicada, e envolve um procedimento iterativo com varios
estagios.

Nos modelos de regressdo dindmica, a variavel dependente ¢ explicada por
seus valores defasados e pelos valores atuais e passados de varidveis causais ou
exodgenas. Vale ressaltar que nos modelos de regressdo dinamica as variaveis
exdgenas se comportam como valores fixos € ndo mais como variaveis aleatorias.
O mesmo ndo acontece nos modelos de espago de estados, onde as varidveis
exdgenas sdo tidas como séries temporais, ou seja, realizagdes de processos
estocasticos. Portanto, no contexto da modelagem em espaco de estados, a
estrutura de auto covariancias e auto correlacdes das séries de variaveis exodgenas
¢ uma informag¢do relevante, enquanto que nos modelos de regressao dindmica

este aspecto ¢ propositalmente ignorado.

'Dudewicz & Mishra (1998)
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2.3.2

Metodologia dos Modelos de Regresséo Dinamica

Sistema de equacdes do modelo de regressdo dinamica ¢ dado por:
O(B)Y, = Px, + & (2-1)
onde:
o(B) = polindémio auto regressivo de ordem p: 1 — ¢;B — @,B*— ... — o,B"
B = operador de atraso
Y, = variavel enddgena (dependente) no instante t
B = vetor de coeficientes das variaveis exdgenas (causais)
x¢ = vetor das varidveis exodgenas (causais) no instante t

’ y o 2
¢ = ruido aleatdrio

A estrutura do modelo de regressao dindmica permite considerar como
elementos x; varidveis causais ¢ também suas defasagens.

A presenga do polindmio ¢(B) no modelo traz uma grande flexibilidade
desta classe de modelos, mas, em contrapartida, dificulta a procura por um modelo
adequado. Observe-se que quando @(B) = 1, ndo existem defasagens da variavel
enddgena, e a interpretacdo do modelo ¢ muito simples, uma vez que as variaveis
causais diretamente a varidvel dependente. Ja no caso em que ¢(B) # 1, o modelo
pode ser usado para representar relagcdes bastante complexas.

Ressalte-se que uma grande diferenca entre os modelos de regressao
dindmica ¢ os modelos ARIMA consiste no fato dos modelos de regressao
dindmica incluirem efeitos de varidveis exodgenas através dos termos Px;. Os
modelos ARIMA uni variados de Box & Jenkins, por sua vez, ndo incluem tais
efeitos, e apenas o passado da série Y, e os valores defasados da série de erros sdo
usados na modelagem e previsao da série Y:.

Dentro da metodologia definida procura-se evoluir na modelagem,
buscando em outras causalidades, que ndo somente a propria série, um melhor
modelo de previsdo. Este modelo, como ja mencionado, foi o modelo de regressao
dinamica que pode ser considerado como um caso particular do que ¢ conhecido

na literatura como modelos de Cochrane e Orcutt generalizados.

2 E suposto que o ruido aleatério seja i.i.d. com densidade N(0,6%)
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2.3.3

Modelos de Cochrane-Orcutt generalizados

O modelo de regressao generalizado de Cochrane e Orcutt ¢ dado por:

oB)Y=Bx +w,  (2-2)

R(B)w; = & (2-3)

onde R(B) ¢ o polindbmio auto regressivo.

Note-se que a equacgdo (2-2) tem a mesma forma da equagdo (2-1) da
regressao dindmica, porém, os erros w; apresentam uma estrutura AR dada por (2-
3). Na formulagdo original de Cochrane e Orcutt ¢ suposto que os ruidos wy
apresentem apenas uma estrutura AR(1).

Este modelo, dado pelas equacdes (2-2) e (2-3), pode ser expresso atraveés
de uma Unica equacao:

R(B)[eB)Y:- Bx] =& (2-4)

Posto que wi = ¢(B) Y - Bx;

A partir de (2-4) pode ser observado que o modelo de regressdo
generalizada de Cochrane e Orcutt introduz defasagens tanto na variavel
dependente Y, quanto nas causais, esta equagdo indica também que a relacdo de
causalidade entre Y; e x; ndo ¢ afetada pela introdugdo do polindmio auto
regressivo R(B).

Reescrevendo a equacdo (2-4) em termos de novas varidveis modificadas
Y* e x* dadas por:

Y* =R(B)Y:

x* = R(B)x
onde R(B) ¢ denominado “fator comum” e representa a estrutura de correlagdo

presente no erro wy, teremos a seguinte equagao:

o(B)Y* =Px* +e  (2-5)

Consequentemente, o modelo de regressdo generalizado de Cochrane e

Orcutt fica reduzido ao modelo de regressao dindmica usual. O modelo original de
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Cochrane e Orcutt tem como fator comum R(B) = 1 — aB. Desta forma (2-5)

reduz-se a:

OB)[Yi- aYi1] = B[X¢ - 0xe1] + & (2-6)

Neste modelo o procedimento ¢ sequencial, sendo a estimativa inicial de o
igual a 0, e a partir dela estimamos 3 e ¢(B) por minimos quadrados ordindrios. A
partir destas estimativas encontra-se um estimador de R(B) através da equagao
R(B)w;= &. O polindmio estimado R(B) ¢ entdo utilizado para transformar Y e x,
e reestimar B e ¢(B). O processo € repetido até que se alcance a convergéncia dos

parametros.

2.3.4

Construcdo do modelo de Regressao Dinamica

Os modelos econométricos, em geral, partem de uma estrutura conhecida
baseada em consideragdes tedricas, consequentemente o problema se reduz a
estimacao dos parametros do modelo ja conhecido. Porém, ao tratarmos de séries
temporais, esse raramente € o caso, ¢ o desafio ¢ construir os modelos diretamente
a partir dos dados.

Comumente, a estratégia empregada para se construir um modelo de
regressdo dinamica ¢é a estratégia botton-up, isto €, a partir de um modelo simples
faz-se o refinamento deste com a inclusdo de novas variaveis até encontrar um
modelo apropriado. A elabora¢do de um modelo de regressdo dindmica ¢ muitas
vezes algo complicado e dificil, pois ¢ necessario escolher ndo apenas as varidveis
a serem incluidas no modelo, mas também os lags (defasagens) destas variaveis. E
necessario levar em conta na definicdlo do modelo adequado, ndo s6 a
significancia dos parametros, mas também certa estrutura logica do modelo.

Por exemplo: o consumo de um determinado produto ¢, em geral, afetado
inversamente por seu pre¢o de venda, ou seja, prego aumenta, consumo diminui.
Portanto, se o modelo de regressdo encontrado para explicar o consumo deste
produto pelo preco de venda apresentar um coeficiente positivo para a variavel
preco, ¢ importante verificar o resultado, por mais bem ajustado que esteja o

modelo, pois a relagdo apontada tende a ndo ser verdadeira.
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Uma possivel solugdo ¢é utilizar a varidvel preco com certa defasagem, o
que pode ser explicado pela necessidade de tempo para o aumento do preco
implicar em uma reducao do consumo.

Resumidamente, na escolha de um modelo de regressdo, ndo € necessario
apenas encontrar um ajuste de parametros adequado, mas fundamentalmente
verificar a coeréncia dos coeficientes estimados.

As previsdes geradas por um modelo de regressdo dinamica dependem ndo
s6 de valores passados da série, mas também dos valores previstos para as
variaveis causais. Logo, para obtermos as previsoes da série Y, para t+1, t+2, t+3,
etc., € necessario fornecer ao modelo os valores futuros do vetor de variaveis
causais X;. Se as previsOes destas varidveis exogenas ndo forem apropriadas, o
modelo de regressdo dindmica ird também gerar previsdes inadequadas.

Isso caracteriza um aspecto importante dos modelos de regressao dindmica
que consiste na possibilidade de consecugdo de cenarios ao se chegar a um
modelo relacional de varidveis dependentes em relagdo a variaveis explicativas.
Isto ¢, surge a possibilidade de montagem de varios cenarios para as variaveis
causais.

O fluxograma a seguir apresenta os passos aplicados na constru¢do de um

modelo de regressao dinamica.

MODELO

INICIAL M(1)

MODELO PARAMETROS DIAGNOSTICOS MODELO
[ CORRENTE M(n) ]-[ SIGNIFICANTES? ]SI-M[ COERENTES? ]- SELECIONADO

SIM
NAO NAO
REDUZIR INCREMETAR MODELO
MODELO COM NOVAS VARIAVEIS

Figura 2.1: Fluxograma para a construcdo de um modelo de regressao dindmica

Um recurso presente nos modelos de regressao dindmica ¢ a utilizagao de

variaveis de intervencdo, também conhecidas como varidveis dummies.
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O objetivo do uso deste procedimento ¢ considerar situacdes atipicas
como, por exemplo, aumento na frequéncia dos restaurantes nos dias dos
namorados e dia das mades. O mesmo procedimento pode ser usado para levar em
conta os efeitos de situagdes incomuns, como mudangas de moedas, quebra de
empresas, etc. Variaveis dummies sdo geralmente definidas como 1, no periodo de
ocorréncia do fato relevante, e 0 para os demais periodos.

Os modelos de regressdo dinamica incorporam diretamente a sazonalidade
da série ao modelo, ao invés de supor que a série serd previamente
dessazonalizada. Existem duas maneiras de tratar a sazonalidade: via dummies
sazonais ou diretamente, através de defasagens na variavel dependente ou nos

erros estruturados.

2.3.5

Testes para os modelos de regressao dinamica

Na regressdo dinadmica a constru¢do do modelo envolve varios passos até
se chegar no “modelo final”. Diversos testes de adequagdo podem ser
mencionados, e estes testes sdo aplicados em diversos estagios da modelagem da

série e pode-se classifica-los da seguinte forma:

A. Testes para a defini¢éo da especificacdo do modelo:
O objetivo desta classe de testes ¢ verificar se a inclusdo de uma ou mais

variaveis, nao contempladas no modelo, resulta em uma melhora do ajuste.

A.l. Teste das variaveis causais excluidas:

Neste teste verifica-se a necessidade de inclusdo de cada uma das variaveis
(escolhidas previamente pela analise do problema a ser modelado), mas que ainda
ndo estdo presentes no modelo. Se quaisquer destas varidveis for considerada
significante, deve-se inclui-las no modelo e “rodar” a mesma bateria de testes para

verificar se a inclusao trouxe melhorias.

A.2. Teste de tendéncia temporal:
Este teste corresponde a inclusdo de uma variavel do tipo x; =t no modelo.

Esta varidvel sera util em casos onde a série dependente nao for estacionaria.
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A.3. Teste da defasagem das variaveis causais:
Na hipotese alternativa inclui-se um lag adicional das variaveis causais ja

presente no modelo atual.

A.4. Teste de presenca de fun¢des ndo lineares das variaveis causais:
Inclui-se de uma s6 vez o quadrado de todas as varidveis exdgenas ja
presentes no modelo com intuito de buscar quais quadrados sdo realmente

significativos.

A.5. Teste do fator comum:

Este teste ¢ realizado somente quando o modelo inclui erros estruturados.
Sob a hipétese alternativa, a auto regressdo dos erros ¢ eliminada, e todos os lags
da variavel dependente e das causais sdo adicionados a0 modelo. Se a hipdtese
nula ¢ rejeitada, existe evidéncia de que um modelo mais geral deveria ser
considerado. O grande problema ¢ descobrir em que direcdo deve ser

generalizado o modelo corrente, e infelizmente ndo existe uma resposta unica para

esta questao.

B. Testes para inclusdo de variaveis defasadas, responsaveis pela
dinamicidade do modelo:

A dinamica de um modelo acontece através dos lags da variavel
dependente e/ou através da presenga de erros estruturados num modelo de
Cochrane-Orcutt. A cada momento da elaboragao do modelo sao realizados testes
de hipdteses sobre a “dindmica” do modelo.

Em todos os casos a seguir, a hipotese nula afirma que a dindmica do
modelo esta corretamente especificada, ou seja, a inclusdo de outros lags da
variavel dependente ou outros erros estruturados nao ¢ necessaria. A hipdtese

alternativa, em cada caso, representa a necessidade de inclusdo de novos termos.

B.1. Teste de defasagem da variavel endogena:
Suponha que a dependente Y: e seus e seus lags Y1, Yi2, ... , Yip-1 €5t30
presentes no modelo atual. A hipotese alternativa consiste em adicionar a variavel

defasada Y, ao modelo, isto ¢, adiciona-se o primeiro lag ainda nao presente no
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modelo atual. Se esta varidvel for significante, a hipotese nula € rejeitada e deve-

se adicionar a varidvel Y, ao modelo.

B.2. Teste de defasagem sazonal da variavel endogena:

Este teste ¢ semelhante ao anterior. A hipdtese alternativa consiste em
adicionar ao modelo atual a variavel defasada até o primeiro lag sazonal Yips
ainda ndo presente no modelo. Se o coeficiente Yps for significante, esta varidvel

devera ser incluida no modelo, e a hipotese nula devera ser rejeitada.

B.3. Teste da sequéncia de defasagem da variavel enddgena:
A hipotese alternativa consiste em adicionar todos os lags da variavel

dependente que ainda ndo estdo presentes no modelo.

B.4. Teste de defasagem dos residuos:
A hipotese alternativa consiste em adicionar ao modelo atual o primeiro

termo defasado €., ainda ndo presente no modelo.

B.5. Teste de defasagem sazonal dos residuos:
A hipotese alternativa consiste em adicionar ao modelo atual o primeiro

lag sazonal &.,s ainda ndo presente no modelo.

B.6. Teste da sequéncia de defasagem da variavel enddgena:

A hipotese alternativa adiciona-se as varidveis do modelo atual uma
sequéncia de residuos defasados &1, €2, &.s onde S é o periodo sazonal. E
importante ressaltar que na hipotese alternativa inclui-se apenas os residuos ainda

nao estdo presentes no modelo.

C. Testes para verificacédo do ajuste do modelo:

O processo de constru¢ao de um modelo de regressdo dinamica deve levar
em conta diversos diagndsticos, a fim de verificar se 0 modelo em teste ¢é
apropriado. Em particular, deve-se sempre examinar o grafico das auto
correlagdes dos residuos. Caso estas sejam significantes para alguns lags, alguma
caracteristica da varidvel dependente ndo foi capturada pelo modelo atual. Por

exemplo, no caso de dados mensais, se a autocorrelacio dos residuos ¢
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significante no lag 12, a observacdo situada num periodo genérico t-12 meses ¢é
relevante para explicar a observagcdo no periodo t, e sua inclusao no modelo
possivelmente resultard em um decréscimo dos erros de previsao do modelo.

A existéncia de auto correlagdes significantes nos residuos pode entdo
indicar que deve-se incluir mais lags da variavel dependente ou deve-se incluir
lags adicionais das variaveis exdgenas ja presentes no modelo, ou por fim, incluir
novas varidveis causais.

Importa observar que o fato dos residuos apresentarem auto correlagdes
significantes indica que algum tipo de estrutura presente na série Y; ndo foi

capturada pelo modelo considerado.
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