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A
Lemas

Lema A.0.6 Se W ¢ um espaco de Hilbert com a norma ||w|]* = (w,w) que
admite base enumerdavel e A : W — W € um operador compacto, simétrico

o(A) = {aiticr, ento ||Aw|| < supfas| [[wl].

Prova: O Teorema Espectral garante a existéncia de uma base enumeravel,

ortonormal de autofuncgoes; seja ela composta pelas autofungoes ; associadas
o0

aos autovalores ;. Se w = g cipr €W,
i=1

oo n
ol = 1 el = | im 3 el
i=1 i=1
n n
= lim ”ZCi%’HQ = lim ZC?
i=1 i=1

Pela compacidade de A, sup |a;| < oco. Argumentando de forma andloga
i
a acima, ||Aw|| < sup |ay|||w]|. u

)

Lema A.0.7 A funcdo ® abaizo definida é um homeomorfismo bi-Lipschitz:
Wy =Wxa W, wtove EH(w)+o.

Além disso, F o ®(w+v) = w + ¢(w,v).

Prova: Observe que para v = tpy,

Fo®(w+v) =Py F(F, " (w) +v) + Qv F(F, ™ (w) +v)
= F,(F, 7 (w)) + Qv F(F, ™ (w) +v)
=w+ p(w,t).

Afirmamos que ® é inversivel. Com efeito, seja u +v € Wx @ Vy. Basta
tomar F,(u) +v € Wy @ Vy e estd claro que ® é sobrejetora. Quanto a

injetividade, tome w + v # w + . Se v # U, estd provado, sendao, w # W
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com ¥ = v, donde a bijetividade de F;, garante o resultado. Assim, definimos
a funcio @ '(u +v) = F,(u) + v.
Observe que ®! é Lipschitz. Com efeito,

127 (u +v) — @@+ )0
<[|F(u) +v — F5(u) — 9llo
<lv = ollo + [[Fu(w) = Fs(@)o
<|lv—="20llo+ || — Au— Py f(u+v) + Au+ Py f(u+0)|lo
<[lv = 0llo + | = Alu —@)lJo + [P [f(u+v) = f@+ D)o
<[lo = ll2 + lu = wllz + [ f(w+v) = f({@+ )l
<llutv—@+0)|2+ Mlu+v— @+ )l
<M+ D]ju+v—1u—17|s.

Verificaremos que ® é Lipschitz. Fixe w € Wy.. Defina a fungao
w:R—=Wx, tw Fy, H(w)

observe que ®(w + ty1) = w(t) + v.
Afirmamos que a propriedade decorre de w ser uma fungao Lipschitz.

Com efeito,

®(w + tpr) — B( + te1) o

(
=[lw(t) +tor — w(t) + o
<[lw(t) = @(@®)lo + Ilter + trllo
<[lw(t) —w(@)llo + llw(?) — @(@)llo + [lter + tprlo-

A segunda componente ¢ Lipschitz, pois Fy, : Wx — Wy é um homeomor-
fismo bi-Lipschitz, conforme o teorema 1.0.1. A terceira componente é clara-

mente Lipschitz. Assim, se a funcao w é Lipschitz,

| (w + 1) — @(w + Ep1)[lo < Cuft — 1] + Collw — @]l + [[ter — Lo lo
= (C1 + Dlter — tprllo + Callw — o
= max{C; + 1,0} ||w +to; — (@ +to1)|lo
< d max{C; + 1,Cy} ||w + t; — (0 + tp1)]f2.
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Demonstrar que a funcao w é Lipschitz é uma aplicacao do Teorema do

Ponto Fixo de Bannach. Pela demonstracao do teorema 1.0.1, para todo s € R,
Ky(w): Wy - Wy, w— ny(T_lw + s¢1)

é contracao cuja constante de contracao independe de s. Como consequéncia,
w + K; e w+ Kj sao contragoes e, portanto, admitem ponto fixo. Sejam z e Z

os respectivos. Segue que

Iz = Zllo = [I(w + Ki)(2) = (w + K3)(2)llo
< [1K:(2) — Ki(2)llo
< NEK(2) = Ki(2)]o + [1K:(2) — K3 (Z) o

<cllz— 2o+ |1P[F(T'2 —tor) — F(T'2 +E01)] o
<ellz = Z|o+ |f(T72 = te1) — F(T2+E01) o
< cllz = Z[|o + M||ter — L1 o,

donde, ¢ < 1 e a independéncia de ¢ em relacao a de ¢ implicam que
o~ 2o < 7o llpr — Eprllo = Tolt 4
z2—2Z — — = ——|t—t|.
0=7_. $1 ¥1llo 11—
Agora, z = (w + K;)(2) = w + K(z) implica que
w=2z—K(z) = — K)(z2),
donde
2= (1 = K) () = (Fiyp 0 T~ (w) = Thry, ™ (w) = Tw(t),
e T™'z = w(t). Analogamente, T~'% = w(f). Finalmente,
= 1 - - M .
lw(t) —wt)llz = 177 (2 = A)ll2 < dllz = Zllo < d—[t — ]
Lema A.0.8 Seja f Lipschitz com f' crescente. As hipdteses,

lim f'(t) =a<b=lim f'(t)
t——o0 t—o0

lim@:a<b: lim m

too t t—o—oo ¢

sao equivalentes.
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Prova: Suponha tlim ft)=a<b= tlim f'(t). Mostraremos que, se t — 00,
——00 —00

lim m =b.
t—oo c
Fixe € > 0. Existe t tal que, para t > tq, | f'(t) — b| < 5

'(to) — tob
Tome N > t, tal que, parat2N7M<f

Agora, para t > N, temos:

[\]

f(@) - 1
_ |f(t0) — tob| ft0|f ) — bldx
t] |t]
e, €y to
<5713 1 <e.
O caso tgr_n @ = a é analogo.

Para verificar a outra implicagao basta demonstrar que tLiznoo f't)=ae
que tliglo f'(t) = b, pois f" é crescente. Verificaremos apenas que tllglo () =0,
uma vez que o demais é analogo. A demonstragao é por absurdo. De duas
uma: nao existe tlgcr}o f'(t) ou tlg(r)lo f'(t) # b. Se tal limite nao existe, como f’ ¢é

crescente, [’ é ilimitada. Logo, existe ¢ tal que, para t > to, f'(t) > f'(to) > b.

Segue que
ft) filz) . flt)
ot / 0 t t
" f(to) f(to)
= dxr + :
f'(to)(t —to) | f(to)
> : + .
Assim, llm & > f'(to) > b.

Se hm f (t) # b, procedimento andlogo ao acima proporciona um
absurdo, p01s existe to tal que, para t > tg, temos f'(t) > f'(ty) > b ou,
para todo t, f'(t) <b—e <b. u

Lema A.0.9 Seja (u, X) um espago de medida. Considere Q € X, pu(2) < oo.
Seja (fn), fo: Q= R, f, = f,qt.p. com f € LP(Q). Considere (g,),h €
LP(Q) tais que ||gn — hllzr@) — 0 € |fu| < |gn|. Entao f, — f em LP(Q).
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Prova: Fixe € > 0.

Como f € LP(R2), existe d(e) > 0 tal que, se E C Q com p(FE) < d(e),
entdo || f|Lr(p) < €.

Pelo Teorema de Convergéncia de Vitali, existe d(e) > 0 tal que, se E C Q
com p(E) < (e), entdo, para todo n € N, ||gn|zr(r) < €.

Assim, existe 0 tal que, para todo E C 2, se u(E) < §, entao

€
||gn||Lp(E) + ||f||Lp(E) < 5

Como (g,) € LP(Q) e |fu] < |gn|, entdo (f,) € LP(2). Assim, u(2) < oo
e fn = f qt.p. implicam, pelo Teorema de Egoroff, que f, — f quase
uniformemente.

Desse modo, seja A C Q tal que u(2—A) < 6 com f,, — f uniformemente
em A. Assim, para o € ja fixado, existe N tal que, para todo n > N,
|fn(x) — f(z)] < _ para todo x € A. Seja E = Q — A.

21u(A)
Paran > N,

I fo = fllee) = [1fn = flleee) + 1 fa = fllzeca

€
< | fallzr@) + | fllzeE) + 3

€
< | gnllzecey + | fllrey + 5 <€
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