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A
Lemas

Lema A.0.6 Se W é um espaço de Hilbert com a norma ‖w‖2 = 〈w,w〉 que

admite base enumerável e A : W → W é um operador compacto, simétrico

σ(A) := {αi}i∈L, então ‖Aw‖ ≤ sup
i
|αi| ‖w‖.

Prova: O Teorema Espectral garante a existência de uma base enumerável,

ortonormal de autofunções; seja ela composta pelas autofunções ϕi associadas

aos autovalores αi. Se w =
∞∑
i=1

ciϕ1 ∈ W ,

‖w‖2 = ‖
∞∑
i=1

ciϕi‖2 = ‖ lim
n→∞

n∑
i=1

ciϕi‖2

= lim
n→∞

‖
n∑
i=1

ciϕi‖2 = lim
n→∞

n∑
i=1

c2
i

Pela compacidade de A, sup
i
|αi| < ∞. Argumentando de forma análoga

à acima, ‖Aw‖ ≤ sup
i
|αi|‖w‖.

Lema A.0.7 A função Φ abaixo definida é um homeomorfismo bi-Lipschitz:

Φ : WY ⊕ VY → WX ⊕ VY , w + v 7→ Fv
−1(w) + v.

Além disso, F ◦ Φ(w + v) = w + φ(w, v).

Prova: Observe que para v = tϕ1,

F ◦ Φ(w + v) = PY F (Fv
−1(w) + v) +QY F (Fv

−1(w) + v)

= Fv(Fv
−1(w)) +QY F (Fv

−1(w) + v)

= w + φ(w, t).

Afirmamos que Φ é inverśıvel. Com efeito, seja u+ v ∈ WX ⊕ VX . Basta

tomar Fv(u) + v ∈ WY ⊕ VY e está claro que Φ é sobrejetora. Quanto à

injetividade, tome w + v 6= w̃ + ṽ. Se v 6= ṽ, está provado, senão, w 6= w̃
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Apêndice A. Lemas 39

com ṽ = v, donde a bijetividade de Fv garante o resultado. Assim, definimos

a função Φ−1(u+ v) = Fv(u) + v.

Observe que Φ−1 é Lipschitz. Com efeito,

‖Φ−1(u+ v)− Φ−1(u+ ṽ)‖0

≤‖Fv(u) + v − Fṽ(u)− ṽ‖0

≤‖v − ṽ‖0 + ‖Fv(u)− Fṽ(u)‖0

≤‖v − ṽ‖0 + ‖ −∆u− PY f(u+ v) + ∆u+ PY f(u+ ṽ)‖0

≤‖v − ṽ‖0 + ‖ −∆(u− u)‖0 + ‖PY [f(u+ v)− f(u+ ṽ)]‖0

≤‖v − ṽ‖2 + ‖u− u‖2 + ‖f(u+ v)− f(u+ ṽ)‖0

≤‖u+ v − (u+ ṽ)‖2 +M‖u+ v − (u+ ṽ)‖2

≤(M + 1)‖u+ v − u− ṽ‖2.

Verificaremos que Φ é Lipschitz. Fixe w ∈ WY . Defina a função

w : R→ WX , t 7→ Ftϕ1

−1(w)

observe que Φ(w + tϕ1) = w(t) + v.

Afirmamos que a propriedade decorre de w ser uma função Lipschitz.

Com efeito,

‖Φ(w + tϕ1)− Φ(w̃ + t̃ϕ1)‖0

=‖w(t) + tϕ1 − w̃(t̃) + t̃ϕ1‖0

≤‖w(t)− w̃(t̃)‖0 + ‖tϕ1 + t̃ϕ1‖0

≤‖w(t)− w(t̃)‖0 + ‖w(t̃)− w̃(t̃)‖0 + ‖tϕ1 + t̃ϕ1‖0.

A segunda componente é Lipschitz, pois Ft̃ϕ1
: WX → WY é um homeomor-

fismo bi-Lipschitz, conforme o teorema 1.0.1. A terceira componente é clara-

mente Lipschitz. Assim, se a função w é Lipschitz,

‖Φ(w + tϕ1)− Φ(w̃ + t̃ϕ1)‖0 ≤ C1|t− t̃|+ C2‖w − w̃‖0 + ‖tϕ1 − t̃ϕ1‖0

= (C1 + 1)‖tϕ1 − t̃ϕ1‖0 + C2‖w − w̃‖0

= max{C1 + 1, C2} ‖w + tϕ1 − (w̃ + t̃ϕ1)‖0

≤ d max{C1 + 1, C2} ‖w + tϕ1 − (w̃ + t̃ϕ1)‖2.
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Demonstrar que a função w é Lipschitz é uma aplicação do Teorema do

Ponto Fixo de Bannach. Pela demonstração do teorema 1.0.1, para todo s ∈ R,

Ks(w) : WY → WY , w → PY f̃(T−1w + sϕ1)

é contração cuja constante de contração independe de s. Como consequência,

w +Kt e w +Kt̃ são contrações e, portanto, admitem ponto fixo. Sejam z e z̃

os respectivos. Segue que

‖z − z̃‖0 = ‖(w +Kt)(z)− (w +Kt̃)(z̃)‖0

≤ ‖Kt(z)−Kt̃(z̃)‖0

≤ ‖Kt(z)−Kt(z̃)‖0 + ‖Kt(z̃)−Kt̃(z̃)‖0

≤ c‖z − z̃‖0 + ‖PY [f̃(T−1z̃ − tϕ1)− f̃(T−1z̃ + t̃ϕ1)]‖0

≤ c‖z − z̃‖0 + ‖f̃(T−1z̃ − tϕ1)− f̃(T−1z̃ + t̃ϕ1)‖0

≤ c‖z − z̃‖0 +M‖tϕ1 − t̃ϕ1‖0,

donde, c < 1 e a independência de c em relação a de t implicam que

‖z − z̃‖0 ≤
M

1− c
‖tϕ1 − t̃ϕ1‖0 =

M

1− c
|t− t̃|.

Agora, z = (w +Kt)(z) = w +Kt(z) implica que

w = z −Kt(z) = (I −Kt)(z),

donde

z = (I −Kt)
−1(w) = (Ftϕ1 ◦ T−1)−1(w) = TFtϕ1

−1(w) = Tw(t),

e T−1z = w(t). Analogamente, T−1z̃ = w(t̃). Finalmente,

‖w(t)− w(t̃)‖2 = ‖T−1(z − z̃)‖2 ≤ d‖z − z̃‖0 ≤ d
M

1− c
|t− t̃|

Lema A.0.8 Seja f Lipschitz com f ′ crescente. As hipóteses,

lim
t→−∞

f ′(t) = a < b = lim
t→∞

f ′(t)

lim
t→∞

f(t)

t
= a < b = lim

t→−∞

f(t)

t

são equivalentes.
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Prova: Suponha lim
t→−∞

f ′(t) = a < b = lim
t→∞

f ′(t). Mostraremos que, se t→∞,

lim
t→∞

f(t)

t
= b.

Fixe ε > 0. Existe t0 tal que, para t ≥ t0, |f ′(t)− b| < ε

2
.

Tome N ≥ t0 tal que, para t ≥ N ,
|f ′(t0)− t0b|

t
<
ε

2
.

Agora, para t ≥ N , temos:∣∣∣∣∣f(t)

t
− b

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣f(t)− tb
t

∣∣∣∣∣ =
1

|t|
|f(t)− tb|

=
1

|t|

∣∣∣∣∣f(t0)− t0b+

∫ t

t0

f ′(x)− b dx

∣∣∣∣∣
=
|f ′(t0)− t0b|

|t|
+

∫ t
t0
|f ′(x)− b|dx
|t|

<
ε

2
+
ε

2

(
1− t0
|t|

)
< ε.

O caso lim
t→−∞

f(t)

t
= a é análogo.

Para verificar a outra implicação basta demonstrar que lim
t→−∞

f ′(t) = a e

que lim
t→∞

f ′(t) = b, pois f ′ é crescente. Verificaremos apenas que lim
t→∞

f ′(t) = b,

uma vez que o demais é análogo. A demonstração é por absurdo. De duas

uma: não existe lim
t→∞

f ′(t) ou lim
t→∞

f ′(t) 6= b. Se tal limite não existe, como f ′ é

crescente, f ′ é ilimitada. Logo, existe t0 tal que, para t > t0, f ′(t) ≥ f ′(t0) > b.

Segue que

f(t)

t
=

∫ t

t0

f ′(x)

t
dx+

f(t0)

t

≥
∫ t

t0

f ′(t0)

t
dx+

f(t0)

t

≥ f ′(t0)(t− t0)

t
+
f(t0)

t
.

Assim, lim
t→∞

f(t)

t
≥ f ′(t0) > b.

Se lim
t→∞

f ′(t) 6= b, procedimento análogo ao acima proporciona um

absurdo, pois existe t0 tal que, para t > t0, temos f ′(t) ≥ f ′(t0) > b ou,

para todo t, f ′(t) < b− ε < b.

Lema A.0.9 Seja (µ,X) um espaço de medida. Considere Ω ∈ X, µ(Ω) <∞.

Seja (fn), fn : Ω → R, fn → f, q.t.p. com f ∈ Lp(Ω). Considere (gn), h ∈
Lp(Ω) tais que ‖gn − h‖Lp(Ω) → 0 e |fn| ≤ |gn|. Então fn → f em Lp(Ω).
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Apêndice A. Lemas 42

Prova: Fixe ε > 0.

Como f ∈ Lp(Ω), existe δ(ε) > 0 tal que, se E ⊂ Ω com µ(E) < δ(ε),

então ‖f‖Lp(E) < ε.

Pelo Teorema de Convergência de Vitali, existe δ(ε) > 0 tal que, se E ⊂ Ω

com µ(E) < δ(ε), então, para todo n ∈ N, ‖gn‖Lp(E) < ε.

Assim, existe δ tal que, para todo E ⊂ Ω, se µ(E) < δ, então

‖gn‖Lp(E) + ‖f‖Lp(E) <
ε

2
.

Como (gn) ∈ Lp(Ω) e |fn| ≤ |gn|, então (fn) ∈ Lp(Ω). Assim, µ(Ω) <∞
e fn → f q.t.p. implicam, pelo Teorema de Egoroff, que fn → f quase

uniformemente.

Desse modo, seja A ⊂ Ω tal que µ(Ω−A) < δ com fn → f uniformemente

em A. Assim, para o ε já fixado, existe N tal que, para todo n ≥ N ,

|fn(x)− f(x)| < ε

2µ(A)
para todo x ∈ A. Seja E = Ω− A.

Para n ≥ N ,

‖fn − f‖Lp(Ω) = ‖fn − f‖Lp(E) + ‖fn − f‖Lp(A)

< ‖fn‖Lp(E) + ‖f‖Lp(E) +
ε

2

≤ ‖gn‖Lp(E) + ‖f‖Lp(E) +
ε

2
< ε
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