PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012848/CA

4
O Teorema de Ambrosetti-Prodi para nao linearidades Lips-
chitz

Nesse capitulo, a partir do teorema 3.2.1, demonstramos o Teorema

abaixo, que tem hipoteses mais fracas para f.

Teorema 4.0.4 Seja f, Lipschitz tal que

lim f'(t) =a< X <b=lim f'(t) < Ay (4-1)
t——o0 t—o0

r<y = [f'(z) < [y) (4-2)

onde [’ esteja definida. Para todo w € Wy, existe t. tal que a fungdio h

assoctada a w € crescente a sua esquerda e decrescente a sua direita.

Prova: A demonstracao é um argumento de aproximacao: a funcao F do
enunciado sera aproximada por fungoes Fj, associadas a nao linearidades
regulares, para as quais vale o teorema de Ambrosetti-Prodi. Na verdade,
se obtivermos uma sequéncia de fungdes (f,) € C*(Q), 0 < f.” < M,

f'(R) = [a, b] que converge uniformemente a f, o problema estard resolvido.

Com efeito, considere as seguintes fungoes

Flu) = —Au— f(u)
F.(u) = —Au — f,(u).

Para w tal que ¢ = w + ty; considere a funcdo h relativa & F e a sequéncia
de funcdes (h,) relativas a F,. E suficiente demonstrar que a sequéncia (h,,)
converge uniformemente a h: cada h, tem a propriedade assintotica e admite
um unico ponto de maximo local. Segue, pela convergéncia uniforme h,, — h,
que h tem a propriedade assintética e nao admite ponto de minimo local.
Seja f uma fungao real com a propriedade (4-1) e seja ( f,,) uma sequéncia,
também com a propriedade (4-1), que converge uniformemente a f. Natural-
mente, definimos fungoes F e F, como acima. Dada w € Wy, definimos a
fungao altura h, referente a F', e uma sequéncia de fungoes altura (h,,), refe-

rente a Fj,. Mostramos que h,, converge uniformemente a h.
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Fixe € > 0. Existe N tal que n > N implica que |f,(z) — f(z)] < —=
u

ha(t) = B(D] < Ay — /fnun A1+/f

< [ 1 (un(®) = Fut)

g/Qlfn(un(t))—fn(u(t))|+/9|fn(u(t))—f(u(t))!

< max{]al, ]} / un(t) — u(t)] + / () — Fu(®))]
< max{Jal, |b]} / fun(t) — u(t)] + ¢

Como u,(t) — u(t) = w,(t) — w(t), resta demonstrar que, para n > N,

/ |w, (t) —w(t)| < €
Q

para todo t € R.
O resultado é consequéncia de uma aplicagao do Teorema do Ponto Fixo

de Banach. Considere as fungoes,

K!(w): Wy =Wy, w— Py fo(T ™ w + tey)
Ki(w): Wy - Wy , w— ny(T_lw + tyy)

onde T'= —A — v para 7 = (b + a)/2. Vimos, na demonstragao do teorema
1.0.1, que cada uma das fungoes acima é contragao cuja constante de contragao
¢ independe de t e, como T(R) = [a, ], tal constante também independe de
n.

Observamos que, w + K;' e w + K; sao contracoes para todo n e t e,
portanto, admitem ponto fixo; sejam z,(t) e z(t) os respectivos. Tome n > N
tal que, para todo z € R, |f.(z) — f(z)] < e(1 — c)/QdM(Q)%. Segue que

120 (2) = 2(#)lo
=[(w + Kz (1) = (w + Ki)(2(1)) o
=[5 (2 (1) — Ki(2(1))llo
<K (2n () — KT (2(0)[lo + [1K7(2(2)) = Ke(2(2))llo

(=
<cllza(t) = 2(&)llo + | Py [fal T~ 2(t) = tor) = F(T'2(1) + t1)]llo
<cllza(t) = 2(E)lo + 1T~ 2(t) = tor) = F(T7'2(1) + t1) o
<cl|zn(t) = 2()]lo + (1 = ¢)/d,
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donde, ¢ < 1 implica que, para todo ¢
[zn(t) = 2(t)]l0 < €/d.
Agora, 2,(t) = (w + K[")(z,(t)) = w + K}'(2,(t)) implica que
w = 2n(t) = Kn(2n(t)) = (I = K)(2(t)),
donde

w(t) = (I = K7)7Hw) = (Fi, o T7)™H(w) = TF, ™ (w) = Twy(1),

to1 tp1

e T7'2,(t) = w,(t). Analogamente, T 2(t) = w(t). Por fim,
lwa(t) = w®)llz = 1T~ (za(t) — 2(0)]l2 < dllza(t) — 2(B)]o <e.

Resta mostrar que existe uma sequéncia (f,,) € C*(R), 0 < f,,” < M,

fn'(R) = [a,b] que converge uniformemente a f. Em verdade, obtemos uma

sequéncia em C*(R).

Afirmacao 4.0.5 Seja f uma func¢do real com as propriedades (4-1) e (4-2).
Eziste uma sequéncia (f,) que converge uniformemente a f tal que (f,) €
C*(R), 0 < f," <M, f,/(R) = [a, b].

Prova: Obtemos o resultado para f’ estritamente crescente. Considere a

sequencia
1
Gla) = 4 e sex € (=1/n,1/n)
0 c.c.
1/n
onde ¢, é escolhido de forma que p(x)dxr = 1. Afirmamos que a
—1/n

sequencia de fungoes reais

z+1/n
ful) = / F)ul — y)dy

—1/n

é tal que, f, — f uniformemente, f,'(R) = [a,b] e 0 < f,,”" < M,,.
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A convergéncia uniforme decorre da seguinte estimativa:

z+1/n z+1/n
o) =S =1 [ pe ) dy = fo) [ nte - d
z+1/n
<[ o (f(y) = f(@)hn(z —y) dy |
z+1/n
<maxflal, B} [ ly = alvte— o) dy
z—1/n

2
< max{lal, ]}~

Agora, demonstramos os seguintes limites assintoticos, independentes de
n € N.

lim fnlt) =a, lim fa(t) =b.
t——o0 t t—o0 t
Fixe € > 0 e tome N tal que t > N implica que
2
max{lal o} _ ¢
t 2
f(t) €
— —b| < =
t < 2
Deste modo, parat > N,
W | 6w sol, o,
t t t t
o 2l ) 110 ]

Concluimos demonstrando que, para todo n € N, 0 < f,” < M,. Pela

regra da cadeia,

0= f(y)iulz — )21

z+1/n z+1/n
— / F()n(x —y) dy — / f)n(z —y) dy

—1/n z—1/n

o+1/n
_ / P in(e —y) dy — £ (@),

—-1/n
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donde, para u = x — v,

z+1/n
fu () = / F )@ —y) dy

-1/n
1/n
= [, £ ) d
0 1/n
[ Plo— () du— / F(@ = )i (u) du
—1/n 0
0 0
[ re-wwCode- [ feswn)c d
—1/n —1/n
0
_ / e = () do

Como f’ é estritamente crescente e limitada,

< 2 max{|al, |b|} max ),

0< f,)"(z) < = M,,.

n

Para obter o resultado para f’ crescente, considere uma sequéncia (1,,)

de gaussianas e as contas sao analogas.
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