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3
Nao Linearidades Regulares

Nesse capitulo acrescentamos hipdteses de regularidade sobre a nao

linearidade f e analisamos a funcao
F:X—=>Y, u——-Au— f(u).

O primeiro resultado demonstrado é que, se f € C*(R) e f/(R) = [a, ], entdo
F ¢ de classe C'. Se, como no caso Dolph-Hammerstein, [a,b] N o(—A) = 0,
provamos que F é um difeomorfismo C*.

Por ultimo, demonstramos o Teorema de Ambrosetti e Prodi com o uso
de iteragoes de Banach. Os resultados obtidos no capitulo anterior sobre as
funcoes F,, ® e h sao fundamentais para as nossas intencgoes.

Nesse capitulo, introduzimos a notagao ||.||x, para tratar da norma de
WHP(Q). Se p = 2, usamos ||.[x.

3.1
Regularidade de

Proposigao 3.1.1 Seja f € C*(R) com |f'| < M. Entdo F é uma fungdo de
classe C' e DF(u)h = —Ah — f'(u)h.

Prova: Pela linearidade de —A : X — Y, restringimo-nos a demonstrar que
f: X — Y definida por u + f(u) é de classe C'. Como X C Hj(Q) e, para
todo u € X, ||Jul|; < d||ul|z, basta demonstrar que f : Hy(2) — Y é de classe
C'. Por simplicidade, denotamos H,(Q2) por H.

Como [’ é limitada, f é Lipschitz. Assim, para u,u € H, e todo x € €,

|[f(u(z)) = fu(e))] < Mlu(z) —u(z)].

Assim,

1) = @le* = [ 170 = F@F <22 [ =7 < 27—
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Quanto a diferenciabilidade, demonstraremos que, se u, h € H, entao

—I) - prymgy = o.

Observamos que, para todo h € H, f'(u)h € Y, uma vez que f’ é limitada
eheY.Seja (t,) € R, t, #0, t, — 0. Fixe u, h € H. Defina

flu(z) +tah(z)) — f(u(z))

fn<x) = t

Como f € C*(R), para todo z € Q lim |f,(x) — f'(u(x))h(x)| = 0. Além disso,
paran € N ez € {2, como f é przaitz, |fu(x)] < M|h(z)|. Finalmente, o
Teorema da Convergéncia Dominada permite-nos obter o resultado desejado,
uma vez que (t,) é arbitraria.

Para concluir que f é diferenciavel resta ver que, para todo v € H, o

operador
fflu)y: H—=Y , hw f(u)h

pertence a L(H,Y). O operador estd bem definido, pois |f'(u)h| < M|h|. A
desigualdade anterior implica na limitacdo: || f'(u)hllo < M| ko < Md|h];.
Assim, f é diferenciavel no sentido de Fréchet.

Verificamos a continuidade de D f definida abaixo:
Df:H — LHYY), uw f(u).

Para isso, demonstramos que, para toda (u,) € H tal que w, — wu, existe
uma subsequéncia (uy) tal que D f(ur) — Df(u). Tome u,, — u. Existe uma
subsequéncia (uy) que converge ¢.t.p. a u. Defina gy := f'(ux) — f'(u). Segue

que,

[1Df(ur) = Df(u)]l - = sup{[[[Df(ux) — Df (w)]hljo : [[Allx = 1}
= sup{|grhllo : Ihlly =1},

donde basta mostrar que sup{||gihljo : ||h]|s = 1} — 0, quando k — occ.

Se h for essencialmente limitada,
lgrhllo < llgrllo 1Aloo- (3-1)
- . . 1 1 ,
Um corolario da desigualdade de Hélder para — + — = 1 nos da:
ros

lgxhllo < [lgllo2rl|Pll02s- (3-2)

Observamos que ¢é suficiente obter uma cota superior para |[|h||oas, ||2]e
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dependendo de ||h||;. Com efeito, uy, — u g¢.t.p., donde g — 0 ¢.t.p., uma
vez que f’ é continua. Como f’ ¢ limitada, para todo k, |gr(z)] < 2M com

2M € L"(Q) para todo r > 1, uma vez que €2 é limitado, . Finalmente, pelo

Teorema da Convergéncia Dominada, ||gk|/o.2- — 0 para todo r > 1.

Analisamos trés casos: n = 1, n = 2 e n > 3, lembrando que €2 é um
aberto, limitado, conexo de R™ com fronteira C! por partes.
Se n = 1, usamos a desigualdade de Morrey: paran < p < 0o,y = 1—n/p

e h € WHP(Q), ,apés redefinir h em um conjunto de medida nula,
[7l[cor o) < Cp, Q)||A]1p-

Como, para h € H temos que n = 1 < 2 = p, a desigualdade de Morrey

garante que h ¢ essencialmente limitada, pois
1h]lee < ClR]1,

donde a desigualdade (3-1) garante o resultado.
Quanto aos demais casos, usamos a desigualdade (3-2) e a desigualdade

de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev: se 1/p* = 1/p — 1/n, entao
[Pllop < Cp: DAl

Para n = 2, tome 2s = p* =4, r =2, donde p = 4/3 < 2. Assim,

1Rllo2s = [lhllope < CliAllp < ClAll1.

2
Para n > 3, tome 2s = p* = n2 > 2, r =n/2, donde p = 2. Temos
n _—

1Allo2s = [1Pllop < Il

Por fim, tomando o sup{||h||; = 1} para a desigualdade em que Q se

enquadra, obtemos a continuidade de D f. [ ]

Em particular, nas condicoes do teorema de Dolph-Hammerstein, se
f € C" entdao F é um difeomorfismo C*, j& que é um homeomorfismo com
derivadas inversiveis em cada ponto do dominio. A invertibilidade é uma conta

familiar. Seja v = (a +b)/2. Se u, h € X, entao

DF(u)h = —Ah — f'(u)h
= (A =7y)h = (f'(wh —vh)
=Th— (f'(u) = )h.
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A composicao
YT—_1>XDL>(U)Y, w = w— (f'(u) — )T w

estd bem definida, pois v ¢ o(—A) e é linear da forma I — K. Conforme
j4 fizemos, basta provar que Kw = (f'(u) — )T 'w é contracdo. Como

max{f'(z) =7} =b—ve [T wllo < (A2 =) Hwllo, temos

! — — b—’)/
1/ (w) = NT wllo < (b = DT wllo < =——llwllo = ¢f[ewllo-

Finalmente, v < b < A9 implica que ¢ < 1. Concluimos que K é contracao e

DF(u) é inversivel para todo u € X.

3.2
O Teorema de Ambrosetti-Prodi

Agora, mostramos o teorema de Ambrosetti-Prodi com propriedades de
regularidade um pouco mais fortes do que necessario, usando contracoes de

Banach.

Teorema 3.2.1 (Ambrosetti-Prodi; Berger-Podolak) Seja f € C?*(R),
tal que f'(R) = [a,b], 0 < f" < M, a < A\ < b < Xy. Considere a equagio
(1-1), com g = w + tpy € Wy @ Vy. Existe t. € R, tal que (1-1) tem apenas
uma solucdo set =t., exatamente duas solugoes se t < t. e nenhuma solugao

set>t..
Prova: Pelo lema A.0.8, f é tal que

Jim p6)=a < LI <y g,
Assim, as fungoes F, : Wx — Wy, u — Py F(u+v) ainda sdo homeomorfismos
bi-Lipschitz cujas constantes Lipschitz independem de v. Consequentemente, a
troca de variaveis ® também é um homeomorfismo bi-Lipschitz. Além disso, a
funcao h(t) := (w1, F o ®(w,tp1)) = (p1, F(u(t))) ainda admite a propriedade
assintotica demonstrada na proposicao 2.3.1.

Demonstramos, no teorema 1.0.1 que, para todo v € Vx, F, é um
homeomorfismo. Certamente F, é C' — vamos ver que DF,(u) é inversivel
para todo u € X.

Comegamos fixando v € (p1). Como F,(u) = Py F(u + v) é composi¢ao

de funcées C', F, também é C'. Além disso, para v = (a + b)/2 e para
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Th = —Ah — ~h,

DF,(u)h = DPy F(u+v)h
= PyDF(u+v)h
= Py[—Ah — f'(u+ v)h]
= Py[(=A=y)h = (f'(utv) =)k
= (=A =)h = P[(f'(utv) —7)h]
=Th — Py[(f'(u+v) = 7)h],

f(
f(

que ¢ linear e limitado com relagao a h € Wx.

Agora, tome u € Wx. A composigao
Wy El Wx PLG) Wy, ww— Py[(f(u+v) —3)T 1wl

estd bem definida, pois 7 < Ay = min{o(—Aw, )}, e é da forma I — K com
K linear. Novamente, se demonstrarmos que Kw = Py [f'(u +v)T'w] é uma
contracdo, DF,(u) serd inversivel, uma vez que T~' é bijecdo.

Pela estimativa abaixo,

1Py [(f'(u+v) =T wlllo < [[(f'(u+v) = 1)T wllg
< (0= NNT wllo
b—~

<

[wllo = ¢llwllo,

como ¢ < 1, K é contragao, donde, para todo u € X, DF,(u) é bijetor.
Finalmente, uma aplicacao do teorema da funcao inversa garante que F, é um
difeomorfismo C*.

Assim, nao é dificil ver também que a funcao
Wy dVy - WxdVx, w+vr—>Fv_1(w)+v

é um difeomorfismo C".

Vamos provar que cada funcao altura h(t) = (¢1, F'(u(t))) admite um
unico ponto critico, o que demonstra o teorema. Para isso, provamos que h é
C?*(R) e que, se h'(t.) = 0, entdo h"(t.) > 0.

Como Fo® ¢ C*, a parametrizacdo da fibra u(t) = w(t) +tp;, é C'. Além
disso, F é de classe C', donde h € C*(R).
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Afirmamos que h'(t) = A\ — / I (u(t)u'(t)pr. Com efeito,
0

() = (o1, —Aw'(t) = Ay — f'(u(t))u'(1))
= A1+ (pr, = (u(t)u' (1)

- /f

Afirmamos ainda que, dados t,ty € R,

W(t) — W (to) = - /Q[f’(U(t)) — f'(u(to))]Ju'()u (o).
Sabemos que
F(u(t)) = w+ h(t)er
donde, pela regra da cadeia,

ai)f (1) = A () — f(ult)ul (t) = B (t)pr.

Desse modo,
W (t)pr = —Aw'(t) = Apy — f'(u(t))u'(t)
= —Aw'(t) = W (t)pr + Ay + f(u(t)u'(t)
= (—Aw'(t),w'(to)) = (f'(u(t)'(t), w'(t))

Alternando t,ty, obtemos (—Aw'(ty),w'(t)) = <f
simetria de —A, (—Aw'(t),w'(ty)) = (—Aw

(u(to))u/(to), w'(t)). Pela

\
—~
~
=)
S~—
g
A
o~
SN—

(' (u@)u'(2), w'(to)) = (f'(ulto))u'(to), w'(1)).

Pela igualdade acima

(to))u'(to), ¢1)

() = 1 (to) = A — (f'(u()u' (1), 1) — M+ (f'(u
' (f'(u(®))ud' (t), 1)

{
Frlu)u'(8), w'(te)) = (f(ul?)
+ (' (ulto))u (to), w'(£)) + (f' (uto) ' (o), ¢1)
= — ([ (u(®)d'(t), v (to)) + (f (u(to) )’ (to), v (1))

Fixe ty € R. Provamos que

lim W) = Wito) _ / F(u . (3-3)

t—to t — 1o
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Basta verificar que, para toda sequéncia (t,) € R, ¢, # to, t, — g, existe uma

subsequéncia () tal que

lim h( ) h/ tO o /f// t[) to) '

tr—to tr — to

Por hipétese, f' € C*(R) com 0 < f” < M. Quando vista como funcdo
de X para Y, pela proposicio 3.1.1, f' é de classe C'. Considere a composicao

R X 5y, te fllu).

Vimos que u é de classe C*. Assim, f'ou € C'(R,Y). Pela regra da cadeia

Vito) = lim LLtn) = F'(ulto))

n—00 t, — to

(ffou = ["(u(to))u (to)-
Assim, existe uma subsequéncia (t,,) tal que a convergéncia acima vale q.t.p..
Para tal (t,), como u é C' u'(t,,) — u'(ty) na norma de X. Assim,
(u(tm))m admite uma subsequéncia (u(x))x tal que u'(tx) — u'(to) ¢.t.p.. Pela
escolha de (),
F'(ue)) — f'(u(t))

Ji = P— u'(t)u' (to) = f"(ulto))u'(to)® g-t.p.

Além disso, como 0 < f” < M, entao f’ é Lipschitz, donde

el < | =) ) = g

Verificamos que ||gy — Mu/(t9)*|lo1 — 0, o que, por uma aplicagdo do lema
A.0.9, nos da a igualdade (3-3).

Pela afirmacao 3.2.2, u/(ty) é essencialmente limitada, donde Mu/(t)?
L'(€2). Defina

u(ty) —ul(to)
up = ———— >,

by — to
Relembramos trés fatos antes de iniciarmos a estimativa:

1. A fungéio u : R — X ¢é C', donde u, — u/(to) na norma de X e,

consequentemente, na norma de Y.

2. Da continuidade de u' segue que ||u'(t;) — u'(to)|lo — 0. Como Q tem
medida finita ||u'(tx) — u'(t0)]/o1 — 0.
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3. Vimos que w(t) é Lipschitz, donde [|w'(t,)]|2 < C e [|w'(t,)]|o < Co. Uma

vez que u'(t,) = w'(t,) + 1, temos ||u'(t,)||o < Co+1=C.

Fixe € > 0. Seja s = ||t/(t0)||- Tome N tal que, se k > N, entao

€
! !
[’ (k) — ' (to)[lox < N2

u, — u'(t < 6_.
e

Para k> N,

lgr — M/ (0)*[lo.1
< M|ugd ()’ (to) — ' (t0)*[los
< Mslupad'(t) — ' (to)[loa
< Ms(Jlupd’ (t) — ' (b )0 (t0) [lon + [’ (8 )0 (t0) — ' (t0)*[l01)
< Ms|ju (te) fur — ' (to)] llog + Ms®||u/ (tr) — ' (to) o
< Ms|ju'(ti)llo [lux — u'(to)llo +€/2
< MsCOljuy, — /' (to)|o +€/2 < e.

Afirmacgao 3.2.2 As fungoes u/'(t) sdo essencialmente limitadas. Além disso,

se h'(t.) =0, entao u'(t.) € positiva.

Prova: Comecamos recordando que

81;; L) = —AW(t) — flu®)d'(t) = K (t)pr.

Como f'(u(t)) € L=(Q) e W (t)p1 € C(Q), entao u'(t) € L>=(Q) (5, Teorema
8.15).

Agora, suponha que h'(t.) = 0 — isto é possivel, pela propriedade assin-
totica e pela diferenciabilidade de h. Mostraremos que u'(t.) é a autofungao

associada ao menor autovalor do seguinte operador eliptico:

DF(u(t.)): X =Y, v— —Av— f'(u(t.))v, (3-4)
assim, u'(t.) ¢ essencialmente limitada (5, Teorema 8.37) e tem sinal (5,

Teorema 8.38); a positividade decorre de ¢ > 0.

Primeiro,
=AU (te) — f(u(te))u' (L) = B ()1 = 0,

donde u'(t.) é autofun¢ao associada ao autovalor 0 do operador (3-4).
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Agora vemos que 0 é o menor autovalor de tal operador. Para isso,
fazemos uma aplicacao de Min-Max para operadores auto-adjuntos limitados

inferiormente (9, Teorema XIII.2). Considere o operador
S = —A—f/(l(,(tc)) , O'(S) = {)\1 <5\2 Sj\g < }

Verificamos que Ay > Ay — b > 0, donde apenas \; pode ser igual a zero.
Com efeito, dado 1 € Y, defina ()" := {u € X : |lullo = 1, (u,1) = 0}. Por
Min-Max, para n > 2,

An > Ay =sup inf (Su,u)
ey ue(p)t

> inf (—Au,u) + (f (u(t.))u,u)

ug(p)t

> inf < Au,u) + mf (—f’(u(tc))u,u>

u€(p1)t u€(p1)t

> X+ inf /f

u€(p1)t

> X —b>0.

Como 0 € o(S) e A, > 0 para todo n > 2, entdo A\; = 0, donde u/(t.)
tem sinal. Uma vez que [ w'(t.)p1 = 0, existe um subconjunto de medida
positiva tal que w'(t.) > O,Qdonde u/'(t.) > 0, o que conclui a demonstracao da
afirmacao.

Finalmente, h" (¢ / " (u (t.)? < 0, e o teorema estd demons-

trado. -

Encerramos o capitulo apresentando uma caracterizacao do conjunto

onde a equagao (1-1) admite uma tnica solucao.

Afirmagao 3.2.3 Seja C(F) o conjunto critico de F. O subconjunto Uy C'Y
das g €Y tais que F~'(g) admite um 1tinico elemento é a imagem de C(F)

por F'.

Prova: Para evitar ambiguidades, denotaremos por h,, a funcao altura associ-
ada a w, definida em (2-4).
Observamos que F o ®(w,t) = (w, hy(t)p1), donde

D(F o ®)(w,t) = [ é
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Concluimos que
C(Fo®)={(w,t) e Wy xR : hl(t) =0}

Como ® é um difeomorfismo, u € C(F) se, e somente se, ® ' (u) € C(F o ®),
donde

C(F)={ueX:d(u) € C(Fo®)} =®(C(Fod)).

Por esses fatos, a imagem de C(F) é o conjunto onde o problema tem

exatamente uma solucao.
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