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Referencial Tedrico

De acordo com Black e Scholes (1973) o prémio de uma op¢do de compra ou
venda européia é funcdo do preco do ativo-objeto, do preco de exercicio, do
tempo até o exercicio, da taxa de juros livre de risco e da volatilidade do ativo-

objeto até o exercicio:

% = pdt + gdW, 1)

t

Onde S equivale ao prego do ativo subjacente, i ao retorno médio
esperado, ¢ a volatilidade, ¢ o Wt representa o processo de Wiener com

distribuicdo normal padronizada.

O modelo Black-Scholes (B-S) assume, entre outras premissas, que o ativo
basico tem uma distribui¢do lognormal com uma volatilidade conhecida, ignora os
custos de transacdo, ndo ha possibilidade para arbitragem e que o modelo segue
um movimento geométrico browniano. Dentre as varidveis do modelo, a

volatilidade ¢ a Unica que ndo é observada diretamente no mercado.

O método de aprecamento de opcdes Black-Scholes é a ferramenta mais
utilizada pelos operadores para auxiliar na decisdo de compra ou venda de uma
opcdo, entre outras razdes, por ser um modelo simples e bem testado pelo
mercado, por possuir um menor numero de parametros para estimagdo em relagéo
a modelos mais complexos que acabam apresentando defasagem de atualizacéo e
por nenhum outro modelo de aprecamento de opg¢0es ter conseguido explicar por
completo as anomalias apresentadas pela volatilidade.

Dentre todos 0os modelos propostos ap6s B-S, 0 modelo de arvore binomial
proposto por Cox, Ross e Rubinstein (1979) tornou-se o mais utilizado para

calcular o valor das opcOes, principalmente as americanas, onde 0 processo
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estocastico para o preco da acdo objeto em tempo e estado continuo (movimento
geométrico browniano) proposto por Black e Scholes foi aproximado por um
processo de tempo e estado discreto (passeio aleatério). O modelo de arvore
binomial CRR consiste em um conjunto de nds, representando pregos futuros da
acdao, com um espaco logaritmico constante entre esses nos. Este espaco é a
medida de volatilidade de precgo futuro da agéo, assumindo que a volatilidade na
arvore CRR é constante.

O modelo assume que movimentos de precos da agdo sejam compostos por
um grande nimero de pequenos movimentos binomiais. Em um mundo de risco-
neutro, as probabilidades de transicdo entre os nds dependem do juro sem risco e
da volatilidade local. A idéia central é dividir a vida da opcdo em pequenos
intervalos de tempo At. A cada intervalo de tempo, o preco da agdo sai de seu

valor inicial S, para um entre dois novos valores, S, e Sq.

Na arvore binomial CRR, cada n6 pode ter dois possiveis estados futuros
dependendo da probabilidade de transicdo. A probabilidade de um movimento
ascendente é p e de um movimento descendente 1-p. O preco futuro no no S,
determinado pela taxa de juros continua (considerando a a¢do ndo pagadora de

dividendos), é igual a F = e™

S. As opcles sdo avaliadas do fim ao inicio da
arvore. O valor da opgéo é conhecido no instante T. Para uma opcao de compra,
seu valor serd dado por max (ST — X, 0), onde ST é o preco do ativo objeto em T.
Com base na suposicao de tratar-se de um mundo neutro ao risco, o valor de cada
no pode ser calculado como o valor esperado no instante T descontado a taxa livre
de risco r para um periodo de tempo At. O processo € repetido até que chegue ao

instante zero.

Né&o obstante, é reconhecido e provado por outros pesquisadores que estes
dois modelos tém desvios e limitacdes. Os agentes de que negociam opgdes
baseados em uma analise de volatilidade constante acabam por enfrentar um risco
adicional: ter que gerenciar sua exposic¢do baseados em um modelo que ndo reflete
as condicOes encontradas no mercado, dado que ambos 0s modelos assumem que

a volatilidade é constante, independente do prazo de vencimento e do preco de
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exercicio do ativo-objeto. Para contornar estes desvios, operadores utilizam
matrizes de volatilidade que mostram a relacdo da volatilidade implicita com o
preco de exercicio e prazo de vencimento das opcdes (Hull, 2006).

No que diz respeito aos desvios, 0 sorriso e a estrutura a termo da
volatilidade sdo os mais reconhecidos como determinantes para a dispersao entre
0 prego tedrico e o de mercado da opcdo. O comportamento da volatilidade
implicita ao longo do tempo até o exercicio é conhecido como estrutura a termo
da volatilidade e o comportamento através do preco de exercicio é chamado de
sorriso de volatilidade. (Dupire, 1994; Rubinstein, 1994).

2.1.
Volatilidade Implicita

Rubinstein (1994) demonstra que a volatilidade implicita apresenta
diferentes valores para diferentes precos de exercicio ao longo do tempo. A
denominacdo sorriso de volatilidade deve-se ao formato da curva de volatilidade
implicita em funcdo do preco de exercicio. O formato do sorriso varia de acordo
com o ativo-objeto da opcdo. Hull (2006) afirma que para opgdes de acgdes, a
volatilidade diminui quando o preco de exercicio aumenta, como pode ser
observado na figura 1. Uma das possiveis razGes para ocorrer 0 sorriso da
volatilidade seria o grau de alavancagem da empresa que pode torna-la mais
arriscada de acordo com sua relagdo de estrutura de capital e em ocasides de
altissima volatilidade na bolsa de valores.
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4 Implied
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Figura 1: Sorriso da volatilidade em opgdes de a¢des. (Hull,2006)

A volatilidade usada para aprecar op¢des com preco de exercicio baixo
(opcdes de venda bastante fora do dinheiro ou opg¢bes de compra muito dentro do
dinheiro) é consideravelmente mais elevada do que a utilizada para aprecar opgdes
com preco de exercicio alto (opc¢des de venda muito dentro do dinheiro ou opcao
de compra bastante fora do dinheiro), conforme a relacdo de paridade venda-

compra mantida no modelo B-S quando ndo ha oportunidades para arbitragem.

Ao se comparar uma distribuicdo lognormal com a mesma media e desvio
padrdo do que a de uma distribuicdo implicita, observa-se que a implicita tem uma
cauda mais pesada para esquerda e menos robusta a direita em relacdo a
distribuicdo lognormal, como demonstrado na figura 1 (Hull, 2006). Uma opc¢éo
de compra muito fora do dinheiro, ou sua paridade, com o preco de exercicio K;
tem um prego menor quando a distribuicdo implicita é utilizada ao invés da
distribuicdo lognormal. Isto ocorre porque a opgdo sé sera exercida se 0 preco da
acao-objeto for maior que K,. A probabilidade de isso ocorrer € menor na
distribuicdo implicita do que na lognormal, como pode ser observado na figura 2.
Logo, a distribuicdo implicita fornece um pregco mais baixo para a opcao do que se
fosse calculado pela lognormal e este prego mais baixo conduz a uma volatilidade

implicita menor.

O inverso ocorre para K;. Uma op¢do de venda bastante fora do dinheiro
ou sua paridade, com prego de exercicio Ky, sO serd executada se 0 preco da acéo-
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objeto for menor que Kj. A probabilidade de isso ocorrer € mais elevada para
distribuicdo implicita do que a da lognormal. Portanto, a distribuicdo implicita
fornece um preco relativamente mais alto para esta opcdo e, conseqlientemente,

uma volatilidade implicita maior para a mesma.

Kl KZ
Figura 2: Distribuicdo lognormal (linha achurada) e distribuicdo implicita para opcGes de
acdo. (Hull,2006)

Hull (2006) argumenta que a volatilidade utilizada para precificar uma
opcdo no dinheiro depende do prazo de vencimento da opgdo. A curva da
volatilidade tende a ser crescente em relacdo ao vencimento quando a volatilidade
de curto prazo € historicamente baixa, uma vez que ha entdo expectativas que a
volatilidade aumente. Similarmente, a curva da volatilidade tende a ser negativa
em relagdo ao vencimento quando a volatilidade de curto prazo é historicamente

alta, visto que ha expectativas que a volatilidade diminua.

Christensen e Prabhala (1998) e Jorion (1995) demonstram que mesmo em
cenarios mais dindmicos, o estimador que utiliza a volatilidade implicita é mais
eficiente para prever a volatilidade até o vencimento de uma determinada opcao.
A principal premissa por tras desses estudos € a de que se 0 mercado é eficiente, a
volatilidade implicita deve ser um melhor previsor da volatilidade futura e deve
agrupar as informacdes contidas em todas as outras variaveis e informacgdes no

mercado que explicam a volatilidade futura.
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Diversas metodologias foram apresentadas para estimar a previsdo da
volatilidade implicita. Uma vantagem dos modelos de volatilidade implicita é que
permitem construir as superficies de volatilidade. Essas superficies mudam com o
vencimento e o delta’ da opcdo. Resultados de Beckers (1981) e Gemmill (1986)
demonstram que o estimador da volatilidade implicita deve ser a volatilidade da

opcao com maior vega®, ou seja, a opcao mais “no dinheiro”.

Modelos mais complexos assumem que a volatilidade local ndo é
constante, mas sim que varia de acordo com o preco do ativo subjacente e o

vencimento da opgao = (5,T).

Uma generalizacdo do modelo de Black e Scholes pode ser obtida ao

substituir a equacgéo (1) pela seguinte equagéo:

% = udt + o(5.T)dW,, (2)

Segundo Yoshino (2001), na préatica, os operadores de mercado fazem um
truque ao usar a formula de Black e Scholes. Eles sabem que a volatilidade ndo é
constante, podendo mudar com a maturidade e o preco de exercicio. Os
operadores avaliam as op¢6es dentro do dinheiro e fora do dinheiro. Essas opgdes
tém volatilidades diferentes das opg¢des no dinheiro. Dessa forma, eles constroem
a superficie de volatilidade, que é representada por uma funcéo que relaciona a
volatilidade implicita as seguintes variaveis: a) moneyness®; e b) tempo restante

até o vencimento t.

! Derivada do preco da opgao em relagdo ao preco do ativo-objeto.
? Derivada do preco da opgdo em relagdo a volatilidade do ativo-objeto.

3 Preco de exercicio da op¢do dividido pelo prego a vista do ativo-objeto.
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2.2.
Arvore Binomial Implicita

Derman e Kani (1994) mostram que é possivel determinar o(S,T)
diretamente dos pre¢os observados das op¢des no mercado com a curva de sorriso
da volatilidade. Essa modelagem permite que em momentos de crise, quando ha
diminuicdo nos precos das acdes e aumento da sua volatilidade, seja possivel
suavizar as dispersdes entre 0 precgo tedrico e o de mercado das opgdes, dado que
a volatilidade implicita representa o risco esperado pelo mercado que é contido
nos precos das opcdes e esse risco de mercado inclui a possibilidade de eventos

raros como um momento de crise acentuada na bolsa.

A abordagem desenvolvida por Derman e Kani (1994) move para frente,
na arvore binomial, ao introduzir em cada né um preco observado da opcao de
modo que possa determinar o caminho para o préximo periodo. Esse caminho €
caracterizado pela probabilidade de transicéo, isto &, a volatilidade local entre nos
consecutivos. Os autores usam essa volatilidade o (S, t) para construir uma arvore
binomial implicita (ABI) para opc¢Ges europeias, que é uma representacao natural
de uma probabilidade de distribuicdo discreta ndo lognormal dos precos

subjacentes.

Em geral, pode-se utilizar, em vez de uma ABI, qualquer arvore
multinomial (de ordem superior) para a discretizacdo do processo. No entanto,
como o passo de tempo tende para zero, todas elas convergem para 0 mesmo
processo continuo (Hull e White, 1990). Deste modo, ABIs estdo entre todas as
arvores multinomial implicitas, no sentido de que eles tém apenas um grau de

liberdade - a escolha arbitraria do n6 central em cada nivel da arvore.

Embora se acredite que a &rvore binomial seja suficiente, arvores de ordem
superior poderiam ser mais Uteis, porque permitem uma discretizacdo mais
flexivel no sentido de que as probabilidades de transi¢do e de distribuicdes podem

variar tdo bem quanto possivel através de uma arvore. Isto € especialmente
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importante quando os precos das opcdes de mercado sdo imprecisos devido a

atritos de mercado ineficientes, e assim por diante.

Yoshino (2001) utilizou 0 modelo da arvore binomial implicita como um
dos métodos para estimar a funcdo densidade de probabilidade na medida risco-
neutro do indice da Bolsa de Valores de Sdo Paulo (IBOVESPA), com intuito de
verificar como o processo de difusdo difere na prética da volatilidade constante
que é assumida no modelo B-S. Sua principal conclusédo é que os modelos que
consideram a volatilidade implicita melhoram as medidas do risco no mercado

aciondrio juntamente com a estimativa da volatilidade histdrica.

A analise temporal foi realizada sobre o periodo de junho de 1996 a julho
de 1997, antes da crise asiatica. A metodologia de Derman e Kani (1994) néo
fornece resultados satisfatorios quando se tenta calibrar curvas de sorriso
quadréticas, o que inviabilizou a tentativa do uso do método para obter a fungédo

densidade de probabilidade risco-neutro.

Para verificar a validade do método de Derman e Kani (1994), criou-se
um indice para medir a percentagem de nos ajustados pela viola¢do de arbitragem
para cada nivel da arvore. Como o algoritmo de Derman e Kani (1994) néo evita
uma probabilidade de transicdo negativa, quando ocorre uma probabilidade
negativa, tem-se uma violacdo de arbitragem. Nesse caso, a probabilidade deve
ser rejeitada e o processo de ajustamento deve ser aplicado. Assim, esse indice
mede o desempenho do algoritmo para construir a arvore binomial de acordo com

a curva de sorriso.

Para curvas de sorriso quadraticas, considerou-se 500 niveis para a arvore.
Assim, obtiveram-se indices maiores do que 95. Isso significa que foi possivel
replicar somente 5% dos nds ao utilizar o algoritmo de Derman e Kani (1994).
Quando incrementado o numero de niveis para 600, o indice ndo aumenta

necessariamente de mais de uma unidade.

Conclui-se que as curvas de sorriso estimadas, de acordo com o método de

Derman e Kani (1994), falham para o mercado acionario brasileiro antes da crise
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asiatica. Derman, Kani e Chriss (1996) reconhecem esse tipo de problema e
propdem a utilizacdo da arvore trinomial recombinante. Cabe lembrar que a
inferéncia da arvore implicita € importante para o aprecamento de derivativos
dependentes do caminho (exoticas). O autor sugere como alternativa usar a arvore
trinomial que foi desenvolvida por Derman, Kani e Chriss (1996), uma vez que a
arvore binomial de Derman e Kani (1994) é insatisfatdria para o mercado

acionario brasileiro.

2.3.
Arvore Trinomial Implicita

De acordo com Derman, Kani e Chriss (1996), em mercados de op¢oes
onde ha um significativo ou persistente sorriso de volatilidade, modelos de arvore
trinomial implicita podem assegurar maior consisténcia na estimagdo de preco
tedrico das opgdes em relacdo ao de mercado. Uma vez que tem parametros
adicionais em comparacdo a arvore binomial implicita, a arvore trinomial
implicita (ATI) fornece maior liberdade para escolher os precos subjacentes de
todos os nos da arvore nos espacos de estado e deixa somente a probabilidade de
transicdo ser restrita pelos precos de mercado. Esta liberdade dos espacgos de
estado fornece uma flexibilidade que algumas vezes sdo vantajosas para ajustar a

arvore ao sorrido da volatilidade.

Uma arvore trinomial com N niveis € um conjunto de nés s, ;
(representando o preco do ativo subjacente), onde n = 1,. . ., N é o numero de
nivelei=1,. ..,2n-1o0snos fixados dentro de um nivel. Estando emum no S, ;,
é possivel mudar para um dos trés nos: (i) para o0 no superior com valor Sy, 41 jcom
probabilidade p;, (ii) para o nd inferior com valor Sy.1i+2 com probabilidade g;, e
(i) para 0 nd no meio com valor Sy, j+1 cOm probabilidade 1 - p; - gi, como

ilustrado na figura 3.
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Figura 3: N6s em uma arvore trinomial. Painel esquerdo: um nd simples em seu espaco

amostral. Painel direito: arvore com dois niveis n-1 e n. (Cizek e Komorad, 2005)

A partir de um nd S, no tempo t,, h& cinco pardmetros desconhecidos:
duas probabilidades de transicdo p; e gi e 0S trés precos S;, Si+1 € Si+2 NOS NOVOS
nos. Para determina-los, precisa-se introduzir a notacdo e os principais requisitos
que a arvore deve satisfazer. Os pregos de S sdo derivados da binomial por Cizek

e Komorad (2005) para construir uma arvore trinomial padrao:

Si= Sps1s = Sny e, (3)
Sis1 = Spa1i01 = Sy (4)
S22 = Span422 = Su E_F'E(S)

Os precos subjacentes séo ajustados ao sorriso da volatilidade, adicionando
a variavel c, que é uma constante, para considerar a volatilidade local. Derman,
Kani e Chriss (1996) argumentam que tendo em vista a existéncia de 2n equacdes
para 2n+1 pardmetros desconhecidos, uma equacdo adicional é necesséria e

sup&em que o novo no central é igual ao original: $p+1 = Spa:

21 Ly in+ 1, (6)
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Enquanto F; denota o precgo futuro conhecido do prego do ativo-objeto S;, ;,
An, i € 0 preco Arrow-Debreu conhecido no né (n, i). De acordo com Cizek e
Komorad (2005), os precos de Arrow-Debreu para uma arvore trinomial podem

ser obtidos através da férmula:

A41=1(7)

"'{1.1 = E_rir.&nlijﬂij (8)

Ans12 = e " {"in.i (1—py —qy) + 2,50 }’ 9)

Ans14e1 = e {‘;*n.:'—i'f?’:—i + Al —py =) + AP0y }’ (10)

"'{.v!—‘l.f.v! = E_!.;: {"'{n.fn—‘l(l —Pan-1 T c]r:r!—ij L "{n.fn—:qfn—: }’ (11)

—

Apitanst = € Apan_1Gm-q- (12)

O preco Arrow-Debreu é utilizado na derivacdo do célculo da &rvore
trinomial. Seja (n, i) o0 nd iy (mais alto) no nivel de tempo ny de uma arvore. O
preco Arrow-Debreu A, do né (n, i) de uma arvore é calculado como a soma do
produto das probabilidades de transicdo de risco-neutro descontadas passando por
todos os caminhos desde a raiz da arvore até o né (n, i). Assim, o preco de Arrow-
Debreu da raiz da arvore € igual a um e os pregos Arrow-Debreu do nivel final de
uma arvore (multinomial) formam uma aproximacdo discreta da densidade do
preco de estado. Deste modo, os pregos estdo com desconto, e logo, a
probabilidade de risco-neutro correspondente a cada n6 (no nivel final) deve ser
calculado como o produto do preco de Arrow-Debreu e do fator de capitalizacéo

el
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A arvore trinomial implicita se baseia na volatilidade constante da arvore
trinomial padrdo para construir sua volatilidade implicita. Ela assume que a
volatilidade, a principio constante, varia em pontos percentuais de acordo com o
aumento ou queda do preco do exercicio em funcdo de mudanca do preco do ativo
subjacente da opcao, ou seja, 0 modelo ajusta ao sorriso da volatilidade. O célculo
das volatilidades locais implicitas, segundo Cizek e Komorad (2005), é

aproximado a equag&o:

Cr:_' v Nk : A . _Fi..': (13)

Quando a volatilidade implicita varia apenas lentamente com exercicio e
vencimento, o espaco de estado regular com uma malha uniforme é adequado para
a construcdo de um modelo de ATI. Por outro lado, se a volatilidade varia
significativamente com o prego de exercicio ou o prazo de vencimento, deve-se
escolher um espaco de estado refletindo essas propriedades. Supondo-se que a
volatilidade ¢ separavel no tempo e no preco das agdes, 6 (S, t) = o (S) 6 (t), 0
espaco de estado de uma ATI com a inclinacdo ajustada ao sorriso e a estrutura a

termo adequados pode ser construido em quatro etapas.

Primeiro, constrdi-se uma rede regular trinomial com um espaco de tempo
At constante e um espago de pregos AS constante, como observado na figura 4(a).
Além disso, assume-se que todas as taxas de juros e dividendos sdo iguais a zero.
A seguir, modifica o At em diferentes pontos de tempo e em seguida altera o AS
em diferentes niveis*, assumindo o formado da figura 4(b). Finalmente, verifica a
necessidade de ajuste dos pregcos nos nos para nao violar a restricdo do preco

futuro.

* Ver detalhes do célculo em Derman, Kani e Chriss (1996).
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(a) Arvore trinomial padrio (b) Arvore trinomial implicita

Figura 4: Espaco de estado de uma (a) arvore trinomial padrdo e (b) arvore trinomial

implicita. (Derman, Kani e Chriss, 1996)

Uma vez que o espaco de estado de uma ATI e fixado, podem-se calcular
as probabilidades de transicdo para todos os nds (n, i) em cada nivel da arvore n.
Seja C (K, t,+1) e P (K, t,+1) o preco atual de uma opg¢do padrdo européia de
compra e venda, respectivamente, exercida a K e vencimento tn.;. Estes valores
podem ser obtidos pela interpolacéo da superficie do sorriso em varios pontos do

preco de exercicio e vencimento:

C(K theq) = em2¢ Z{'F‘ Mg+ (1= pyoy = 95m1) Aot + Qyoadngoa) (5 k), (19

:
4

P (K tnar) = €77 Z{:ra- Ay (1= Pim1 Q1) Anjo1 @j-2ny—2} (K ;)7 (15)

Os valores dessas opg¢Bes determinados pela arvore trinomial sdo as
estimativas descontadas das fungdes de ganho de valor ao exercer a op¢ao: max
(Sj - K, 0) = (Sj - K)" para a opgdo de compra e max (K - S;, 0) para a opgdo de
venda no nd (n +1, j). A estimativa é tomada em relacdo as probabilidades de
alcancar cada no, isto é, em relacdo as probabilidades de transig&o.

Para definir o preco de exercicio K para Si+; € necessario rearranjar 0s

termos da soma da formula de C e usar a equacdo de F; para calcular as
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probabilidades de transi¢do p; e i para todos os nos acima do no central de uma

opcéo de compra européia:

p = grdeg I:S.__-ljt:j_-l }—Ej;%}*n—‘l.j [PJ' B S'-_iJ

ki : ,(16)
Ameig :-.S'. - S'.-‘1)' .

_ Fi—p ::S'. — Si+1 :'_ Si+1
B Si+z — Si+1

a . (17)

Similarmente, o calculo para as probabilidades de transicdo p; e q; para
todos 0s nos abaixo do nd central, valido inclusive para ele, de uma opcdo de
venda européia é:

B E:"lt P::S.__-j_, tn—'.l:l —Ef:ﬁ___i }‘n—‘l.j l:S'.—'.l - FJJ

q: = - .. o (18]
N At :-.S'. - S'.—‘1)' -

Segundo Cizek e Komorad (2005), uma arvore implicita fornece uma
representacdo discreta do processo de evolucdo dos precos subjacentes. Para
capturar e modelar o preco subjacente corretamente € necessario que uma arvore

implicita:
1. Reproduza corretamente o sorriso da volatilidade,
2. Seja neutra ao risco,

3. Tenha probabilidades de transicdo dentro do intervalo (0, 1).
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Para cumprir as condi¢cdes de neutralidade ao risco, o valor esperado do
preco subjacente Sp.1, i N0 periodo de tempo seguinte tn., tem que igualar seu preco
futuro conhecido pela férmula:

Esper; = peSi+ (1= pi— @) Sisa + q: Sz = F = ™5, (20)

Onde r denota a taxa de juros continua e At é o passo do tempo t, até t, +1.
Adicionalmente, pode-se especificar tal condicdo também para os momentos
seguintes de Sy e Fi. Assim, obtém-se uma segunda restri¢do sobre 0s precos nos

nos e probabilidades de transicao.

P (Si—F)?+ (1 —p; — q)(Sss — R)*+ gy Sz — )P = FlalAe+ 0 (AD),

Logo, ha duas restri¢cBes para cinco parametros desconhecidos e, portanto,
ndo h& nenhuma arvore trinomial implicita Gnica. Por outro lado, todas as arvores
que correspondem a essas restricoes séo equivalentes no sentido de que, como o
espaco de tempo At tende a zero, todas essas arvores convergem para 0 mesmo
processo continuo. Um método comum para a construcdo de uma ATI é escolher
primeiro livremente 0s precos subjacentes e, em seguida, resolver as equacdes
acima para encontrar as probabilidades de transi¢do p; e g;. Contudo, tem que se
garantir que essas probabilidades ndo violem a condicao de ter probabilidade entre
Oel.

A principio, a utilizacdo de uma ATl em vez de uma ABI fornece graus de
liberdade adicionais. Isso permite a possibilidade de melhorar o ajuste do sorriso
de volatilidade, especialmente quando os precos de opg¢des praticadas no mercado
estiverem inconsistentes ou com arbitragem tornar impossivel construir uma
arvore consistente. No entanto, mesmo que a arvore construida seja consistente,
outras dificuldades podem surgir quando sua volatilidade local e probabilidade de

transicdo sdo irregulares e implausiveis.

2.3.1.

[

La—
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Possiveis falhas do modelo

O modelo, porém, pode apresentar falhas em relacdo as probabilidades de
transicdo que ndo podem ser negativas ou maiores que um, uma vez que isso é
inconsistente com 0s precos racionais de opgdo e permite arbitragem. Tem-se,
porém, duas formas para solucionar o problema. Primeiro, é necessario verificar
se nenhum preco futuro Fnj, no nd i (n, i) caiu fora do intervalo dos S superior e

inferior no nivel n+1: Fp i € (Sp+1,i+2, + Sn+1,i), como ilustrado na figura 5(a).

Esta inconsisténcia ndo é dificil de superar, uma vez que ha liberdade para
escolher o espaco de estados. Logo, pode-se aplicar um fator de ajuste para
substituir os nos que causam esse problema. Segundo, precos de opgbes com
valores extremamente pequenos ou grandes, que implicariam em um valor
extremo de volatilidade local, também podem resultar em probabilidades que séo
negativas ou maiores que um, conforme ilustrado na figura 5(b). Nesse caso, tem-

se que substituir os precos das opg¢des que levaram a probabilidades inaceitaveis.

€) (b)

12350

2

0
5

X
X
R

:
i

XDAX
MK
e
9.

XX

T T T

D

Figura 5: Dois tipos de violagdo de preco futuro: (a) Precos futuros fora do intervalo dos
espacos de estado correspondentes aos seus respectivos nos. (b) Aumento acentuado no prego da

opgio conduz a uma volatilidade local extrema. (Cizek e Komorad, 2005)

As probabilidades de transicdo podem ser sempre corrigidas, desde que o

espaco de estados correspondente ndo viole a condigdo anterior de preco futuro.
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Derman, Keni e Chriss (1996) propuseram reduzir os nds problematicos para
binomiais ou usar as equacbes a seguir para corrigir essas inconsisténcias. Em

ambos o0s casos, a probabilidade de transicdo do meio é igual a 1- p; - g;.

Para F; (1 (Si+1, Si):

_fl_(1‘7':-—_":-':-_1 F;-—_":-';-_:J 1 (f:-'.—F;- J 22
7T\ = 5., T s -5, T 2\s —s.,) (22)
Para F; (1 (Si+2, Si+1):
_l(F:-—f:f_:J _1(5_1—5':- 5 - J 23
Pem 5 \s, = s, ) o\ = 5., S.— 5. (23)

2.3.2.
Modelo aplicado ao indice de a¢fes alemao

Cizek e Komorad (2005) utilizaram os pregos de exercicio das opg¢des do
indice de acOes alemdo - DAX, com vencimento a partir de duas semanas e dois
meses de 4 de janeiro de 1999 para construir e calibrar a arvore trinomial implicita
para ajusta-la ao sorriso da volatilidade, calculando primeiro a volatilidade
implicita, ilustrado na figura 6, extraida da equacdo de B-S (1) com combinages
variadas de preco e vencimento para calcular o sorriso da volatilidade. Os autores

construiram uma ATI com trés niveis de tempo com At= duas semanas.

(a) Sorriso da volatilidade (b) estrutura a termo da volatilidade
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Figura 6: Volatilidade implicita de opcdes de venda da DAX em 29/01/1999 - (a) sorriso da
volatilidade e (b) estrutura a termo da volatilidade. (Cizek e Komorad, 2005)

Construiu-se o espaco amostral a partir do tempo t=0 com preco da agéo
subjacente S=5.290 e taxa de juros livre de risco=4%. Para calcular a
probabilidade de transicdo usou-se um procedimento de suavizacdo nao-
paramétrico para modelar a superficie da volatilidade o; (K,t), uma vez que 0s

contratos de opcdo ndo estdo disponiveis por cada combinacdo de preco e
vencimento.

Algumas probabilidades de transicdo ficaram foram do intervalo (0,1),
como destacado pelas linhas tracejadas na figura 7, porém foram corrigidas
conforme orientacdes do modelo. Em relagéo ao preco futuro, ndo houve violagéo
a restricdo. De fato confirmou-se que as volatilidades implicitas variam de um né
para outro e reflete o sorriso da volatilidade, conforme pode ser observado pela
ligeira inclinacdo dos espacos de estado na figura 8, ilustrada por Cizek e
Komorad (2005).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012784/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012784/CA

33

6994 15

53?7,%/ 6372.48 0,28

33049?// ws/9>/\ﬂ3060?

~ S 0.30

5*99,03/ 5290, aer}{“m9one> \%0 00 f,——u ?—,
*4&1939" “*4&193@” T4s1980 034 033"
4291404391 40 T~ <
T 4001.07 k-t o3
. , . Tg34
0 2 4 6 '
Figura 7: O espaco de estado de uma ATI Figura 8: Volatilidade implicita local
calculada para opcbes da DAX em estimada pela ATI para DAX em 4/01/1999.

04/01/1999.

Provavelmente, o principal resultado deste modelo ATI pode ser resumido
pela densidade dos pregos da amostra. Esta densidade descreve a distribui¢do dos
precos dada pela construcdo da ATI e suavizada pelo estimador Nadaraya-
Watson. Aparentemente, a densidade estimada é bastante aspera porque se usam
apenas trés etapas na nossa arvore. Para obter uma estimativa suave da densidade
do preco de estado, dobra-se 0 nimero de passos, ou seja, utilizam-se seis etapas

de uma semana em vez de trés etapas de duas semanas.

A densidade do estado de preco estimado pela ATI em relacdo a projetada
pelo modelo de B-S mostrou-se menos enviesada quando calculou a arvore
considerando seis niveis (desdobrou os trés niveis de duas semanas em seis niveis

de uma semana) em vez de trés, como demonstrado na figura 9.
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Figura 9: Densidade do preco estimado pela arvore trinomial implicita para DAX em

04/01/1999. A linha tracejada representa a densidade calculada pelo B-S. Painel esquerdo:

densidade de preco para uma arvore de trés niveis. Painel direito: densidade de preco para

uma arvore de seis niveis. (Cizek e Komorad, 2005)
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