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9. Apéndice A: Modelos Estocasticos de Fator Unico

9.1. Movimento Geométrico Browniano

O Movimento Geométrico Browniano (MGB), um caso particular do
Processo de Itd, é um processo muito utilizado no mercado para modelar o
comportamento de preco de acdes, de preco de commodities e de outras variaveis
financeiras e econdmicas. Em muitos casos, o MGB ndo se apresenta como
melhor opcio, este é o mais utilizado devido a sua simplicidade de utilizagdo e
pela sua facil compreensdo. Existem restricdes quanto ao seu uso, estas limitacdes
vém do fato desse processo pode divergir quando o valor do ativo em fun¢do do
tempo, X(?), for conduzido ao infinito, conseqiientemente os valores obtidos pelo

modelo poderdo ndo ser muito realistas.

A equacdo para o valor de uma varidvel X, que segue o MGB ¢ igual ao do

Processo de It com algumas substitui¢des:
dX = a(X,t)dt + b(X,t)dz

Onde os parametros representados por a(X,t) e por b(X,t) podem ser

substituidos por termos em funcdo do valor de X, ou seja,

aX,p) = aX

b(X,;t)=0cX

Onde « € a taxa de crescimento ou de tendéncia de X, enquanto que o € a
volatilidade de X. Assim, baseado em Dixit e Pindyck (1994), tem-se a forma

mais conhecida da equacdo do MGB:
dX = oXdt + oXdz
Com as seguintes caracteristicas:

E[X()]= X e”
Var[X(0)]= X2e* (e -1)
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Espera-se que X cresca exponencialmente a taxa « e que tenha uma
distribui¢do lognormal. Ja a variincia tende a crescer quando o tempo ¢ tende a

infinito.
9.2. Movimento de Reversao a Média

A incerteza a ser modelada pode ndo necessariamente seguir um MGB, o
que € frequente em casos de precos que dependem de um nivel de equilibrio de
longo prazo, como € o caso de commodities nao financeiras. Em se tratando de
commodities ndo financeiras, 0s seus pre¢os no longo prazo tendem a estar
relacionados ao custo marginal de produ¢do. Assim, enquanto que no curto prazo
esses precos podem variar aleatoriamente, num prazo mais longo eles tendem a
retornar para o nivel proximo ao seu custo marginal, este processo é denominado

Movimento de Reversao a Média (MRM).

A 16gica por trds do MRM pode ser explicada pela microeconomia, pois se
acredita que os precos das commodities t€ém relagdo no longo prazo que fazem
com que eles retornem para um nivel médio. Se os precos estdo baixos, a demanda
tende a aumentar e a oferta a diminuir, levando a um aumento dos precos. J4 se os

pregos estiverem altos, o inverso acontece.

O MRM aritmético é também chamado de Ornstein-Uhlembeck e €

representado pela seguinte equagao:
dX = k(X — X)dt + odz

onde, X = variavel estocastica;
x = velocidade da reversao;
X = nivel de equilibrio ou média de longo prazo;
o =volatilidade;
dz =incremento de Wiener.

Uma das limitacdes envolvendo o MRM ¢é que pode produzir valores

negativos para X(¢) os quais apesar de serem aceitdveis para algumas varidveis, de
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modo geral sdo um problema quando se consideram varidveis incertas, tais como
precos de commodities. Por isso, Dias (1996) defende que na equacdo acima é
comum modelar os pregos, P, com reversdao usando relagdes como X = [n(P) para

evitar valores negativos para 0s precos.

O MRM ¢ um processo de Markov, apesar de seus incrementos ndo serem
independentes. Observa-se que o valor esperado dos incrementos em X depende
da diferenca entre X e X . Além disso, quanto mais distante estiver X de seu
valor médio X , maior serd a probabilidade da varidvel retornar para o seu nivel
de equilibrio. Porém, deve-se ressaltar que, como hd incerteza no processo, 0s

precos podem caminhar na dire¢do oposta a tendéncia de reversao.

Outra medida da velocidade de reversdo € o conceito de meia-vida da
reversdo, H (half-life), que fornece uma medida de lentiddo do processo. Meia
vida € o tempo que a varidvel leva para percorrer a metade do caminho entre o seu
valor corrente e a média de longo prazo. A relagdo entre a velocidade de reversdo

ke ameia vida H é H=In(2)/k
As propriedades estatisticas do processo de reversio a média sdo':

E[X,]=X +(X,—X)e ™™
2

Var[Xl - Y] = O-_(l _ e—ZK'(t—tn))
2Kk

Analisando as caracteristicas acima, pode-se observar que para valores altos

da velocidade de reversdao (kK — oo) a variancia do processo tende a zero, o que
significa que X nunca se desviaria de X . Contrariamente, se a velocidade de
reversdo fosse nula (xk=0), a expressdo para a varidncia se resumiria a

o’(t—t,), o que corresponde a varidncia do MGB. Sendo assim, a variancia de

um MRM tende a crescer inicialmente e depois se estabilizar.

" O método para obter os momentos probabilisticos de processos estocasticos é através da
equacdo diferencial de densidade de probabilidade ou equacdo de Kolmogorov. No apéndice do
capitulo 3 do Dixit e Pindyck (1994) mostra como chegar na média e na varidncia através da

equagdo diferencial de Kolmogorov.
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10. Apéndice B: Arvores de Eventos

10.1. Arvore Binomial de Cox, Ross e Rubinstein

A arvore binomial de Cox et al. (1979) é um modelo considerado bastante
intuitivo e se baseia no conceito de neutralidade ao risco’. Além de ser muito
simples e flexivel, sendo aplicado tanto para opg¢Oes europeias como para

americanas, que pagam ou nao dividendos, e também para as opgdes exdticas.

Esse método assume que em um intervalo de tempo 4z (o tempo € dividido
em periodos discretos) o preco do ativo objeto (§) pode realizar um movimento de
alta (#) ou de baixa (d) com probabilidades g e (/-g), respectivamente3. Sob
aversdo ao risco, qualquer ativo com risco € precificado como uma expectativa do

valor futuro descontado ao valor presente:

qSu +(1_q)Sd
1+k

E(S)=

onde k € o fator ajustado ao risco (o retorno livre de risco mais um prémio

pelo risco associado).

A partir do argumento de auséncia de arbitragem, dados os valores de S, u, e
d pode-se substituir as probabilidades g e (1-g) por probabilidades p e (1-p) que
permitem mudar o fator de desconto, k por uma taxa livre de risco, r. Estas

probabilidades sdo chamadas probabilidades neutras ao risco.

Para justificar a existéncia de probabilidades neutra ao risco, considera-se
um caso possivel de arbitragem: u > d > 1+ r, onde se poderia tomar emprestado a
taxa livre de risco, comprar uma acao e no periodo seguinte ter um retorno maior
que a taxa livre de risco. Isto ndo seria possivel, pois todos os investidores teriam

esta estratégia. A taxa livre de risco deve ser ajustada de modo que u > 1+ r > d.

* Neutralidade ao risco significa que a premissa de auséncia de arbitragem é assumida ao
longo do processo ao invés do conceito de aversao ao risco.

3 As outras premissas do modelo sdo: que a taxa livre de riscos é constante; os individuos
podem emprestar e tomar emprestado a mesma taxa; nao existem impostos, custos de transacio ou
exigéncias de margem; e a venda a descoberto é permitida sem restri¢des, com total uso dos seus

recursos.
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Na figura 22, u e d representam os fatores de subida e descida,
respectivamente. Sendo que d = 1/u e S € o preco do ativo no instante inicial. A

figura 22 mostra os possiveis valores de S ao longo de dois intervalos de tempo.

Su®

v

/
lp\

%

Sd?

Figura 1 - Arvore Binomial de Cox, Ross e Rubinstein

A medida que se aumenta a discretizacdo do tempo no modelo de Cox et al.
(1979) converge para a solucdo dada por Black e Scholes (1973). Eles
demonstraram que a equacdo do MGB poderia ser obtida como um limite

continuo de um caminho aleatério em tempo discreto.
Considerando a equacao do MGB:

dS =rSdt+oSdz

Que pode ser ligeiramente modificada para levar em consideragdo os
dividendos (0 ) pagos. Seja 0 uma taxa de dividendos por unidade de tempo,
entdo a equacao diferencial estocdstica que modela os movimentos nos precos do

ativo objeto pode ser rescrita como:

dS=(r-0)Sdt+o5dz -.v=r—-90

d?SZth+O'dz

Dado que x = In(S), deriva-se x em relacdo a S, dx/dS = 1/S ... dx=4dS/S.

Assim, a equacdo pode ser rescrita da seguinte forma:

dx = vdt + odz

Ax = VAt + 0z .-.At:Z

n
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O valor esperado e a variancia sao dados por:

E(Ax) = VAt
Var(Ax) = 0° At

Lembrando que E(Az)=0 e Var(Az)= At

Como houve uma troca de varidvel de estado, a varidvel x move-se para
cima ou para baixo segundo os incrementos u, = In(u) e dy = In(d),
respectivamente. As probabilidades neutras ao risco de subida e descida nao se

modificam.

Analisando a distribui¢do de probabilidades dos valores futuros de x, através

da média e variancia de Ax, as expressdes abaixo sao obtidas:

E(Ax) = pln(u) + (1- p)In(d)
Var(Ax) = p(1- p)[in(u) - In(d)]

Como a distribui¢ao de probabilidades em cada periodo da arvore é dada por
uma distribui¢do binomial, quanto maior o niimero de intervalos de tempo, mais
ela se aproxima de uma distribuicio normal. Para garantir que ambas as
distribui¢des sejam idénticas, no limite, seus momentos devem ser iguais, ou seja,

as médias e as variancias tém de ser idénticas. Logo,

E(Ax) = pln(u) + (1- p)In(d) = VAt
Var(Ax) = p(1- p)[In(w) — In(d)] = 0> At

De modo a obter uma solucdo para o sistema acima, Cox et al. (1979)
acrescentaram uma nova equagdo [n(u) = - In(d). A seguinte solugcdo foi

encontrada para o método binomial de Cox et al. (1979):
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10.2. Arvore Binomial de Nelson e Ramaswamy

Nelson e Ramaswamy (1990) propuseram uma metodologia que tem uma
ampla utilizacdo. O modelo € uma sequéncia binomial de n periodos com duracio
At, num horizonte de tempo 7T = n At. Para um dado processo estocdstico,
dX = u(X,t)dt + o(X,t)dz , onde u(X,t) e o(X,t) sdo taxa de crescimento e

volatilidade, respectivamente e dz é o incremento do processo padrdao de Wiener.
O modelo propde que:

X =X+ VAt o(X.,1) (movimento de subida),

X, =X- Jaro(X.1) (movimento de descida),

. (e SN
2 20(X.1) (probabilidade de subida),

L (probabilidade de descida).

A figura 23 pode resumir o modelo.

X/ EX+\/A_ta(X,t)

X=X —JAto(X,1)

Figura 2 - Arvore Binomial de Nelson e Ramaswamy

O problema é que nesse modelo, a probabilidade P, pode assumir valores
negativos ou superiores a 1, o que nao é desejado. Assim, os autores sugerem
censurar os valores dessas probabilidades de forma que as probabilidades
negativas sejam definidas como zero e as probabilidades maiores que 1, sejam

reduzidas para 1. As probabilidades se limitam a faixa de 0 a 1 da seguinte forma:
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l+lM se 0<p, <1
2 20(X,1)

p, =40 se p, <0
1 se p,>1

Reescrevendo em uma tnica equacdo,

_ (1,1 X
P, = maleO, rmn{l,(z + > o(X.0) \/A_tJH

Este modelo € bastante abrangente podendo ser utilizado para desenvolver
modelos discretos de MRM que tenham as mesmas propriedades desejaveis dos

MGB discretos. Sendo assim, para 0 MRM tem-se que:

a(X,H)=x(X-X,)

oX,t)=0,

Nesse caso, as probabilidades devem ser censuradas da seguinte forma:

P = max{o, mir{l, (l + 1xX-X,) JAr jﬂ
2 2 oy

Segundo Dixit e Pindyck (1994), € preciso levar em consideracdo o prémio

de risco do processo estocdstico x; (4,), assim o MRM neutro ao risco é descrito

dX, = A—HY —ﬁj -~ Xt}dt +0,dz,
K

Na arvore binomial, o ajuste acontece nas probabilidades,

por:

t

1 Ki:()?_/lx)_Xt:|
1 LN
2 Oy

. 1
p, = max| 0,min| 1, §+
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Nelson e Ramaswamy (1990) demonstram que quando o intervalo de tempo
At diminui, a precisdo do modelo melhora e a drvore binomial converge para uma

equacao diferencial estocdstica.
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