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3. Arvore de Eventos

A arvore de eventos é uma das metodologias mais usadas no aprecamento
de op¢des, devido a sua facilidade de uso, versatilidade e precisdo. Utilizada para
modelos de tempo discreto sdo representados por arvores, com nés de incerteza
que descrevem os possiveis comportamentos dos fatores estocasticos, e podem ser
representadas de forma simplificada ou por redes com diversas ramificagdes. A
utilizacdo de ramificagdes é flexivel, podendo ser adaptada quando se altera a
situacdo inicial. Essa flexibilidade torna a sua utilizacdo atrativa para aplicacoes
de modelagem de opg¢des. A principal desvantagem surge quando as ramificagdes

atingem grandes dimensdes, o que pode dificultar a sua construcao e avaliagao.

Cox et al. (1979) foram os precursores na avaliacdo de opg¢des através de
arvores de eventos, apresentando um modelo que generaliza o resultado de Black
e Scholes (1973). Os autores propuseram a modelagem discreta por arvore
binomial recombinante para avaliar opcodes, esse modelo somente se aplica a
processos que seguem um MGB. Na abordagem de Cox et al. (1979), os nés das
ramificacdes se recombinam, o movimento de subida («) € o inverso do de descida
(d), fazendo com que em cada passo N, obtenham-se (N+1) nds e ndo 2N, caso
nao houvesse recombinagdo. O desenvolvimento da drvore binomial de Cox ef al.

(1979) se encontra no apéndice B.

Boyle (1988) foi o primeiro a utilizar a abordagem de Cox et al. (1979) em
um modelo trinomial para avaliagdo de opg¢des com um ativo objeto e propds
também um modelo pentanomial para avaliar op¢des com dois ativos objetos. Ao
utilizar processos estocasticos de dois fatores, Boyle (1988) introduziu o conceito
de arvore bi-varidvel que foi seguido por Nelson e Ramaswamy (1990) num
método de sequéncia binomial de um modelo abrangente que pode ser utilizado
para processos estocdsticos que seguem tanto um MGB quanto um MRM
discretos. Copeland e Antikarov (2001) apresentaram uma abordagem
quadrinomial como uma 4arvore bindria com duas incertezas correlacionadas,

ambas seguindo um MGB.

Baseado em 4arvores quadrinomiais, Hahn (2005) utilizou um modelo com

dois fatores de incerteza para modelar o preco do petréleo e calcular uma opg¢ao
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de abandono de um poco de petréleo. Branddo er al. (2005), também usaram
arvores binomiais para valorar op¢des de investimento modelando o pregco do
petréleo como um MGB. Ja Bastian-Pinto er al. (2007) desenvolveram uma
arvore quadrinomial utilizando uma aproximacgdo para um MRM proposto por
Nelson e Ramaswamy (1990), para avaliar uma opcao de troca de input no setor
sucroalcooleiro. J4 Branddo e Dyer (2009) modelaram os riscos privado e de
mercado de um projeto por dois MGB correlacionados. Mais recentemente Hahn e
Dyer (2011) modelaram processos com dois fatores em tempo discreto através de
arvores binomiais bi-variaveis, utilizando um formato de arvores bi-dimensional

para os mesmos problemas analisados por Schwartz e Smith (2000).

A primeira generalizagdo para k varidveis de incerteza foi feito por Boyle et
al. (1989), um caso com trés ativos, e ndo apresentava garantia quanto a
positividade do valor das probabilidades. Kamrad e Ritchken (1991) atenderam,
de forma mais objetiva e generalizada a demanda por métodos de avaliacdo de

derivativos multidimensionais com a utilizacao de arvores de eventos.

Um modelo discreto trinomial para um fator como o MRM foi construido
por Hull e White (1994a) e usado por Jaillet et al. (2004) para a previsdo do preco
do GN e cdlculo de opg¢des de swing. Simdes et al. (2011) também utilizaram um
modelo de arvore trinomial para um fator seguindo o MRM a fim de calcular
op¢Oes de swing no mercado brasileiro de energia elétrica. Como extensdo do
primeiro modelo, Hull e White (1994b), desenvolveram um modelo de arvore
trinomial para dois fatores, ambos devem seguir um MRM. Com esse modelo ndo
€ possivel desenvolver a arvore para o modelo de dois fatores de Schwartz e

Smith (2000), onde um fator segue o MGB e outro o MRM.

Arvores trinomiais sugeridas por Hull e White (1994a e 1994b), Clewlow e
Strickland (1999) e Tseng e Lin (2007), sdo de dificil implementacao, envolvendo
programacdo complexa e com intensidade computacional. A sec¢do seguinte
descreve o modelo discreto de arvores de eventos relevante ao presente trabalho,

outras arvores de eventos de interesse estao descritas no apéndice B.
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3.1. Arvore Binomial para Dois Fatores — Hahn e Dyer

Como alternativa Hahn e Dyer (2011) desenvolveram um método para a
constru¢do de uma darvore binomial usada para o modelo de dois fatores de

Schwartz e Smith (2000). Reescrevendo o modelo desenvolvido na se¢do 2.2.1,

In(S,)=Y, =% +¢
dy,=—kydt+o,dz,
dg, = pdt + 0 dz,;
dz,dz: = p,.dt

Sendo y, as variagdes de curto prazo dos pregos, &

. 0 preco de equilibrio

de longo prazo, os pardmetros K, {;,0, e 0, constantes € dz e dz, S30 processos

padroes de Wiener com correlagdo instantanea p, c

Uma abordagem binomial de duas dimensdes pode ser desenvolvida para
esse processo, resultando numa darvore com quatro ramificagdes. Na arvore bi-
dimensional, os dois fatores seguem os processos estocasticos independentes e
correlacionados. O primeiro passo € construir duas drvores binomiais para os dois

processos de &, e y,. Na arvore obtida cada né terd quatro ramificagdes, devido a

combinagdo dos ramos das drvores de &, e ¥,, como mostra a figura 1.

E+AE y+ Ay
Puu
Dud 5 + Aga Z - AZ

Pdu
E-AE x+Ay

Ppdd
E-ANE y—-My

Figura 1 - Ramificacdes da arvore binomial de dois fatores

Para definir as probabilidades conjuntas para cada um dos nds, Hahn e Dyer

(2011) assumem os incrementos (A& e Ay) e as tendéncias (v: ev,) para cada

um dos fatores da seguinte forma:
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A§=0§\/A_t
A;(:O'Z\/E
Ve = He

vV, ="K,

Essas probabilidades conjuntas das ramificagdes representam as quatro
possiveis combinagdes de subida e descida dos dois fatores. Usando o mesmo
método empregado por Boyle (1988) para uma aproximacdo lognormal dual, as
probabilidades para os quatro nds resultantes podem ser obtidas com a
combinacdo das médias e varidncias dos dois fatores estocdsticos, conforme

demonstrado por Hahn e Dyer (2008 e 2011). Assim,

_AGAY +Axv AL+ AV At+p.0,0:At
P = AAENY

_AGAY + Ay At —AGV At—p,.0,0.At

p ud

AAENY
_AGAy - Ayv At +AGV At—p,.0,0.At
Pau = 4AENY
AEAY —Ayv:At— AV At +p .0 ,0:At
Pa =

AAENy

Esse modelo é baseado em Nelson e Ramaswamy (1990) para uma
aproximacao binomial geral. Pode ser necessario induzir um determinado desvio
para os resultados de longo prazo nos nds onde as probabilidades sejam maiores
que 1 ou menores que zero. Caso a probabilidade calculada, com base nas
equacgdes acima, seja maior do que 1, ajusta-se acrescentando um desvio negativo
de forma que essa probabilidade passe a adotar o valor de 1. Segundo Hahn e
Dyer (2011), a implementacdo desse modelo discreto € computacionalmente mais
eficiente aplicando recombinagdes bidimensionais. Aplica-se a regra de Bayes

para decompor as probabilidades conjuntas no produto das probabilidades
marginal e condicional, ou seja, p(y,.¢&)= p(){,|§,) p(&). As probabilidades

marginais de subida e descida, em nivel de equilibrio, sdo respectivamente:
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Portanto, as probabilidades condicionais podem ser calculadas.

_ AS(Ax +Atv,)+At(Ayv, + po ,0;)

Pu = 2AY(AE+Atv,)
_ AS(Ay —Atv,)) +Al(Ayv: — po,0;)
Pau = 2AX(AE+AY,)
_ AS(Ay —Atv,)+At(po 0 —Ayv,)
Pua = 2AY(AE+Atv,)
b= AS(Axy +Atv,))—At(Ayv, + po,0;)
dld —

2AY(AE +Atv,)
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Esse modelo discreto é uma sequéncia de dois nds. Um né binomial para o

MGB da varidvel de curto prazo, &, seguido de nds binomiais condicional para o

MRM da variavel de longo prazo, y. A solucdo € representar a arvore como O

produto de processo binomial para & e um processo binomial condicional para y,

como mostra a figura 2.

pulp_ y+Ay
X <
ct+ao pual p>~ X =A%
¢ <
1

pal(i—p) X~

MGB MRM
At

A
v

Figura 2 — Ramifica¢6es por partes da arvore binomial de dois fatores

Para descontar essa arvore a taxa livre de risco, € necessario considerar os

prémios de risco, 4, € A.. Os prémios de risco penalizam as tendéncias dos dois

fatores de incerteza da seguinte forma:
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Vv, ==Ky -

x ¢4

V=l A

Sendo assim, de acordo com Pinto (2009), as probabilidades marginais, na

forma neutra ao I'iSCO, sao:

L T —AA 1 1viar
‘22 o, 22 A&
I B Ny Y
pd pu 2 2 O_é

E as probabilidades condicionais podem ser reescritas da seguinte forma:

_ AS(Ax+Ary DAYV +po o)

P 2ANAE +ArV)
_AS(AY-Arv )+ A(Ayv; - po,0,)
Pa 2AYAE+AYY)
~ AE(Ay—Ntv ) +Ar(po 0. —Ayv;)
Pua 201(AE+MV)
_AS(Ay+AY )~ A(Ayv; +po,0;)
Paa 2AYAE+AV)

Hahn e Dyer (2011) aplicaram esse modelo discreto para o mesmo exemplo
discutido por Schwartz e Smith (2000). No presente trabalho serd aplicado esse

modelo para o preco do GN e avaliacdo de op¢des de swing em contratos de GN.
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