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3 Referencial Teorico

3.1 A Teoria de Opcoes Reais

Avaliagdes tradicionais, como o valor presente liquido (VPL), taxa interna
de retorno (TIR), fluxo de caixa descontado (FCD), normalmente desconsideram a
possibilidade de se ter uma op¢do na vida util de um projeto. No entanto, a
incerteza e o risco presentes em um projeto criam ndo s6 a alternativa de exercer
uma opcdo, como também atribuem mais valor a ela. A partir dessas
consideragdes surge a Teoria de Opcdes Reis (TOR), que é uma metodologia
moderna para andlise econdmica de projetos e decisdes de investimento sob

incerteza.

Essa metodologia é capaz de fornecer valor as flexibilidades embutidas em
investimentos que possuem trés importantes caracteristicas: irreversibilidade,
incerteza € o momento 6timo (ou timing). Para Dias (1996), a irreversibilidade
pode ser parcial ou total, ou seja, depois de feito o investimento, ndo € possivel
recuperar todo ou maior parte do capital investido. J4 a incerteza quanto ao futuro
sobre o investimento € a fonte principal de riscos, e esta estd presente na varidvel
estocdstica (neste estudo o preco da commodity). E, finalmente, o timing, que é o
momento 6timo para o exercicio da opg¢do. Essas caracteristicas fazem com que a

oportunidade de investimento seja andloga a uma opc¢do financeira.

Uma opcdo financeira é um contrato financeiro que dd ao seu titular o
direito, e ndo a obrigacdo, de exercer a op¢do. Ela pode ser de dois tipos: op¢do de
compra (call option) e a op¢ao de venda (put option). Na op¢do de compra é
concedido o direito de comprar um ativo em uma certa data, por determinado
preco, ja na opcdo de venda € dado o direito de vender o ativo em uma certa data,
por um determinado prego. O preco do contrato é chamado “preco de exercicio”, e
ele pode ser exercido basicamente de duas formas: somente na data de vencimento
(expiracdo), neste caso trata-se da opcdo europeia ou em qualquer data até o

vencimento, opcao americana.

Pessoa (2011) cria o Quadro 3.1 que é capaz de sintetizar essa relagdo entre

0s opcoes reais e as opgdes financeiras:
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Opcao Financeira

Opcao Real

Preco da Acdo

Prego de Exercicio da Opgdo

Taxa de Dividendos da A¢do

Taxa Livre de Risco

Volatilidade dos Retornos da
Acdo

Tempo de Expira¢do da Opgéo

Valor do Projeto

Valor do Investimento no
Projeto

Fluxo de Caixa gerado pelo
Projeto

Taxa Livre de Risco

Volatilidade do Valor do
Projeto

Tempo de Expiragdo da
Oportunidade de Investimento

Quadro 3.1: Analogia entre opgdes reais e financeiras.

Fonte: Pessoa (2011) adaptado de Rigolon (1999).

Dias (2011), refor¢ca que as diferencas entre os tipos de opgdes devem ser

respeitadas:

1. As opgdes financeiras sdo geralmente de curto prazo, enquanto as

opgdes reais podem ter duragdo até mesmo perpétua.

2. Ativos financeiros, como ac¢des, ndo podem ter valores negativos, ja

em um projeto isso pode ocorrer.

3. Opgoes reais sdo mais complexas que as financeiras: o preco de

exercicio pode ser incerto, ¢ comum ter opgdes reais compostas,

presenca de incertezas técnicas além da de mercado, e iteracdes com

outras firmas.

4. No exercicio de opcdes reais pode existir o tempo de construcio.

Ainda para esse autor, as opg¢des reais podem ser entendidas como um

problema de otimizacio. E um problema de maximizacdo do VPL através do

gerenciamento 6timo das opcdes relevantes (flexibilidades gerenciais). Neste

caso, a func@o objetivo estaria sujeita as incertezas de mercado, incertezas

técnicas, restricdes fisicas, ambientais, legais, éticas, gerenciais, dentre outras.

Quanto aos tipos/classificacdo das opg¢des reais, elas podem ser dadas por:
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com outras opgdes)

Expansdo
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Operacionais

Contragdo

Insumo (Switch Input)

Opcoes Reais
|

Troca/Modificagdo
(Switch)

Produto (Switch
Output)

Abandono

Uso (Switch Use)

—] Aprendizagem

_|Endbgena (learning by

doing)

Localizagdo (Switch
Place)

Figura 3.1: Tipos\Classificacdo de Opg¢des Reais.

Exdgena

Fonte: Dias (2011).

Neste estudo, o tipo de opcdo a ser utilizada serd a de troca de insumos

(Switch Input), um subgrupo da Opcdo de troca (Switch Option). Para este tipo de

op¢ao, as agdes gerenciais sao tomadas devido a variagdo de preco de insumos de

natureza estocastica, de forma que seja menos custoso e mais lucrativo para o

produtor/consumidor de determinado produto. O funcionamento do processo de

acordo com o mix de input pode ser observado na Figura 3.2 que segue:

Input 1

Input 2

|

Input N

Processo

Figura 3.2: Funcionamento do processo para op¢ao de troca de insumo.

Fonte: Pessoa (2011).
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Para a opc¢éo associada ao carro Flex, os inputs disponiveis sdo os dois tipos
de combustiveis, etanol hidratado e gasolina C, que s@o capazes de gerar energia
para mover o automovel (output). Esta opcdo € valiosa por possibilitar alterar o
mix de produtos de acordo com o comportamento do mercado, e ainda, nao ha

custo de troca de insumos, o que beneficia ainda mais o consumidor.

O célculo do valor dessa opcdo depende da definicdo do processo
estocdstico capaz de retratar a incerteza do preco futuro do ativo, e para isso deve-
se escolher o processo mais adequado para a modelagem da distribuicdo de
probabilidades de ocorréncia desses precos. Segundo Bastian-Pinto (2009), a
correta modelagem do comportamento de uma varidvel estocdstica é fundamental
na avaliagdo por OpcOes Reais, pois a negligéncia desse aspecto pode gerar

resultados enganosos, seja super ou sub dimensionando o real valor da opgéo.

3.2 Processos estocasticos e Lema de It6

Um processo estocdstico descreve o comportamento de uma varidvel cujas
mudangas sdo incertas ao logo do tempo, ou seja, € um processo aleatério em
funcdo do tempo. Segundo Dias (2011), um processo estocdstico X(z) pode ser

entendido como:

Processo estocéstico = Tempo + Aleatoriedade

Em um intervalo de tempo continuo, dt, a variacdo de uma varidvel pode ser

interpretada como (Dias, 2011):

d(varidvel) = Fator xd(tempo) + Fator xd(aleatoriedade)

Além disso, os processos estocdsticos podem ser classificados como de
tempo continuo ou discreto, se continuo as mudangas podem ocorrer em qualquer
tempo, caso contrdrio, elas sé acontecem em pontos fixos do tempo. Ja as

varidveis associadas a esse processo podem ser continuas, ou seja, que variam em
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um intervalo infinitesimal, ou discretas, que podem ser observadas somente em

valores discretos.

Para Dias (1996), os trés principais processos estocdsticos de aplicacdes em
finangas sdo: o Movimento Geométrico Browniano (MGB); o Movimento de
Reversao a Média (MRM); e o Movimento de Saltos (jump) ou Processo de
Poisson, geralmente associado ao MGB. Mas, para a compreensdo desses
modelos, é fundamental a introdu¢do de outros processos que servem como base
para eles, desta forma serd feita apresentacido do Processo de Markov, Processo de
Wiener, Movimento Browniano com drift, Processo de 1t6 e o Lema de It6. E, em

seguida, os processos estocdsticos de MGB e MRM serdo detalhados.

3.2.1 Processo de Markov

O Processo de Markov € um processo estocdstico em que os estados
anteriores da varidvel sdo indiferentes para a determinagdo de estados futuros,
somente o estado atual é relevante para definir a evolugio futura do processo, isto
é, em um processo de Markov a evolugcdo de uma varidvel independe do seu

passado, desde que se saiba o valor corrente.

Formalmente pode ser representado por:

PIX(t,) S X ) X)) =X, XU ) =X, . X (1) =X, X(1,) = X, |
:P[X(tk+1)sX(tk+1)|X(tk):Xk]

Para todo ¢, <1, <..f, <t (3.1)

Ou seja, a distribuicdo de probabilidade de uma v.a. X(z,,,) depende

somente de X (#,) e ndo do que ocorreu antes do tempo #, , como pode ser visto

na equacdo (3.1) acima. Com isso, o valor corrente da varidvel estocdstica serd
tudo o que se precisa para fazer a previsdo de seu futuro. Essa propriedade é

importante, pois simplifica a andlise de um processo estocdstico.

De acordo com Dixit & Pindyck (1994), os precos das agdes sdo
frequentemente modelados como um Processo de Markov, com base de que a

informac@o publica € rapidamente incorporada ao prego corrente desse ativo, logo
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0s pregos antigos ndo possuem nenhum valor de previsdo. O processo de Markov

é consistente com a forma fraca de eficiéncia de mercado, ou seja, o prego atual

incorpora todas as informacdes contidas em seu histérico de precos. Na forma

franca de eficiéncia de mercado, ndo se requer, por exemplo, que esteja contida a

andlise de informacoes de balanco ou informagdes privadas.

3.2.2 Processo de Wiener

O processo de Wiener também conhecido como Movimento Browniano é

processo estocdstico em tempo continuo com trés importantes propriedades:

1.

E um processo de Markov, ou seja, o valor da varidvel corrente

independe da trajetdria dos pregos no passado;

Possui incrementos independentes, o que significa que a variacio

ocorrida num intervalo de tempo € independente da ocorrida em

qualquer outro intervalo de tempo;

Os incrementos possuem distribuicdo normal com parametros que
dependem somente do intervalo de tempo (incrementos

estacionarios).

Seja z(t) um processo de Wiener no tempo ¢, entdo, qualquer variagdo em

z, Az (correspondente ao intervalo de tempo At), deve satisfazer as seguintes

condi¢des:

1.

2.

A relacio entre Az e At deve ser dada por: Az = £(t)+At, onde
£ ~N@OD.

A varidvel aleatéria £(¢f) ndo possui correlacdo serial, ou seja,

E[E(t) E(s)] = 0 para t # s. Isso significa que os valores de Az

para dois intervalos de tempo diferentes sdo independentes, desta

forma z(t) segue um processo de Markov.
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E comum escrever expressdes utilizando o incremento Browniano em
tempo continuo, e este € obtido através da condicdo (1) acima, quando At se torna

um ndmero infinitesimalmente pequeno (Dixit & Pindyck,1994):

dz(t) = e(t)Ndt , onde £(t) ~ N(0,1) (3.2)

Aplicando-se o Teorema do Limite Central'® 2 somatéria de todos os
intervalos de tempo df, pode-se dizer que dz, também segue uma distribui¢do

normal com média 0 e variancia dt. Ou seja, visto que £(¢) ~ N(0,1), tem-se que:

E(dz)=0

Var(dz) = E[(dz?)]|-[E(d2)] = E[(dz?)] = ar

Trata-se, portando, de uma varidvel ndo tendenciosa (média zero) e ndo

diferencidvel em relacdo ao tempo. A importancia do desvio padrdo dessa

distribuicdo ser v'dt pode ser observada em intervalos de tempo pequenos, pois,

neste caso, o desvio padrdo serd muito maior que o movimento do termo de

tendéncia, isto é, para um df pequeno, +/dt serd muito maior, o que gerard o

movimento serrilhado do processo de Wiener.

3.2.3 Movimento Browniano com drift

O Movimento Browniano com driftlg, € mais um processo de Markov, ou
seja, independe dos seus precos passados, desde que se saiba o valor corrente. Sua

equacdo estocdstica é dada por (Dixit & Pindyck, 1994):

dX = odt + odz (3.3)

'8 Em teoria de probabilidades, o teorema do limite central afirma que a soma de muitas
varidveis independentes aleatérias e com a mesma distribuicdo de probabilidade sempre tende a
uma distribui¢cdio normal.

' Em Dias (2011) este processo € tratado como Movimento Aritmético Browniano (MAB).
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Onde a é o drift, o a volatilidade e dz ~ N(0,1).

Ele possui como valor esperado adte variancia o*dz. Que podem ser

obtidos como segue:

E(dX) = E(adt + odz) = E(adt)+ E(odz)
= aE(dt) + oE(dz) = odt

Var(dX ) = E((dx - E(ax))’ )= E((dx - cat)*)
= E((adt +odz — odt )’ )= E ((0071)2 )
=0ld? = o2dt

3.2.4 Processo de It6

O Processo de Itd, também chamado de Processo Browniano
Generalizado pode ser representado pela seguinte equacdo em tempo continuo

(Dixit & Pindyck, 1994):
dX =a(X,t)dt+b(X,t)dz (3.4)

Onde:

X = variavel aleatdria no instante f;

a = drift ou tendéncia instantdnea do Processo de It6;
dt = variacdo instantanea do tempo;

b = volatilidade estimada de dX no instante ¢;

dz =incremento de Wiener (incremento aleatério com média zero e

variancia dt)

Como pode ser visto na equacdo (3.4), trata-se de um Processo
Generalizado de Wiener, pois o seu drift e volatilidade, a e b respectivamente, sdo

fungdes da varidvel estocdstica X e do tempo .
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A variacg@o infinitesimal ocorrida na varidvel X (dX) durante o intervalo de
tempo dt deve-se a uma parcela de valor esperado, também chamada de tendéncia,
e uma parcela de termo aleatério, proporcional ao incremento de Wiener dz. O

valor esperado de dX € igual a a(X,t)dt e a sua varidncia é dada por b*(X,t)dt.

Conforme pode se observado a seguir:

E(dX)=E(a(X,t)dt + b(X ,t)dz)= E(a(X ,t)dt) + E(b(X ,1)dz)
=a(X,0E(dr)+b(X,0)E(dz)=a(X ,1)dt

Var(dX ) = E((dx — E(dv))? )= E((dx — a(X,)dr)?)
= E((a(X,0)dt + b(X., 1)dz — a(X .0t )= E((b(X .0)dz)?)
=b*(X,ndz* =b*(X,t)dt

3.2.5 Lema de Ité

Tanto os Processos de Itd quanto os Processos de Wiener sdo processos
estocdsticos em tempo continuo, que nao possuem derivada convencional em
relagdo ao tempo, o que impossibilita a utilizacdo de regras ordindrias de célculo.

Para resolver isso, o Lema de Itd € utilizado.

O Lema de It6 pode ser entendido como uma versdo da Expansdo de
Taylor para o cdlculo estocdstico. Para entender sua aplicacdo, considere a

varidvel X que segue o Processo de It6 dado por (3.4):

dX =a(X,t)dt +b(X,t)dz, onde, dz = e/dt,e ~ N(0,])

Assim, dX =a(X,t)dt + bE\/E.

Através do Lema de Itd, que provém de uma expansdo de Taylor, pode-se

obter a fungio, Y(X, 1):
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av =Y ax + Y 4 LY v
oX ot 2 dX? (3.5)

Onde,

dXx2=(a(X,t)dt + b(X,1)dz)’
= [aX 0T dr* + 2a(X ,0b(X ,0)ddz + [b(X )] de .
=b*(X,1)dz* = b2t

Substituindo dX e dX? na equacdo do Lema de Itd6 (3.5), obtém-se a

diferencial da fungéo Y:

2
dy = a; (a(X,0)dt +b(X, r)dz)+%—ydr+l%b2dt
oY 9y 192
(a(X t)—X+§ EBX bA(X, t))dt+b(X 1)— (3.6)

Quando aplicada a simulacdo de Monte Carlo (método a ser visto ainda
neste capitulo) ndo é necessaria a utilizacdo do Lema de Itd, mas seus efeitos

podem ser vistos nos resultados.

3.2.6 Movimento Geométrico Browniano

O Movimento Geométrico Browniano (MGB) é o mais popular na
modelagem de ativos financeiros e reais, o que pode ser explicado pela
simplicidade de aplicagio e principalmente pela sua facil compreensio. E um
otimo processo estocdstico para a modelagem de precos de acdes, commodities
financeiras, indices de mercado e ativos financeiros em geral, bem como para

terrenos, demanda de novos produtos, etc.

O MGB € um caso particular do Processo de Itd, sua equacdo estocdstica

para uma varidvel X que varia no tempo € dada por:
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dX = aXdt + oXdz (3.7)

Onde:

X = variavel aleatéria no instante f;
& = drift (desvio);

dt = variacdo instantanea do tempo;
O = volatilidade;

dz =incremento de Wiener (incremento aleatério com média zero e

variancia dt)

2

E um processo apropriado para varidveis econdmicas que crescem
exponencialmente a uma taxa média & e volatilidade proporcional ao nivel da

variavel X.

As propriedades para uma varidvel X que segue o MGB e possui uma

distribui¢do lognormal sdo dadas por™:

E[X(1)]= X, e” (3.8)

ValX ()] = X 2e* (e 1) (3.9)

Pessoa (2011) cita em seu trabalho algumas caracteristicas desse

movimento que merecem destaque:

1. Se X comega sendo positivo, ele sempre serd positivo, ou seja, ele
ndo varia de positivo a negativo;

2. X tem uma barreira absorvente em zero, ou seja, se X chega a zero
(um evento com probabilidade zero), entdo X permanece nesse
valor;

3. A varidncia da previsdo de X, tende a infinito quando u tende a

infinito.

**No Anexo 7.1.1 as propriedades do MGB sio demonstradas.
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A. Discretizacao do MGB

Para realizar a simula¢do do processo estocdstico € preciso a equacdo de
discretizagdo, isto é, ter X, em funcdo de X;_;. A equagdo discretizada do MGB

real para At é dada por (Dias, 2011):
2
X, =X, epra - %jm +oN (0;)VA? } (3.10)

Onde Ar é o intervalo de tempo entre as observagdes. Segundo Dias
(2011), esta é uma discretizacdo exata, ou seja, uma discretizagdo em que a
precisdo numérica independe do espago de tempo.

Para a discretizagdo do MGB neutro ao risco, basta diminuir o prémio de

risco, 7, do drift & (Dias, 2011):

X, =X, exp{(a—iz'—%zjm + oN(o;l)\/E} (3.11)

B. Estimacao dos parametros do MIGB

Para determinar os valores dos pardmetros da equag@o estocdstica (3.7),

utiliza-se a sua equagdo discreta dada em (3.10), considerando que X, =In(x,).

Assim, tem-se (adaptado de Dias?', 2011):
0-2
In(x,) =In(x,_ ) =| @=—- Ar+ AN (0;)v/Ar

Desta forma volatilidade e o drift do modelo podem ser obtidos:

Varlin(x,) —In(x, )] =VaroN OV Ar |= o2 Ar

*' Em Dias (2011) é considerado N na estimagdo dos parametros, sua relagio com Af é dada

por N =1/At.
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\/ Var(In(x,)—In(x, )]
o=

Y (3.12)
E[ln(x,) - In(x,_)]= EKO! - %ZjAt} =aAt — %2 At
e Efln(x,) - In(x, )] i a1

At 2
Onde At € o intervalo de tempo que se deseja considerar.

Apesar de ser mais simples matematicamente, de acordo com Bastian-
Pinto, Branddo e Alves (2008), a aplicacdo desse processo estocdstico ndo é
adequada quando os fluxos de caixa de um projeto sdo subordinados a precos que
dependem de uma média de longo prazo, como commodities ndo financeiras. Para
este caso, deve-se utilizar o Modelo de Reversdo a Média (MRM). De acordo com
Hahn (2005) e Bastian-Pinto (2009), no caso de commodities, o efeito de modelar
usando o Movimento Geométrico Browniano no lugar do processo de Reversdo a
Média, pode ser a superestimagdo da incerteza de um fluxo de caixa resultante de

um projeto, o que pode resultar em valores de op¢des acima do realmente valido.

3.2.7 Modelo de Reversao a Média

O MRM € um processo continuo, caso particular de um Processo de It6. O
seu modelo mais simples, também conhecido por processo de um fator de
Ornstein-Uhlenbeck ou Movimento Aritmético de Reversio a Média, foi

estudado por Dixit & Pindyck (1994) e € definido pela seguinte equacao:

dX =n(X - X)di+odz (3.14)

Onde:
X =logaritmo neperiano do preco x da commodity modelada;

n=velocidade de reversdo a média;
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X =1n da média de longo prazo da varidvel estocdstica;
O = volatilidade da varidvel estocéstica;

dz = incremento de Wiener (incremento aleatério com média zero e

variancia dt)

Geralmente, assume-se que os pregos das commodities (x) sao distribuidos
segundo uma distribuicdo lognormal. Desta forma, se X =1In(x) = x =e*, 0 que
mantém o pre¢o da commodity x sempre positivo por mais que o valor de X possa

ser negativo, pois ndo fariam senso, por exemplo, uma série de precos de

combustiveis com valores negativos.
No MRM o valor esperado dos incrementos em X depende da diferenca

entre X e X, assim, quanto mais distante estiver X de seu valor esperado X,
maior serd a probabilidade de a varidvel retornar para o seu equilibrio. O que
indica que seus incrementos ndo sdo independentes, apesar de satisfazer as

propriedades de Markov.

A distribuicdo condicional de X no instante 7" sob medida equivalente de

martingale é normal com média e varidncia dados por (Dixit & Pindyck,1994)*:

E[X]=X+(X,-X)e™ (3.15)

ValX]=(1-¢?")0?/2n (3.16)

Através dessas propriedades pode-se observar que para um 7 muito

grande, ou seja, quando 7 — o, 0 valor esperado converge para a média de longo
prazo, X . J4 a variancia converge para 62/2n quando T — oo, a0 contrério do

que ocorre com um MGB que ¢ ilimitado.

N

Com relagcdo a velocidade de reversdo a média 7, se for mantido T

2

o .
™ _50 e 2—%0, assim o

constante, pode-se notar que quando 7 — « entdo e~

> No Anexo 7.1.2 as propriedades do MRM sio demonstradas.
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valor esperado da varidvel X convergird para a média de longo prazo f, e sua
variancia para zero, Var(XT) — 0. J4 com 7 tendendo a zero, a equacdo (3.14) se
transformard em dX =0 dz, o que equivale a um movimento browniano simples,
e, E(X,)— 0 e sua variancia Var(X,) — T . O que significa que um processo

de reversdo extremamente lento tende a se transformar em um movimento

browniano.

Uma medida gerencial neste processo também pode ser utilizada, o
conceito de meia vida da reversdo (half-life), H, que da a medida de lentidao do

processo. A relagﬁo23 entre a velocidade de reversdo, 7, e a meia vida, H, para o

logaritmo de X é:

—In(2)
H = /77 (3.17)

Outros modelos de reversio a média com um fator sdo conhecidos na
literatura, como o Movimento de Reversio a Média Geométrico de Dixit &

Pindyck (1994), no qual o valor do incremento de valor da varidvel (dX) passa a

ser proporcional ao nivel da varidvel em si (X): d)%( :ﬂ(Y—X )dt+odz. O
modelo 1 de Schwartz (1997), dado por: dX =n(a—1n X)Xdt+0X dz, em que &

geralmente € considerado a=1n(§). E a variagdo do modelo 1 de Schwartz
realizada por Dias/Marlim **(1999), que se diferencia do modelo 1 de Schwartz

por considerar que x= exp(?) e E(x,)= exp[E(X , )] .

A. Discretizacao do MRM

Como mencionado no tdpico anterior, para evitar que 0S precos sejam
negativos € utilizada a distribuicdo lognormal para o prego das commodities x,

mantendo-se a relacao:

*No Anexo 7.1.3 essa relagio é demonstrada.

** Modelo assim denominado por Bastian-Pinto (2009), o autor compara trés modelagens do
MRM Geométrico. Em Dias (2005), bem como em seu site, é possivel ver esse modelo para o
MRM com saltos: < www.puc-rio.br/marco.ind/rev-jump.html>.
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x ~lognormal< X =1n(x) ~ Normal

Desta forma, a equag@o em tempo discreto para X que segue 0 MRM ¢

dada por (Dias, 2011):

=21A
1—e ™

X, =X_e™+X(1-e™)+0 ——NOD (3.18)
n

Mas, para obter valores simulados para x, que possui distribuicdo
lognormal e E(x,)zexp[E(X,)], combinam-se (3.18) com a equagdo

x, =exp|X, —0,5Var(X,)] e a variancia (3.16) de X, (Modelo 1 Dias, 2011):

- 2 _ ,2nAt
X, = exp{ln[xt_1 e ™ + ln[xkl —e ™) - {(1 —e M) 0'} +0 / I-e N(O,l)}
4n 2n

(3.19)

Essas discretizacdes, assim como a do MGB, sio exatas e independem do
tamanho do intervalo de tempo, At.
A interpretacdo para os quatro termos da equagdo (3.19) anterior é

conforme segue (Dias, 2011):

a) O primeiro e segundo termos demonstram a tendéncia, ponderados
pelo valor inicial e o equilibrio ao longo prazo respectivamente;

b) O terceiro termo € o ajuste de convexidade;

¢) Ja o quarto € a parcela estocastica devido a Normal padréo (0,1),
através dela a aleatoriedade € introduzida pela Simulacdo de Monte

Carlo.

O mesmo tipo de interpretacdo pode ser realizado para a equacdo (3.18),

onde somente o terceiro termo € suprido se comparado a (3.19).
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Tanto a equacdo (3.18) quanto a equacdo (3.19) podem ser adaptadas para

um ambiente neutro ao risco. Neste caso, € subtraido um “prémio normalizado”,

lu=r)
7

, do preco de longo prazo no segundo termo (Dias, 2011):

_ _ _ ,2nAe
X =X_e™+ {X - (/‘—r)}(l —e™)+o /15—1\/(0,1) (3.20)
n n

X, = exp ln[xH le™ + {ln[x]—(ﬂ_r)}(l —e ™y | (1- e’Z”A’)O-— +o ﬂN(O,D
n 4n 2n
(3.21)

Onde u ¢ ataxa ajustada ao risco e r a taxa livre de risco.

B. Estimativa de parametros do MRM

Para que seja discretizado o MRM ¢ necessaria a estimacdo dos
parametros presentes na equacdo (3.14), ou seja, dos valores da volatilidade, a
média de longo prazo da varidvel estocdstica e a velocidade de reversdo. Para isso
é utilizada a regressdo linear® sobre os dados histéricos dos precos que se supde
seguir o MRM, a fim de reduzir o erro quadratico médio.

Os pregos que seguem 0 MRM para um intervalo de tempo discreto At
podem ser escritos a partir da equagdo da média (3.15) como (adaptado®® de

Bastian-Pinto, 2009):
X, =X+(X,_ - X)e™ =X(1-e™)+ X, e™

Subtraindo X, ; de ambos os lados da equagdo e considerando o erro da

série tem-se:

X, —X_ =X(1-e™)+X,_ (™ -1 +¢ (3.22)

* Qutras formas de estimacio também podem ser utilizadas.

** Em Bastian-Pinto (2009), a estimativa dos parimetros também & realizada para 0 MRM
Aritmético, mas ndo é considerado que os precos possuem distribuicdo lognormal. O autor
somente considera essa afirmativa para 0 MRM Geométrico, que ndo estd sendo utilizado neste
estudo. No entanto, outros autores, como Dias (2011), consideram a distribui¢do lognormal para os
precos até mesmo para o MRM Aritmético, por isso essa interpretag¢@o foi mantida.
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A equagdo (3.18) € a expressdo para tempo continuo do processo AR(1)

da equagdo (3.22), onde o erro é normalmente distribuido com média 0 e variancia
o;.

Sabendo que X, =In(x,) e ?zln()_c) e substituindo na equag@o (3.22)

acima:
In(x,)—In(x, ) =In(x)(1—e ™) +In(x, e ™ —1) +¢, (3.23)

Reescrevendo essa equagao:

h{ al J =a+(b-Din(x,_)+é, (3.24)

t—1

Através do valor estimado para os coeficientes a e b da regressdo (3.24) e
utilizando a volatilidade calculada da série de pregos das commodities, € possivel
obter os parametros estimados do logaritmo dos precos que segue um MRM.

Comparando as equagdes (3.23) e (3.24), é possivel obter os parametros

para a estimacdo do modelo. A velocidade de reversdo pode ser obtida por:

b—1=e¢™ —1, entdo,

17 =—In(b)/At (3.25)
Ainda comparando as equagdes (3.23) e (3.24):
a=In(x)(1-e™)

E como 1-b=1-¢"™, a média de longo prazo da varidvel estocéstica é

dada por:

x= exp(— o Ci I)J (3.26)
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A determinacdo da volatilidade € obtida igualando a varidncia dos erros da

regressdo, o, a equagdo da varidncia (3.16):

0_2 — l_e—2nAt ~
. =( )277

Substituindo na equacdo anterior o 77 dado na equagdo (3.25), e como

—2nAt ~
b2=e¢"™ entdo:

- :—(1—b2){ O2At J

2In(b)
De onde se tem:

oo [ 2 (3.27)

N (b2-1)At

Esses parametros estimados obtidos através da regressdo linear simples

sdo resumidos no quadro a seguir :

Parametro estimado Férmula
Velocidade de reversao n=-In(b)/At
. _ 2In(b)
Volatilidade o =0, 7(1)2 Y
Média de longo prazo X = exp (— o a_ 1)]

Quadro 3.2: Quadro resumo para a estimagdo de parametros do MRM.

Em que Ar € o intervalo de tempo que se deseja considerar. Se a série
histérica utilizada for anual, todos os pardmetros estimados serdo anuais se Ar =1,

mensais se Ar =12, didrios se Af =365 e assim sucessivamente.
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Informada a velocidade de reversdao estimada, é possivel calcular a meia

vida de uma série x,, de (3.17) tem-se que H = ln(%. Logo a meia vida é dada

por (Bastian-Pinto, 2009):

g =) ,, (3.28)
In(b)

3.3 Determinacao da Validade do Processo Estocastico

Para determinar o processo estocdstico que melhor representa uma varidvel
estocdstica, Dixit e Pindyck (1994) sugerem que sejam considerados tanto a teoria

quanto testes estatisticos.

O teste que mais tem sido utilizado em trabalhos académicos para verificar
a validade do MGB € o da raiz unitaria (Dickey e Fuller, 1981). Pois o processo

gerador da série segue o modelo:

x, =a+bx_ +&,onde € éum ruido branco’’.

Por razdes tedricas subtrai-se x,_, de ambos os lados, de forma que essa

série possa ser escrita como um modelo AR(1):

X, —x_,=a+b-Dx_, +¢ (3.29)

O teste da raiz unitdria para esse modelo consiste, portanto, em testar
Ho: b-1=0, ou seja, testar Ho: b=1, no qual a série terd raiz unitdria e seguird um
caminho aleatdrio, podendo ser modelada segundo o0 MGB, contra H;: b<1. Uma
regressdo linear por minimos quadrados € realizada sobre a equacdo (3.29), e logo

a seguir € aplicado o teste de Dickey-Fuller que gera a estatistica 7. Se 7 < valor

critico= H é rejeitada.

27 . L. A .
Normalmente independente, com média O e variancia o2
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Algumas estatisticas do Teste da raiz unitdria de Dickey-Fuller com uma

constante podem ser vistas na Tabela 3.2 que segue:

Tamanho Nivel de Confianca
da Amostra 1% 5%
50 -3,58 -2,93
100 -3,51 -2,89
250 -3,46 -2,88
© -3,43 -2,86

Tabela 3.1: Valores criticos assintdticos de teste 7 da raiz unitéria (Dickey-Fuller) com

uma constante e sem tendéncia temporal.

Fonte: Gujarati (2004), p.975.

Mas, quando a série apresenta evidente tendéncia temporal, a equagio

(3.29) € modificada de forma a compreender essa tendéncia, ¢, :

X

-x_=a+b-Dx_ +c, +€

(3.30)

Trata-se do Teste de Dickey-Fuller com uma constante e tendéncia, seus

valores criticos podem ser visto na Tabela 3.3 a seguir:

Tamanho Nivel de Confianca
da Amostra 1% 5%
50 4,15 -3.5
100 -4,04 -3,45
250 -3,99 -3,43
© -3,96 -3,41

Tabela 3.2: Valores criticos assintdticos de teste 7 da raiz unitéria (Dickey-Fuller) com

uma constante e tendéncia temporal.

Fonte: Gujarati (2004), p.975.
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Quando realizado este teste sobre o prego de commodities ndo financeiras,
a hipétese nula da raiz unitdria dificilmente € rejeitada, ou seja, que a série ndo
segue 0 MGB. Dixit e Pindyck (1994) e Pindyck (1999) s6 conseguem comprovar
que os pregos do petréleo ndo seguem o MGB para uma série de dados de 120
anos (em Pindyck o nivel de confianga é de 5%). Em série de dados menores, 30 e
40 anos, os autores ndo conseguem rejeitar a hipétese nula. No entanto, Bastian-
Pinto (2009) e Dias (2011) defendem que mesmo ndo sendo rejeitada a hipdtese
nula, quando obtido O<b<1, hd indicios de reversdo a média. Além disso, fatores

estilizados também devem ser considerados na escolha do modelo.

Pindyck (1999) utiliza o Teste da razdo da varidncia como uma alternativa
na investigacdo do modelo a ser seguido por uma série de dados, MGB ou MRM.

Este teste pode ser descrito pela equacdo que segue:

zlvar(pﬁk _pt)

(3.31)
k Var(pt+l - pt)

Se o prego (p) segue um caminho aleatério (MGB), ou seja, ndo ¢é
estaciondrio®®, entdo a varidncia de k diferentes periodos deve crescer linearmente
com k, neste caso, a razdo deve se aproximar de 1 com o crescimento de k. Por
outro lado, se o preco segue um processo estaciondrio (MRM), entdo essa razao
tenderd a cair para zero com o crescimento de k, indicando que os precos revertem

para um nivel de equilibrio no longo prazo.

3.4 Simulacao de Monte Carlo

Definido o processo estocdstico que a varidvel segue, € necessdrio
estabelecer um método capaz de valord-la de acordo com suas incertezas. A
Simulagdo de Monte Carlo ¢ um método muito popular na simulacdo de
fendmenos com grau de incerteza, suas dreas de aplicacdo incluem ciéncias

fisicas, engenharia, estatistica aplicada, finangas e negdcios entre outros.

¥ Gujarati (2004), p.798, define uma série de pregos como estaciondria, se a varidncia e a
auto-covaridncia (em vdrios lags) mantém-se as mesmas, independentemente do tempo de
medigao, isto €, s@o invariantes com o tempo. Esse tipo de série tenderd a retornar para a sua média
(reversdo a média) e terd uma amplitude praticamente constante. Por outro lado, se a série de
precos € nao estaciondria, ela terd uma média ou varidncia variando com o tempo ou ambas.
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O primeiro paper sobre o0 Método de Monte Carlo foi escrito em 1949 por
Metropolis & Ulam e publicado no Jornal of the American Statistical Association.
Com o desenvolvimento das ferramentas computacionais, a Simulacdo de Monte
Carlo tem se tornado uma importante alternativa na solu¢do de problemas
complexos. Essa metodologia resolve problemas simulando diretamente o
processo fisico (forward), e ndo € preciso escrever as equagdes diferenciais que
descrevem o comportamento do sistema. Assim, ela se torna muito ttil em

problemas de grande complexidade com vdrias varidveis e fatores de risco.

A primeira aplicacio em opcdes foi realizada por Boyle em 1977 para
opcdes europeias®. Por possuir a regra clara de exercicio 6timo na data da
expiracdo, 7, as opc¢des europeias sdo mais simples de serem resolvidas aplicando
a Simulacdo de Monte Carlo, mas o uso dessa simulacdo também pode ser
extendido para opgdes americanas™ ou asidticas’” como mostrado nos trabalhos

de Longstaff e Schwartz (2001) e Broadie e Glasserman (1996), respectivamente.

Neste método, com a informacdo da distribui¢do de probabilidades das
varidveis, sdo realizadas diversas simulagdes através de um programa
computacional dos caminhos que podem ser seguidos até que se encontre uma
aproximacdo que explique a evolucdo do fendomeno, neste trabalho trata-se do

preco dos combustiveis.

Segundo Dias (2011), o método de Monte Carlo aplicado a opgdes reais

segue nas seguintes etapas:

1. Especificacdo das distribui¢des de probabilidade das varidveis de
entrada, incluindo a distribuicio das correlagdes entre as diferentes
variaveis;

2. Geragdo de uma amostra aleatéria (usando um gerador de niimeros

aleatdrios) das distribui¢des dos dados de entrada (inputs);

*? Opgido européia é aquela que s6 é exercida na data de expiracio.

Opcdo americana é aquela em que o exercicio da op¢do pode ser feito em qualquer
momento antes da data de expiragdo, sendo o payoff igual ao valor intrinseco da op¢do no
momento em que € exercida.

*! Opgio asidtica é uma opgio exdtica onde o payoff é determinado pela média das cotagdes
do subjacente durante um determinado periodo de tempo.
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3. Realizacdo de operacdes matematicas com a amostra gerada no
passo anterior para calcular o resultado (output) dado por essa

amostra;
4. Repeticdo dos passos anteriores N vezes, gerando N outputs;

5. Calculo da média e outras propriedades probabilisticas desejadas

da distribuicao de outputs.

Essas etapas podem ser entendidas com a Figura 3.3 que segue:

f 1

\
i Operaciies
y \ 4 P mateméaticas
|| \ / (+,, expl], etc)
\ f "1 comt 05 inputs
\_. _ . Ea __/J e amostrados,
Input 1 Input 2 Input n
¥ ourput de
f uma iteracio
Apds muitas (N) rt‘::ﬂi:“ III' \ ;
iteracoes: / \
A Y

Figura 3.3: Funcionamento da Simulacdo de Monte Carlo.

Fonte: Dias (2011).

A precisdo da Simula¢do de Monte Carlo é garantida pela lei dos grandes
nimeros, que diz que se o nimero de iteragdes for grande, a média da distribuigco
obtida na simulagcdo converge para a média tedrica correta, desta forma, o erro

diminuird com o aumento do nimero de iteragdes.

z

Para realizar a simulagdo é necessario utilizar a equagdo discreta do
processo estocastico. Como ja discutido nas secdes 3.2.6(A) e 3.2.7(A), cada
processo possui sua propria discretizag@o, para o MGB ela € dada pela equacdo
(3.10), ja para o MRM a discretizagdo é obtida através processo auto-regressivo
de primeira ordem AR (1), visto em (3.18). No caso de eventos neutros ao risco

deve-se utilizar a equacio (3.11) ou (3.20) para o MGB e MRM, respectivamente.
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