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2
Sistemas multi-previsores

2.1.
Introducéo

Sistemas multi-previsores sdo sistemas constituidos de dois ou mais
previsores, de mesma natureza ou ndo; nestes sistemas, ha sempre algum tipo de
integracdo entre 0s previsores, com 0 objetivo de compensar erros individuais e
melhorar assim o desempenho final. E importante salientar o fato de que os
métodos de previsdo integrados em um sistema multi-previsor podem ter
naturezas completamente diferentes, aspecto que vai ao encontro dos conceitos de
diversidade e mitigacdo do risco.

Com relacdo a diversidade, pode-se propor uma classificacdo geral dos
métodos de previsdo em quantitativos (objetivos) ou qualitativos (subjetivos).
Os métodos quantitativos sdo fundamentados em ciéncias exatas e geram
previsdes de maneira automatica; ja os métodos qualitativos sdo essencialmente
manuais, com previsdes derivadas do conhecimento téacito dos técnicos
envolvidos. Na prética, os métodos quantitativos sdo ainda subdivididos em (i)
univariados, que levam em conta apenas a variavel que estd sendo prevista (e
versdes defasadas dela), ou (ii) causais®, que levam em conta a variavel que esta
sendo prevista, chamada enddgena, e um conjunto de outras, chamadas exdgenas.
Em um segundo nivel taxonémico, os métodos quantitativos também podem ser
classificados de acordo com o tipo de previsdo que realizam: direta ou iterativa
(Marcellino et al. 2006). Fundamentos sobre as principais metodologias de
previsdo utilizadas na préatica, principalmente do ponto de vista quantitativo,
podem ser encontradas em Harvey (1991), Pankratz (1991), Makridakis et al.
(1998), Souza & Camargo (2004) e Box et al. (2008).

> Também chamados de métodos multivariados, de funcéo de transferéncia ou de regresséo.
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Os experimentos realizados neste trabalho utilizam apenas métodos
quantitativos; contudo, a integracdo entre métodos quantitativos e qualitativos é
um tema também estudado (Webby & O"Connor, 1996; Goodwin, 2002).
Atualmente, a discussdo pratica a respeito da integracdo “quantitativo-qualitativo”
gira em torno da seguinte questdo: os ajustes subjetivos (manuais) estdo realmente
agregando valor sobre a linha de base fornecida pelas previsbes quantitativas
(estatisticas) (Chase, 2009; Fildes et al. 2009)? Embora parte da comunidade
cientifica tenha apontado a incorporacdo de conhecimento especialista (humano)
como um dos caminhos® para a melhoria na atividade de previsdo (Franses, 2004),
nem sempre o0s ajustes qualitativos tém contribuido para a melhoria do
desempenho final (Chase, 2009). Isto valoriza a area de combinacdo de previsores
como opcdo para a melhoria do desempenho de previsdo, independente da

natureza dos previsores disponiveis.

2.2.
Taxonomia

Inspirado nos conceitos taxonémicos utilizados em Sharkey (1999), este
trabalho sugere uma estrutura de classificacdo para os sistemas multi-previsores.
Esta estrutura se divide em dois grandes grupos, de acordo com o tipo de
associacdo existente entre a resposta consensual (previsdo do sistema) e 0s

previsores componentes:

1. Sistemas de combinagdo modular. Formados pela composigéo, e.g.
soma, de previsores ndo redundantes. O termo ndo redundante quer
dizer que cada previsor componente, independente de sua natureza ou
capacidade real, é responsavel apenas por uma parte da previsdao. Em
outras palavras, todo componente ndo redundante € parte essencial do
esquema de combinagéo proposto.

2. Sistemas de combinacdo por comité (ensembles). Formados pela

agregacdo, e.g. média, de previsores redundantes. O termo redundante

® Qutros caminhos citados foram (i) melhorar a extracdo de atributos relevantes e (ii) diminuir o
vao entre universidade e empresa.
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significa que cada previsor componente fornece por si sé uma previsao
completa, idealmente exclusiva, para a variavel de interesse. A palavra
exclusiva reforca que as previsdes neste tipo de sistema ndo precisam
ser idénticas ou mesmo correlacionadas; ao contrario, é até desejavel
que elas sejam complementares entre si, ou Seja, Compensem seus erros
individuais. Com a redundancia de seus componentes, o0s sistemas de
comité tém escalabilidade: pode-se adicionar ou remover previsores sem

a descaracterizacdo do esquema de combinagéo proposto.

A Figura 2 ilustra a taxonomia proposta. O presente trabalho esta focado nos
modelos do grupo (b), na medida em que propGe uma metodologia para
combinacéo linear de previsores redundantes. Por outro lado, vale ressaltar que é
sempre possivel a construgdo de sistemas hibridos, reunindo caracteristicas tanto
de (a) quanto de (b).

( Previsao ) ( Previsao )

Y

Composicao Agregacao

Pl N

Previsor
Parcial 1

Previsor
Parcial N

Previsor
Parcial 2

{ Previsor 1 ] Previsor 2 [ Previsor N

(@ (b)

Figura 2 — Combinacdo modular (a) e combinagéo por comité (b).

2.2.1.
Combinacao modular

Um exemplo de sistema modular esta no trabalho de Lemos & Fogliatto
(2008). Nesse trabalho, os autores escolnem um modelo estatistico (quantitativo)
como linha de base para previsdo de demanda e depois aplicam ajustes
(qualitativos) baseados na metodologia Delphi (Wright & Giovinazzo, 2000;
Gordon, 2007). Em outro exemplo, Zang (2003) propde uma metodologia em
dois passos: primeiro, um modelo ARIMA ¢ utilizado para prever a parte linear de

um problema; depois uma rede neural tenta agregar valor a previséo final, atuando


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812742/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812742/CA

24

sobre os residuos do primeiro passo. Outra aplicacdo de sistema modular,
semelhante a este Ultimo exemplo, pode ser vista em Pai & Lin (2005).

2.2.2.
Combinacéo por comité (ensembles)

Chase (2009) apresenta um exemplo pratico de comité de previsores,
combinando linearmente e com pesos iguais (média simples) trés modelos
quantitativos: dois univariados (amortecimento exponencial e ARIMA) e um
causal. Outro exemplo interessante esta no trabalho de Kurrle (2004), em que se
combina (por média simples) previsdes quantitativas (amortecimento exponencial
e ARIMA) e subjetivas (Delphi).

A seguinte conclusdo empirica — “mesmo que o melhor previsor possa ser
identificado a cada instante, a combinacdo pode ainda ser uma estratégia atraente,
por oferecer ganho potencial em diversificacdo” (Timmerman, 2006) — leva a
uma segunda afirmativa: em um comité é desejavel que haja previsores
complementares, i.e., previsores que compensem seus erros individuais ou, em
outras palavras, que tenham baixa correlacdo de erro (correlacdo de erro € a
correlagdo medida entre os erros de previsdo). A busca pela combinacdo de
previsores complementares pode seguir dois caminhos: (i) combinar previsores de

naturezas diferentes ou (ii) combinar previsores que sejam variantes da mesma

técnica. A obtencdo de variantes pode ocorrer, por exemplo, das seguintes
maneiras: somando ou subtraindo constantes nas previsdes finais (se¢do 4.4.3),
usando hiperparametros diferentes no algoritmo de previséo ou utilizando alguma
técnica de reamostragem, e.g. bootstrap (Efron & Tibshirani, 1993),
convenientemente adaptada (Souza & Camargo, 2004; Cordeiro & Neves, 2010).

2.3.
Modelos de comité

2.3.1.
Linear

A combinacéo linear de N previsores no instante t + h, estimada com dados

ateé t, tem a seguinte forma geral:
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ytcjrhlt = f (S\/tht ’wt+hlt) =f Iinear(\7Vt+h|t) (6)

onde Jini € 0 vetor de previsdes disponiveis para t + h e Wy € 0 vetor de pesos

estimados. Expandindo:

Y = [yt+h|t,1 Ytz - Yenen T (7)
~ _ ~ A A ,
Wiine = [Wt+h|t,l Wintz -+ Wenpen 1 (8)

onde Ytk € @ previsdo h passos a frente feita pelo k-ésimo previsor, no instante t,
€ Wehjt,k € 0 Peso associado a esta previséo.

CombinacBes lineares sdo geralmente desejaveis por sua simplicidade
matematica e facilidade de interpretacdo, principalmente pelo fato de haver uma
relagdo biunivoca (um para um) entre pesos e previsores. Por outro lado,
esquemas nao lineares como os relatados por Donaldson & Kamstra (1996) e
Mubwandarikwa (2007), apesar de apresentarem bons resultados em diversas
situacOes, tém contra si o fato de serem complexos ou de dificil interpretacdo. O

formato mais comum para combinac&o linear de previsores é o seguinte:

N
C A A
Yot = th+h|t,k Yishit )
k=1
onde

N

Wiihit k =1 e Wi hit >0 (10)
k=1

Além da facilidade na interpretacdo dos pesos, o esquema de combinacgéo
nas equacdes (9) e (10) é altamente desejavel por dois outros motivos: (i) garantia
de ndo tendenciosidade na previsdo combinada, se os previsores envolvidos
forem n&o tendenciosos e (ii) garantia de convexidade na combinagdo. As
caracteristicas de ndo tendenciosidade e convexidade s&o mais exploradas na

secdo 2.4.3. Ainda com relacéo a capacidade de interpretagdo dos pesos, ela ajuda
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a justificar o estudo das combinages lineares neste trabalho, j& que muitas vezes

€ um requisito determinante em aplicacdes reais.

2.3.2.
Nao linear

A equacdo (11) representa um esquema genérico de combinacdo nédo linear

de previsores.

yt(ih|t = f(9t+h|t ’Wt+h|t) =f naonnear(VAVth) (11)

E importante observar que, no caso ndo linear, ndo ha necessariamente uma
relacdo biunivoca entre pesos e previsores. Em outras palavras, 0S pesos »w passam
a ser parametros implicitos no modelo, sem interpretacdo direta. A dificuldade de
interpretacdo dos pesos obtidos € uma das principais criticas aos modelos de
combinacdo ndo lineares, tais como os baseados diretamente em redes neurais
(Donaldson & Kamstra, 1996).

Um caso particular onde existe relagdo um para um entre pesos e previsoes é
a combinacdo geométrica, definida pelas equagdes (12) e (13). Este esquema de
combinacdo foi usado com relativo sucesso em uma aplicacdo com previsdes

bayesianas (Mubwandarikwa, 2007).

N .
C & Weihie
Yiene = H yt+h|ht|,k (12)
k=1
onde
N
zwt+h|t,k =1 (13)
k=1

2.3.3.
Outros

A metodologia conhecida como stacked generalization (Wolpert, 1992),
adaptada a tarefa de previsdo na Figura 3, € um exemplo genérico de comité. Nela,
a etapa de agregacdo é executada por um previsor especial, situado em um nivel

hierarquico superior aos demais. Wolpert cita informalmente que neste esquema
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os modelos de nivel basico (baselevel generalizers) devem cobrir o espaco de

generalizagdo e serem mutuamente ortogonais; em outras palavras, eles devem ser

redundantes e complementares, como na definicdo de comité (secdo 2.2).

Previsdo )

Y

Previsor
“Nivel 27

P

NS

{ Previsor 1

Previsor 2

N

Previsor N ]

Entrada

Figura 3 — Stacked generalization.

A Figura 4 exibe um esquema de combinacdo conhecido como mistura de

experts (Jacobs et al. 1991). Neste esquema, ha um mecanismo binario (1 de N)

ativado pelo proprio dado de entrada e responsavel pela selecdo do previsor

potencialmente melhor naquele momento (o previsor selecionado recebe peso um

enquanto todos os outros recebem peso zero).

Previsio )

A

Seletor
“1 de N”

PN

Previsor 2

[ Previsor 1

Previsor N }

Entrada

Figura 4 — Mistura de experts.

Por ultimo, apresentam-se 0s sistemas que realizam combinacgéo/selecéo de

previsores através de regras (Arinze, 1994; Adya et al. 2001; Wang et. al. 2009;
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Lemke & Gabrys, 2010). Este tipo de sistema utiliza um conjunto de regras se-
entédo — conhecido como base de conhecimento — para ponderar a contribuigéo de
cada um dos previsores disponiveis ou mesmo selecionar um Unico previsor,
considerado mais adequado que todos os demais. A Figura 5 exibe uma base de
conhecimento onde se realiza a selecdo do melhor entre 6 previsores possiveis:
média movel (mov_avg), amortecimento exponencial simples (expon), Holt
simples (holts), Holt-Winters (winters), filtro adaptativo (adap) e decomposicao
(time_dec); os antecedentes das regras sdo compostos por atributos como
sazonalidade (seasonality), variabilidade ou numero de pontos de inflexdo
(variability), tendéncia (trend), coeficiente de determinagdo (r_sq) e erro
quadratico médio (MSE).

~~--- gtart of rule ----

1: R_SQ??
2: | <0.2599:MSE??
3: t <3.8661 expon
4 23.866:VARIABILITY??
LH <9.: holts
63 29.:TREND??
7: t <=11571.4: expon
8: 2-11571.4:R_5Q??
9: <0.05555: time_dec
10: >0.05555: MSE??
11: <5890000000, : SEASONALITY??
12: t <=0.0825: holts
13: z-0.0825: winters
14: 25890000000.: time_dec
15: ' 20.2599:5EASONALITY??
16: - <0.9021:MSE??
17: <11.64:TREND??
18: t <0.57505: holts
19: 20.57505: VARIABILITY??
20: <6.:VARIABILITY??
21: t <3.5: time_dec
22: >3.5: mov_avg
23: 26.1 expon
24: 211.64:TREND??
25: <0.20875:VARIABILITY??
261 [ t <7.: mov_avg
27 z27.: adap
28 20.20875: TREND?Z?
29: <11595.5: SEASONALITY??
30: <0.8327:R_SQ7??
31: t <0.9126: holts
32: 20.9126:VARIABILITY??
33: <0.5: adap
34: z0.5: holts
35: 20.8327: adap
36: >11595.5:TREND??
37: |: <55250., adap
38: 255250.: expon
35: L 20.9021:TREND??
40: <45.6: holts
41: 245.6 :VARIABILITY??
42: <1.: holts
432 21.: time_dec

---- end of rule ----

Figura 5 — Base de conhecimento para selecédo de previsores (Arinze, 1994).

Uma grande dificuldade em sistemas dessa natureza é a definicdo das regras
que vao compor a base de conhecimento e assim reger a combinacgéo/selecdo dos

previsores disponiveis.
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2.4.
Métodos tradicionais para estimacao de pesos lineares

Nesta secdo, revisa-se alguns dos métodos de ponderacdo linear mais
citados ou sugeridos na literatura. Excluindo-se a média simples (se¢do 2.4.1),
uma caracteristica comum destes métodos € que o0s pesos gerados multiplos
passos a frente sdo funcdo dos desempenhos individuais dos previsores, medidos

dentro da amostra. A Figura 6 exemplifica.

h=12..H

~ METODO ~
Yi:¥ui-n :> TRADICIONAL ::> Wik

Figura 6 — Diagrama representativo de um método tradicional de ponderacéo. A informacao &

processada com janela de tempo fixa ou expansiva.

Como acontece em diversas metodologias relacionadas a séries temporais —
incluindo o sistema NEW (capitulo 3) — os métodos tradicionais de ponderagédo
processam as informagGes disponiveis considerando uma janela de tempo, que
pode ser fixa ou expansiva. Considerando janela fixa de tamanho v, o calculo do
vetor de pesos para o instante t leva em conta informacdes anteriores (ou mesmo
simultaneas) a t, mas apenas as v informacdes mais recentes; informacdes
“antigas” sdo descartadas. Por outro lado, considerando janela expansiva, 0
calculo do vetor de pesos para o instante t leva em conta toda a informacéo

anterior (ou simultanea) a t; ndo ha descarte de informacao.

2.4.1.
Média simples

Tirar a média das previsdes é o metodo mais simples de combinacgéo linear
de previsores; ainda assim, é dificil de ser superado (Timmermann, 2006). Fazer a
média simples no horizonte h é, em outras palavras, utilizar o seguinte valor de

peso para cada um dos N previsores disponiveis:

Wt+h|t,k: 1/N (k = 1, 2, ceny N) (14)
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2.4.2.
Minimos quadrados irrestritos

A estimacdo de pesos por minimos quadrados irrestritos € um exemplo
classico de otimizagdo aplicada a estatistica. A ideia € que se obtenha os pesos
minimizando o erro quadratico ao longo das observacGes disponiveis. No caso
linear esta minimizacgéo é expressa como se segue, considerando janela de tempo

de tamanho v e horizonte de previs&o h:

t+h|t,1
Wt+h|t 2 & A ’
Wi (V) = . = mv:nz Yii — zwt—ﬂt—i—h,k Yiift-i-nk (15)
: i—0 k=1
_Wt+h|t,N i

A expressdo acima tem solucédo exata (Johnson & Wichern, 2007):

Wt+h|t = (?ﬂtfh Qtlt—h )_1 Qt]tfh ytlt_v (16)
onde
i 9t—1+]4t—h—1+1,1 9t—1+]1t—h—l+1,2 9t—1+1|t—h—1+1,N |
?ﬂt—h _ ?tlt—h (V) _ 9t—2+1|t.—h—2+1,1 S\/t—2+1|t.—h—2+l,2 9t—2+1|tih—2+1,N ( 17)
_9t—v+ﬂt—h—v+l,1 9t—v+ﬂt—h—v+1,2 9t—v+1|t—h—v+l,N i
_ Y, -
yie =| T (18)
[ Yeva

As equagOes acima podem ser adaptadas para considerar janela expansiva.

Neste caso, a equagdo (15) deve ser reescrita como mostra a equacao (19).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812742/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812742/CA

31

A

t+h|t,1

Wt+h|t,2

>
Il
3.
>
M

t+ht —

( Zwm hk * y||| h kj (19)

~

| WerhitN

2.4.3.
Minimos quadrados restritos

O uso de minimos quadrados irrestritos garante, dentro da amostra, a melhor
solugcdo matemaética para a estimagdo de pesos em combinacdes lineares (se¢do
2.4.2). Entretanto, os vetores de pesos gerados por aquele método, além de nédo
terem uma interpretacdo tdo direta, podem trazer problemas préaticos fora da
amostra, uma vez que ndo atendem a duas restricdes desejaveis (Timmermann,
2006): (a) terem componentes somando 1 e (b) ndo terem componentes negativos.

A restricdo (a) (somar 1) garante que a previsdo por combinagao linear seja
ndo tendenciosa, desde que os previsores sendo combinados, individualmente,
sejam ndo tendenciosos. Um previsor é ndo tendencioso quando o valor esperado

(E) de uma previsao equivale a prépria realizacdo da série:
E(9t+hlt,k) = yt+h (20)

Para demonstrar o efeito da restricdo (a), deve-se aplicar o valor esperado na

equacao (9):
C N A A
E(Yem) = E(z Wik Yeenik) (21)
k=1

E(Y&hn )= Wt+h|t,1E(9t+h|t,1) + Wt+h|t,2 E(9t+h|t,2) +.o+ wt+h|t,N E(yt+h|t,N ) (22)

Se os previsores combinados forem ndo tendenciosos, a equacdo (22) pode
ser convenientemente reduzida para a equacéo (23); pela equacéo, fica claro que a

previsdo combinada s6 sera ndo tendenciosa se Withjt,1 + Wshjt2 + ... + Weshien = 1.
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C A A A
E(Yine) = Yeon Wepres +Weippo + o+ W) (23)

A restricdo (b) (ser positivo), associada & condicdo de ndo tendenciosidade,
torna a combinacdo linear convexa, fazendo com que a magnitude da previsao
combinada esteja dentro da regido de valores definida pelas previsdes individuais.
A Figura 7 ilustra esta questdo. Além de fornecer melhor interpretacdo dos pesos,
outra vantagem das combinacfes convexas é que elas tendem a ser mais estaveis

(ou de menor variabilidade) do que as ndo convexas (se¢édo 4.4.2.1).

x 10

previsor A
previsor B
------- combinagéo 1
— - — combinagéo 2

Horizonte

Figura 7 — Todas as combinagdes convexas entre 0s previsores A e B geram previsdes limitadas a

regido por eles definida. Neste exemplo, mostram-se duas combinag8es possiveis.

Para transformar o problema de minimos quadrados irrestritos em um

problema de minimos quadrados restritos, reescreve-se a equacao (15) da seguinte

forma:
t+h|t,1
Wt+h|t 2 & N ’
Wy e (V) = S mvcnz Yii _Zwtfﬂt—i—h,k Yiift-i-nk (24)
: iz k1
| WerhitN |

sujeito a

N
zwtlt—h,k =1 e Wy 20 (25)
k1
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Para este tipo de otimizacdo ndo ha solucdo exata; os algoritmos utilizados
sdo iterativos (Gill et al. 1984; Mathworks, 2010a).

2.4.4.
Bates & Granger simples (BG1)

Outro método simples (mas também dificil de ser superado) é considerar
que 0S pesos sdo inversamente proporcionais ao erro quadratico médio (MSE)
(Bates & Granger, 1969; Newbold & Granger, 1974; Stock & Watson, 2001):

{V_lvz_: (Yo — 9t—i|t—i—h,k )2:|

i=0

N 1v—1 . , -1
Z{V_ Z(yt—i o yt—i|t—i—h,j) :|
j=1 i=0

Wiy (V) = (26)

sendo v € 1,2,3... 0 tamanho da janela considerada e h o horizonte de previsao. O
denominador na equacdo (26) garante que 0s pesos gerados em t somem 1 e,
portanto, sejam convexos (se¢do 2.4.3), uma vez que um valor de MSE nunca é
negativo. Assim como na se¢do 2.4.2, a equacdo (26) também pode ser escrita

com janela expansiva:

1 .y -
ﬁ 4 ||| h, k)
Wiihitk = N 1 - . ] (27)
§|:t h ; y||| -h,j :|

2.4.5.
Bates & Granger correlacionado (BG2)

Este método estende o método anterior (secdo 2.4.4), estabelecendo que 0s
pesos devem ser inversamente proporcionais a soma das correlacbes de erro
(secdo 2.2.2) entre os previsores sendo combinados (Bates & Granger, 1969;
Newbold & Granger, 1974). O conceito basico envolvido é dar maior peso aos

previsores que tém pouca correlagdo (de erro) com os demais, e, a0 mesmo tempo,
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diminuir o peso dos previsores que sdo altamente correlacionados. Este conceito
de ponderacdo também foi explorado por Mubwandarikwa (2007), como uma
forma de privilegiar previsores menos duplicados e mais independentes. A

equacao (28) reflete esta questao.

t+hjt,1
W, )
A &Yy t+hit,2 | tit-h
Weg(E)=| .77 |= =5~ (28)
IZt|t—h|
_Wt+h|t,N_

onde:
(i) Zt_|t1—h ¢ o inverso da matriz N x N de covariancia dos erros de previsao,

condicionada a um intervalo de tempo definido em instantes < t;

(if) 1€ um vetor N x 1 de uns.

Condicionando-se o calculo da matriz de covariancia X, , a uma janela de

tempo fixa de tamanho v, cada elemento [i, j] ha matriz tera a seguinte forma:

A o A o § v-1
ol J1=2 W, j]=V lzgt—un—u—h,i8t—u|t—u—h,j (29)

u=0

A variavel gqy.ny € 0 erro de previsdo em t, calculado com a previsdo feita

em t - h pelo previsor k:
Et-hk = (Y, — 9t|tfh,k) (30)

Assim como no BG1, uma variante a utilizacdo de janelas de tempo é a
utilizacdo de janela expansiva. Nesta variante, os elementos da matriz de

covariancia devem ser calculados de outra forma:

A .. 1
Yl j1= —n Zgu|u—h,igu|u—h,j (31)

—h u=h+1
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Finalmente, € interessante observar que o denominador na equagdo (28)
garante que o0s pesos gerados em t somem 1, o que assegura uma combinacédo
linear ndo tendenciosa (secdo 2.4.3). Por outro lado, 0 método ndo garante a

condicdo de convexidade: pode haver pesos negativos.

2.4.6.
AFTER

No método AFTER — Aggregated Forecast Through Exponential Re-
weighting (Yang, 2004), o peso atual é obtido recursivamente, aplicando-se um

fator sobre 0 peso mais recente:

Wt—1+h|t—1,k&t1t}—éh,k eXp{_[( Yi — 9t|t—h,k )2 /2&t|t—h,k ]}
N A A — > A A
ijlwt—hhlt—l,jatlt{h,j eXp{_[(yt - yt|t—h,j )2 /Zo-tlt—h,j ]}

Wt+h|t,k (5) = (32)

O escalar &,,_,, € um estimador da variancia condicional dos erros do

previsor k. Por exemplo, condicionando-se o estimador a uma janela fixa de

tamanho v tem-se:

v-1

~ A 1 2
Oynk = Oy nx(V) =V thfntfifh,k (33)

i=0

Os erros &jhx Sd0 calculados como na equagdo (30). Alternativamente,

pode-se condicionar o calculo a todo o historico, i.e., usar janela expansiva:

l t
t|t hk — _h Z Eulu-h k (34)
u=h+1

Como observado por Sanchez (2008), a contribuicdo de um previsor no
AFTER é pesada duas vezes (re-weighted): primeiro, pelo seu desempenho

medio, através do termo &, ,; depois, pelo seu Ultimo desempenho, através do

termo exponencial. O denominador na equacao (32) garante que o vetor de pesos

Werhit = [Weshin1 Werh2 . Weshjen] ™ S€ra convexo (secéo 2.4.3).
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Uma caracteristica do AFTER e que se algum peso Wk for zerado ele
permanece assim por todo o horizonte subsequente; isto é particularmente

indesejado em séries ndo estacionarias (Sanchez, 2008).

2.4.7.
Shrinkage

Shrinkage (Diebold & Pauly, 1990) ndo é um método de ponderacdo
isolado, mas uma metodologia de integracdo de métodos. A ideia bésica é que o
vetor de pesos final seja uma média entre o vetor de pesos calculado pelo método
de ponderacéo escolhido e um vetor de pesos definido a priori (Stock & Watson,
2006). Tipicamente o vetor imposto a priori € um vetor de pesos iguais, e neste
caso diz-se que os pesos originais sdo dilatados na direcdo da combinacgdo por

média simples:
Wt+h|t,k (@)= mj\\lt,\fﬁt-rl? °+@1-a)1/N) (35)

O hiperparametro « varia no intervalo [0,1] e controla a quantidade de
dilatagdo na direcdo dos pesos iguais; no caso mais trivial, « vale 0.5. Um
pequeno aprofundamento na metodologia shrinkage conduz a um resultado
algébrico simples, mas muitas vezes desapercebido, valido para toda combinacédo
linear: calcular um vetor médio entre dois (ou mais) vetores de pesos isolados e

depois usar este vetor para combinar previsfes (linearmente) € 0 mesmo que

calcular a média entre duas (ou mais) previsdes obtidas por combinacbes
(lineares), definidas pelos mesmos vetores de pesos isolados usados
anteriormente. Considere-se por exemplo trés diferentes combinacbes lineares

(por simplicidade, nas equacdes (36) a (42) fez-se Wyr.nk = Wik € Pijrhk = Vik):

c@ _ @ A (1) ~D G
t W yt1+Wt2 yt2 +WtNytN (36)
C2) _ (2 ¢ ~(2) G ~(2) ¢
t - Wt,l 'yt,l + Wt,z -Yt,z +.F Wt,N yt,N (37)

CB) _ ~(3) (3) ~(3)
t W ytl +W 2" yt2 +Wt,N yt,N (38)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812742/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812742/CA

37

Uma quarta combinacdo, definida pelo vetor de pesos médios, assumiria a
forma da equacdo (39). Esta equacdo pode entdo ser reescrita — equacdes (40) e
(41) — para mostrar o que se pretende.

ORIy VIR E) Oy VI RIS
c4) _ (Wt,l + W, +Wt,l) ~ (Wt,z + W, +Wt,z) N

t 3 Yia T 3 Yio T
) (2) (3) (39)
A (1 A (2 A (3
(Wt,N + Wi +Wt,N) ~
.t Yin
3
CH _ v ¢ Oy O G ~(2) M2 G
3yt - Wt,l 'yt,l + Wt,2 'yt,2 +ot Wt,N yt,N + Wt,l 'yt,l + Wt,Z 'yt,2 +
(40)
n (2) A S (3) A n (3) A n (3) A
ot Wt,N yt,N + Wt,l 'yt,l + Wt,2 'yt,Z +ot Wt,N yt,N
cQ c) c@®)

cay _ Y TEY Y

e (41)

3

Outro resultado importante é que se cada um dos vetores de pesos originais
somar 1, o vetor de pesos médio também somara 1. Isto pode ser observado a

partir da equacdo (39), impondo-se a seguinte igualdade:

MO LA L AEY (D R L R
(Wt,l +Wt,l +Wt,l ) (Wt,z +Wt,2 +Wt,2 ) +

3 3

(42)
A0 ~(2) o \MB)
(Wt,N +Win +Wt,N) _
3

.t 1

Admitindo-se como verdadeira a hipotese de que a soma dos componentes
de cada um dos vetores de pesos originais € 1, i.e, W) + W) +...+W" =1, i =1,

2, 3, é facil concluir que também é verdadeira a igualdade na equacéo (42).
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