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��������� ��� ������ �� ������������ �������� f � �� �������� � ��

���������������� �� ������������ ����������� � �������� � � ������� ��� ���

���� �xi, yi,=, si�� ���� xi � yi ��� ��������� �� ���������� ���������� = ���

���� � ������� �� ���� ������������ � si � � ������������ ��������� ����� xi

� yj� �� ������� � ������ f �� xi � yi� ��������� ��������� � ����� si� ��

����� f(xi, yi) = si� ���� �������� ��������� � �������� S � = {(x1, y1,=

, 1), (x2, y2,=, 1), (x3, y3,=, 1)}� ����� ��������� ����� �� ���������������� ���
�������� ������� ���� �� ������������ ����� � �� ������������ ��� ������

f̄ �(x, y) = g1(x, y)p1 + g2(x, y)p2 + g3(x, y)p3� ������ ����

f̄ �(x1, y1) = s1 ∴ g1(x1, y1)p1 + g2(x1, y1)p2 + g3(x1, y1)p3 = 1

f̄ �(x2, y2) = s2 ∴ g1(x2, y2)p1 + g2(x2, y2)p2 + g3(x2, y2)p3 = 1

f̄ �(x3, y3) = s3 ∴ g1(x3, y3)p1 + g2(x3, y3)p2 + g3(x3, y3)p3 = 1

�����

�� ������� �� �������� ������ �� ������� gi ��� ���������� �� ������� �

��������� ��������� �� ����� pi ��� ������ �������� ���� �������� ���� ����

���� ��� �� ������� ����������� ��������� ��������� �� ����� pi ��� �������� �

������ ����������� �� si� �� ����� ���� �� �������� �� ����������� ����������

S � ��� ������ �� ������������ �������� f � ��������� ���������� �� ����� pi
���� ��������� ��� ������� gi �� f ����� ��� ��� f ���� ����������� �� ���

����� ���� |S|�

i=1

si −
|S|�

i=1

f(xi, yi) ≈ 0 �����
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�� ������� �� ������ �� ������� ��� ���� ��������� �� ������� e � e�� � ���� ��

Υ� ��� ��� ���� ���������� � ����� ���� �� ������� ������������ ���� ������
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������� ��� ��������� � ���������� ������� ���� F1� F2� F4 � F5 ���

������� ��� ��������� � Px ��� ������

F3 = F1P4 + F2P5

F3P1 + F4P2 + F5P3 = K1

�����

� ������� ���� ��� �������� ���� ������

(F1P4 + F2P5)P1 + F4P2 + F5P3 = K1 �����

���� ������� ���� ��� ������ ���� � �� ����� ����

������ ���� ������������� �� ������� (F1P4 + F2P5)P1 + F4P2 + F5P3 = K1

�� ��������� ����������� ����� ��������� � ��������� ��� �������������

��� ������� ����� �� ���� �� ��������� ������������ � ������������ ��� ��

�������� C �� ����� g �� ����� ��� C = {g1, g2, g3, . . . , gn} ��� gi ∈ [0, 1]�

������ ��� ��������� S � ������� ���� ����� �� �������� �� �����������

C� �� ����� S = {C1, C2, C3, . . . , Cn}� � ������� �� ��������� � ���� ��� |S|�
���� ���� g ���������� ��� �������� �� ������� �� ��������� �� ��� �����

���� ���� ��� ��������� �� ������� Ξ ������� ���� �������� �� ���������

�� Υ� ��� ������� �� �� ����� � ���� gi ���������� � ���� � ��� �������� ��

������� �������� �� Ξ� ���� ���������� ������ �� ������ �� ����� ����� ��

������� �� Ξ�
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������� ��� � �������� �� ��������� �� ������ �� ������������ ����

����� ����������� �� ����� ��� ���� ��� ��������� Ξ = {F1, F2, F3, F4, F5}�
���� ��������� ��� ������� ��� ���������� � ������ ���������� ���� �����

�������� ��� ������� ����������� �������� � ����� �|Ξ| = 5� �� �����

C = {g1, g2, g3, g4, g5}� ���� gi � �� ������ ���� ����������� � [0, 1] ��� ���

�������� � ���� � ��� �������� � ������ Fi, 1 ≤ i ≤ 5�

��� ��������� Ξe,e� ���������� � ��������� �� ������� v1, v2, ..., vn ��

������������� ����� �� ��������� e � e�� ���� vi � ����� � Fi(e, e
�) � Fi ∈ Ξ�

������������ ��� ��������������� ��������� ����� ���� ��������� e �

e� ��������� �� ���������� ��������� � �� ���������� C� � �������� ��������

��� ������ α : Ξe,e� × C �→ � ��� ������� � ����� �� ������������ ����� ��

��������� e � e� ���� � ��������� �� ���� ���� gi ∈ C ��� ������� �� ������������

vi ∈ Ξe,e� �

������� ��� ���� ��� ��������� Ξe,e� = {F1(e, e
�), F2(e, e

�), F3(e, e
�)}� ����

������ � ������� ���� �������� ��������� ��� Ξe,e� � ������� ������� ���

������� �������� �� ����� � ������ �� ������� ��������� ������ ������ �� ����

�� ���������� C = {g1, g2, g3}� � ������ α ������� � ��������� ��� �����

�������� �� ���������� C ��� ������� �������� �� Ξe,e�� ������ ���� ����

�������� α(Ξe,e� , C) = F1(e, e
�)g1 + F2(e, e

�)g2 + F3(e, e
�)g3�

� ������� ����� �� ��������� �� ��� ������� ���������������� �����

��� ���������� ������������ ��� ����������� �� ���������� ��� ����� ��������

����� �� ���������� ����� �������� ������ ���� CP �� ����������������

���������� ��� ����������� �� ����������� � ������� ����� � �������� ����

��� ����������� �� ��������� ���� ���� s � � ���� �� ������������ �������

���� ���������� �� ���������� ���� � ��������������� ����� e � e��

|CP |�

i=1

|si − α(Ξei,e
�
i , C)| ≥ 0 �����

� ������� ��� � ���������� ������ �� ������� �� ������ �� ����������

�������� ��� ϑ : Ξ×C �→ �� ���� ������ � ��������� ���� �������� ������ ���
������� ������������ �� �������� �� ������� ���� �� ��������� ������ ����

������� �� ���� ��� � ����� �� ������ �� �������� ���� � ������� �� ��������

�� ������� �����

������� ��� ��������� CP = {(e1, e�1,=, 1), (e2, e
�
2,=, 1)} � � ����� ���

������� α(Ξe1,e�1 , C) = 1.05 � α(Ξe2,e�2 , C) = 0.9� � ����� �� ������ �� �������

���� � ���������� � � ��������� ���� ϑ(Ξ,C) = |1−1.05|+ |1−0.9| = 0.15�
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��� ������ �� ������� ��� ������� � ���� ������� ��� ������� ���

�������� �� ���������� C ���� �� ��������� ��� ���������������� ����������

����� ������������� � ���������� ϑ− � � ������� ���� �������

ϑ−(Ξ,C) = (

|CP |�

i=1

si)− ϑ(Ξ,C) �����

������� ��� ������������ �� ��������� �������� �� ������� ���� � �����

�� ������ �� ������� ϑ− ���� � ���������� � � ��������� ���� ϑ−(Ξ,C) =

(1 + 1)− (1.05 + 0.9) = 0.5�

� ������ �� ������� ϑ ���������� � �������� ��� � ���������� ���� ��������

�� ����� ��������� ��� ������� ��� ���� ��� ��� ϑ ������� � ����� ����

������� �� �� �������� ��� ������� ������ �� ������� ϑ− � ��������� ��

������ ���������� ���������� �������� ���� ����� ��� ������ ����������

���

���������� ��� �������� ��������

� �������� �������� �� ����� ��� ������ �������� ��������� ���� �������

� ������ �� ��������� ��������� ������������� � �������� �� ���������� ���

������������� τ ���� ����� �� ����� g ��� ��������� �� τ � � �������� ��

��������� �� ������������� τ � �������� ��� τ̇ � ���� � ����� �������� �� τ̇ �

���� � � ����� �������� � ����� � ��

��� ��������� ������� ��� �� ������ ����������� �� ���������� �

���������� �� ����� ���������� � ������� �� �� ���������� C �� �� ���

� ������� �� �� ���� �� ���������� �� �� �������� � �������� �� ���� gi ∈ τ̇

�� ��� ����� ��� gi ≤ 1−�|Č|
i=1 ǧi� ���� Č ������ �� ��������� �� τ̇ �� ���������

���� � ���������� �� ������ � ���� ��� ����� �� ��� ������� ������� � ������

����� �� ����� � ��

���� ��������� ��� � �������� �� ���������� � ����� �� ����� ����������

��� ��� ��� �� ����� �� ���������� ����������� ����� ��������� �� �������

�� ������������ �� ���������� ������ �� ������ Υ� ������ � �������� � ��������

���� ���� �������� �� ����� ��� ����� �� �� ����� ����� �� Υ� � ���������
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�� ���������� ��

��������� �� ������� �� ��������� �������
�������� g ← �������������� T ← ����� �� ����������
������ Pop ���������� ��������
������

�������� |Pop| ≤ T ����
Ci ← ���� ����������
���� ���� gj ∈ Ci ∧ gj /∈ Č� �� ����� ��������� ����

p ← ������� ��������� �� τ̇ � ��� ��� 1 ≤ p ≤ (|τ̇ | � ����
��� �������� �� ��������� �� τ̇)�
gj ← τ̇ [p]
Ci ← Ci ∪ gj

�� ���� ����

Pop ← Pop ∪ Ci

�� ��������

��

������� ��� ���� ������� ��������� � �������� �� ���������� �� ���

������� ������� ��� ���� �� ������� ���� � ������ ��� �� ��������� ����

� �� ����� ���� ���� �� ���� ��������� �������� ����������� �� ����� ����

�� ������� �� ������� ����� (N2) � �� ������� ���� �������� �� ����� ���� ��

������� �� �������� ����� (N1) ���� ������ �� ����� �����

N2 N2 N1 N1 N1

������ ���� ���������� ��� �������� ���� � ������� �� ���� �����

������������ τ = 0.05� �������� ��� ��������� ������� ���������� ����

���� ���� �������� ��� N1� �� ����� ���������� �������� ��������� �� �����

����

N2 N2 0.35 0.50 0.15

������ ���� ������� �� ���������� ��� ������� ������� ���� ������� ��
�������� �����

�� �������� � �������� � �������� ���� �� ����� ��������� ��� N2�

������� ����� �� ���������� ��� �� ������� ������������� �� ����� ����

0.65 0.30 0.35 0.50 0.15

������ ���� ������� �� �� ���������� ��� ������� �������
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��� ��������� ���������� ������������ ���� ���������� �� ����������������

�� ���������� ��

���� ��� � ���� ��� ������� � ������ ����� �� ����� � ���� ���� �����

�� ������ Υ �� ����� ����

���

���������� �� ���������� � �������

����������� ����� ���������� ������� � ��� ���� ����������� tc ��

������� �� ������� �� ���������� ���� �������� � ������� �� ���� ��� �� �����

����� ���� ����������� � ��������� ��� ������� �� ������� ������� ���������

��������� �� ������ ��������� ������ ���������� ������ ��� ��� ���� ��� ����

������� � ������������� �� ������� �� �� ���������� � ����������� ����

��������� � ��� �������� ��� �������������� ������� ��� � ����� �������� ���

���������� ���� ����� ����� ����� ������������� �� ��� ������������� ��� ���

��� ��������� ���� fi � ������� �� ��������� pi �� ��������� P � n � �������

�� ��������� P � � ������������� �� ��������� pi ��� ����������� ��

pi =
fi�n
j=1 fj

�����

���� ������� �������� �� �������� ��� ��������� ����������� ��� �������

��� ���������� �� ��������� S �� ������ � �������� �� ��������� ��� ����

�� ��� ������� �� ��������� ������ ���������� ��� ��� ����� ������� �����

��� ����� ������� �� ������ �� ��� ����� ��� ����� ������������� �� �����

�����������

���� ���� ��������� �������� � ������ �� ��������� ��������� ���� ��������

� ������� �� ��������� ���� ������� ���� � ������������ ������������ �

��������� �� �������� �� ����� � ��������� ��� ���������� ��� ������� ��

������ ��������� ������ �� ����� ����� �� ��� ������ �� �������� ��� �����

���� ��� � ������� �� ������ ����� ��� ��������� � ��������� �� ��������� ���

���������� � ������ �� ������� ������������ �������� �� ������� ���� ����

������ �� ��������� ������� �� ����� ����������� ������������ � ��������� ��

������� ��� � ��������� ����������� ������ ���������� ��� ��������� ��������

�������� ������� �� ����� ����� �������� � ����� ����� ������ �� �����

�����������

��� ��� ��������� �� ���������� �� ���������� � �������� �� ������

���� ��������� r ∈ [0, θ−S ]� ���� θ−S � � ������� ������������ ����� ��

��������� S �������� �����

θ−S =

|S|�

i=1

ϑ−(Ξ,Ci) �����

�� �������� � ��������� S � ���������� ��������������� � � ��������� �

���������� Cp� �� ������� p� ��� ���

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821406/CA



��� ��������� ���������� ������������ ���� ���������� �� ����������������

�� ���������� ��

min(

p�

i=1

ϑ−(Ξ,Cp)) ≥ r �����

� ����� ��� ������� ���� � ��������� ���������

������ ���� ������� �� ������ ���� ������� �� ���������� ������� � ��� ������
�����

������� ��� ������� � ������� �� �� ������ ��������� r = 0.65 � �

��������� �� ����� ���� � ���������� ��������� ���� � ���������� �� ���

��� ���� �� ��������� � ��������� �� ����� ����������� � �������� ����������

������ ������� ����� ���� � ������� ���������� ������ ������� ����� � ���� �

� ���� ��� �������� �� ���������� � � � ������� � ���� �� ����� ���������

�� �������� ����� ��� � r� �� ����� �������� ≥ �����

����� ���� ���������� C1 = (g1, g2, . . . , gl) � C2 = (h1, h2, . . . , hl)� �� ����

�������� l� ���������� �������������� �� ���������� ������ ��� �������������

ρr ��� �� ���������� ����� ���� ���������� ������ ���� ����� ����� ����������

� ������ �� ����� �������� �� ������ ���� ����������� � �������� ��� ��������

�������� �� ���������� �� �� ����� ���������� �������� ���������� ������

���� ���� ���������� ������ ����� ��� ����������� ���������� ������

�� ������ Υ� � �������� �� ���������� � �������� � ���� ����� �� ����� ��

����� ������ ������ ���� ���� ����� �� ����� �� ����� ������ � ��������� ��

������ r ∈ {1, 2, . . . , l} ��������� � ����� �� ����������� ��� ��� ���� �����
������� ��� �������� � ������ �� C1 � C2 ������� �� ����� �� �� �������� ��

��������� � ������� �� ������� r� ���������� �� C �
1 = (g1, . . . , gr, hr+1, . . . , hl)

� C �
2 = (h1, . . . , hr, gr+1, . . . , gl)�

������� ��� � ���������� ��� ����������� C1 � C2� ���������� ����������

����� �� ���������� ������ ��� ������������� ρr �� ����� ���� ����� �������

����� ���������� ��� �������� ��� C1 � C2 ����������� ����� �� ���� ������

�� ����������� ���� �� ����� ���� � ���������� ������ �� �������� ������
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� �������� ���������� �� �� ����� ��������� ���� �������� �� ����

�� ������������� �� ������� ��������� ����� ��������� ��� ��� ��� � ������

�������� �� ��������� � ����� �� ������� � ���������� �� �� �������� �� ����

������ �� ���� ����� ������� ��������� � ����������������� ��� ������������

� ���� �������� ���� ���� ���� ���� ����� ��������� �� ������ ����� �����

�� �������������� �� �� �������� �������� �������� ��� ���������� � �����

��������

� ���� ���� ���������� ������ ���� �������� �� ����������� ������ ���

������������� ρm �� ��� � ���������� ����� ��� �������� � ������� � ��

�������� �� ���� �� ���� � �������������� ����������� ��� ���������� ���

������ ���������� �� �� ���� ����������� � �������� �� ������� � �������

��� � ��������� �� ����� ����� ���������� ������� ��� ��� � �������� ���

������� ���� �� �� ������ ������ � ������� ������ ��� ��������������� ���

������� ��� � ��������� ������� ������ ����� �� ������ �� ��������� ����������

� ������������� ρm � ��������

����� ��������� � ��������� ��� ������� �������� ����� �� ��� ������

�� ���� � ���������� ��� ���� ������ ��� �� ��� ���� ����� g ���������

�������������� �� �� �������� � �������� �� ����� x ∈ {−2,−1, 1, 2} �� ���
����� ��� g ������ � ���� ����� g� = g + xτ � ���� ������ � ������� �� �����

���������� ������������ � ��������� �� ��� g� ≥ 0�

������� ��� ���� �� ���������� C = (0.5, 0.1, 0.2)� τ = 0.1 � p = 2

� ������� �� ���� �� C ��� ������� �������� ������� �� ������ x = −2

�������� ��������������� � ������� ���� �� C ���� �������� ���� g� = 0.1 +

(−2 × 0.1) = −0.1� ���� ��� � ��������� ����� ��� ������� ���������� �
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��� ��������� ���������� ������������ ���� ���������� �� ����������������

�� ���������� ��

�������� �� �������� ��� � ������� �� �� ���� ���� g � �� �� ���� ����� x

��� ������� �� g + xτ ≥ 0�

���

������������� �� �������

���� � �������� �� ���������� ����� �� ���������� ��� ��������� ����

������ �� ��������� ϑ � � ��������� ��� � ������ �������� �� ����� � ���������

Cv = min(ϑ(Ξ,C)) � ���������� ��������� ��������� � ��������� ��������

�������� � ������ ������� ��������� �� ����������

�� ���������� � ��������� ���������� �� �������� �� ������������� ��

������� ��� � ��������� �� ��������� ��� ������ �������� ���� ���� ����������

��� ����� ����� ��� � ������� ����������

�� ��������� �� ����� ����� ������ ���� ���� �������� ��� ����������

�������� ��� �� �������� �� �������� ��� ��������������� ����� ��������

������ � �������� ������ ���� ��� ������� ��������� ��� ��� ������ �� ���

��������� �� ��������� �� ����� ����� � ��������� � ���������� ����� �������

�� ����� �� ����� ��� ����� ����� ����� �� �������� �� ������������ ����

� ����������� ����� ���������� �� ��� ������ ������� ��� ����������� ��������

� ���� ������� �������� � � ��������� �������� �������� ������

���� ���������� ��� ������ ������� �� ����������� ����������� ����

����������� ����� ��� ��������� ������� ������ ��� � ���������� �� �����

��������� ��� � ���������� �� �������� �������� �� ��� � ���������� �� �������

���������� � �������� ���������� �������� �� ��������� � ���������� �� �����

��������� � ���������� � ������ ������� �� ���� � ����������� ���� ����

�� ���������� ���� ��� ������� ���� ����������� ����� �������� � �������

���������� �������� �� ���������� � �������� ������� ������ ��� ���� ������

��� � ������� ��������� ������ ��� ������� ������� ������ ��� � ��������

� ������������� ����������� ���� ���������� � ������� ������ ��� ������� �

���������� ��������� �������� �� ������� ��� ������ �� ������� ���������

���� �������� ��� ������� �� ���������� ��� ���� ������ ��� � ������� ������

� ��������� �� ����� ����� ��������� ����� ��������� �������� �� �����

�� �� Cz = min(ϑ(Ξ,Cz)� ���� Cz ��� ����� �� ���������� V = V + ∪ V −

� Cz < Cv� � �������� V + � ������� ����� �������� �������� �� Cv =

(g1, g2, . . . , gn) ��� ������� ��������������� ������ �� ��������������� �� C ���

������� �� ��� ����� �������������� ����� � gi + τ � � �������� �� ��������

�������� V −� ��� ��� ���� � ������� ��� �������� ��� ������� �����������

����� ������ �� ��������������� �� C ��� ������� �� ��� ����� �����������

���� �� ����� gi − τ ≥ 0� �� ����� V + = {(g1 + τ, g2, . . . , gn), (g1, g2 +
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��� ��������� ���������� ������������ ���� ���������� �� ����������������

�� ���������� ��

τ, . . . , gn), . . . , (g1, g2, . . . , gn + τ)} � V − = {(g1 − τ, g2, . . . , gn), (g1, g2 −
τ, . . . , gn), . . . , (g1, g2, . . . , gn − τ)}�

����� ���������� ��� � ��������� ��� ����� ��������� �� ���� �

���������� �� ������� ��������� ��� � ����������� � ������ ������� ��������

�� V � ���� ��� ���������� ����� �� �������� �� V � � ���������� �� ��������

�� V � O(n)� ���� |V | ≤ 2n � n � � ���������� �� ����� �� �����������

���� ���� ���������� �� Cz� ���� � �������� �� ��������� � �� �����

� ���� ��������� ��� ����������� tv ��� �������� �������� ��������� ��

���������� �� Cv � �������� �� ����������

���� �������� �� ������������� � ��������� � ���� b ��������� � ����������

���� b ���������� � ����������� ���� ��� �� ������ ����� �� ��������� ��

����� �� � ��������� ��� ����� ��� ��� ��������� ����� � ������������� �� �����

����� ������� ��� ����������� ���� ��� ��� � ���� �� ���������

���

���������� �� ���� �������

� ������� � �� ��������� �������� ��������� � ����� � ���� ��������

�������� ��� ���� �� tm �������� ����������� � ������� �� ����� ���

��������� ���� ����� �������� ��� ��������
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������ ���� ���� ��� ���� ��������� � ������

� ������ �� ��� ��������� P0� � ������� ������� � ������� �����

tm �������� ���������� �� P0� �������� � �������� M � ���� �������� �

������������� ��������� � �������� R ��� tp ������ ���������� �� P0 ������

������� � ������� �������� �� �������� ���������� ����� � �������� �������

����� ���������� ������� ��� ���������� �� ������� ����� � �� ����������

��������������� �� ����� �� �������� ��� ��� ����� ������ �� �������� �
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�������������� �� P � �������� ������� ����� �������������
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0.5x+ 0.1y + 0.2z = 1

0.6x+ 0.8y + 0.1z = 1
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

fa1 = 0, 4x+ 0, 1y + 0, 2z

fc1 = fa1a+ 0, 1b

fc1c+ 0, 2d+ 0, 4e = 1

fa2 = 0, 3x+ 0, 2y + 0, 4z

fc2 = fa2a+ 0, 7b

fc2c+ 0, 1d+ 0, 1e = 1

fa3 = 0, 5x+ 0, 1y + 0, 1z

fc3 = fa3a+ 0, 4b

fc3c+ 0, 7d+ 0, 2e = 1
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