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Fundamentos Tedricos

3.1
O Mercado de Opcoes

O Mercado de Opgdes sobre Ag¢des ¢ o mercado onde sdo negociados
direitos de compra ou venda de um lote de agdes, com precos e prazos de
exercicio pré-estabelecidos.

O mercado de opgdes surgiu com a finalidade de criar um mecanismo de
protecdo aos investidores contra possiveis perdas no mercado, um seguro contra
fortes oscilagdes futuras dos ativos. “No Brasil, o mercado organizado de opg¢des
existe desde 1979, implantado inicialmente pela Bolsa de Valores de Sao Paulo”
(Bessada, Barbedo e Araujo, 2007). Considerando que os instrumentos financeiros
tém seus precos e retornos expostos a flutuacdes imprevisiveis, as opgdes sao
usadas para adaptar o risco as expectativas e metas do investidor.

Um agricultor produtor de soja, que tem custos fixos no seu produto ¢ nao
pode depender do humor do mercado e das oscilagdes dos precos do seu ativo até
o momento da colheita e venda da produgdo, pode utilizar as opgdes como um
seguro e pagar um prémio na data do plantio para ter o direito de vender o seu
produto a um prego que lhe seja vantajoso na hora da colheita, alguns meses a
frente.

Com as opgdes o investidor tem também a possibilidade de “alavancar” sua
posicdo, aumentando o potencial retorno de um investimento, sem aumentar a
quantidade de capital investido, uma vez que o capital inicial investido para
comprar uma opg¢ao ¢ relativamente pequeno em comparagdo com o ganho.

Uma opgao ¢ o direito de comprar ou vender um ativo especifico, por um
pre¢o, adquirido mediante o pagamento de um valor (o prémio), para ser exercido
em uma data pré-estabelecida (data de vencimento). Titular é o investidor que
compra a op¢ao ¢ adquire os direitos (de comprar ou vender acdes) a ela
referentes. Langador ¢ o investidor que vende a op¢do e assume 0S cOmpromissos

a ela referentes.
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O prémio - ou prego da opcao - € negociado entre o comprador e o vendedor
no momento da operacdo em mercado, pago no momento da aquisi¢do da opgao e
¢ influenciado por diversos fatores.

O prego de exercicio, comumente chamado de strike, ¢ o valor pactuado no
contrato da op¢do no qual o titular terd o direito de pagar/receber pelo ativo na

data de exercicio.

3.1.1
Opcéo de Compra

Numa op¢ado de compra (CALL), o comprador (titular) adquire o direito de
comprar as agdes-objeto a prego e prazo pré-determinados. O vendedor (langador)
assume a obrigacdo de vender as agdes-objeto, caso o direito seja exercido pelo
titular. Ele recebe, por isso, o valor do prémio.

O resultado de uma CALL em seu vencimento consiste no maximo entre

zero e o valor do ativo-objeto (S) subtraido do prego de exercicio (K), Eq. (1).

CALL = max(0,S — K) Eq. (1)
Caso o investidor seja o titular subtrai-se o valor do prémio pago ao
resultado da opgdo, caso seja o lancador soma-se o valor do prémio recebido.
Podemos ver a seguir como se comportam os graficos de retorno financeiro no
vencimento de uma CALL, com a variagdo preco do ativo-objeto.
Na Figura 1 e Figura 2 podem-se ver exemplos de titular e langador para
uma Call com R$60,00 de preco de exercicio e R$2,00 de prémio. Na Figura 1
vemos que, no vencimento, o titular perde os R$2,00 pagos no prémio caso o
ativo-objeto ndo fique acima de R$60,00 (strike da opgdo) e comega a ter lucro
somente quando o ativo ultrapassa R$62,00 (strike + prémio). Para o lancador na
Figura 2 o resultado ¢ inverso. O langador embolsa todo prémio de R$2,00
recebido caso o ativo-objeto fique abaixo do strike e comeca a perder a partir de

R$62,00. A negociagao de uma opgéo ¢ equivalente a um jogo de soma-zero.
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3.1.2
Opcéo de Venda

Em uma opg¢ao de venda (PUT), o titular compra o direito de vender as
acoes-objeto a determinado pregco e prazo. O langador assume a obrigagdo de
comprar as a¢des-objeto no caso do titular exercer seu direito.

O resultado de uma PUT em seu vencimento ¢ no maximo entre zero € o

valor do preco de exercicio (K) subtraido do valor do ativo-objeto (S), Eq. (2).

PUT = max(0,K —S) Eq. (2)

Caso o investidor seja o titular subtrai-se o valor do prémio pago ao
resultado da opgdo, caso seja o lancador soma-se o valor do prémio recebido.
Podemos ver a seguir como se comportam os graficos de retorno financeiro no
vencimento de uma Put, com a variagdo preco do ativo-objeto.

Na Figura 3 e Figura 4 pode-se ver exemplos de titular e lancador para uma
Put com R$60,00 de prego de exercicio e R$2,00 de prémio. Na Figura 3 vemos
que, no vencimento, o titular perde os R$2,00 pagos no prémio caso o ativo-objeto
acabe acima de R$60,00 (strike da opgao) e comega a ter lucro somente quando o
ativo cai abaixo de R$58,00 (strike - prémio). Para o langador na Figura 4 o
resultado ¢ inverso. O langador embolsa todo prémio de R$2,00 recebido caso o

ativo-objeto acabe acima do strike e comega a perder a partir de R$58,00.
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3.1.3

Opcdes Européias e Americanas

As opgdes sdo classificadas em Americanas e Européias de acordo com o
seu tipo de exercicio. Com as opc¢des americanas o titular pode exercer o seu
direito a qualquer momento enquanto que no estilo europeu o titular s6 pode

exercer o seu direito na data exata de vencimento da opc¢ao.

3.2

Precificacdo de Opcdes

Um modelo de precificagdo de opgdes ¢ um algoritmo matematico ou
formula, por onde se estima o preco tedrico ou justo de uma opg¢ao. Varios fatores
influenciam o prego de uma opgdo, que é formado por dois componentes
principais: o valor intrinseco e o valor extrinseco/temporal.

Duas variaveis que obviamente influenciam o prego de uma opg¢do sdo o
preco de exercicio (strike) dessa opgdo e o preco do ativo-objeto. O valor
intrinseco de uma call é zero quando o prego do ativo esta abaixo do strike da
opcao e ¢ igual a diferenca entre o valor do ativo e o strike (S — K), quando o ativo
estd valendo mais que o strike (para uma put a relagdo ¢ invertida). O valor
intrinseco nao € o Unico afetado por essas duas variaveis. Op¢des no dinheiro ou
proximas do dinheiro (Apéndice 2) costumam ter maior valor extrinseco (valor
temporal) comparado com op¢des muito dentro do dinheiro ou muito fora do
dinheiro (Apéndice 2). Quao mais proximo estiver o preco do ativo do strike da
opc¢do, maior as chances de que este ultrapassard o strike, dando assim valor
extrinseco a opg¢ao antes do vencimento, e assim ganhando mais valor temporal,
valor de risco.

A volatilidade do preco do ativo utilizada como entrada em um modelo de
precificacdo, por ndo ser facilmente verificada, ¢ o fator mais critico para se
determinar o preco de uma opgao. Volatilidade ¢ uma medida da variabilidade do
preco de um ativo por unidade de tempo, o que varia muito de ativo para ativo.
Certos ativos como acdes de novas empresas € empresas pré-operacionais,

costumam ter volatilidades muito altas, na casa dos 60% a.a, enquanto que agdes
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de empresas do setor de energia, por exemplo, sdo muito menos volateis,
apresentando volatilidade anualizada na casa dos 15% a.a.

A volatilidade calculada utilizando o histérico de pregos do ativo ¢ chamada
de volatilidade histérica. O valor temporal da opgdo ¢ altamente influenciado pela
volatilidade do ativo, pois quao maior a velocidade de movimento do ativo, maior
a probabilidade da opgao ser exercida.

O valor temporal da op¢do também ¢ influenciado pelo prazo para
vencimento. Quanto maior o tempo para o vencimento, maior ¢ o componente do
valor temporal no prego da opc¢do, pois mais tempo resta para o ativo variar de
prego, logo maior a probabilidade, para ele alcancar e ultrapassar o exercicio. O
valor temporal ¢ a variavel especulativa da opcao. Com o passar do tempo ha um
decaimento desse valor, valendo zero no vencimento da opgdo, pois ndo resta
mais tempo para especulagao.

O valor da taxa de juros livre de risco e dos dividendos esperados também
tém alguma, porém pouca influéncia no prego das opcdes. Uma call se valoriza
com um aumento nos juros, enquanto que uma put se desvaloriza. Essa relacdo
pode ser entendida da seguinte forma: suponha um arbitrador’ que fica vendido®
no papel e compra calls dentro do dinheiro para se proteger de possiveis perdas
financeiras devido a oscilagdes adversas que podem ocorrer. O financeiro que ele
recebe dessa operagdo pode ser aplicado a taxa livre de risco recebendo juros,
portanto quanto maior a taxa livre de risco, mais ele estara disposto a pagar na call
para fazer essa troca e aplicar o dinheiro. A taxa de dividendos a receber da agao
tem um efeito contrario no pre¢o da opcdo. Esse mesmo arbitrador com essa
mesma posicdo fica responsavel em pagar os dividendos que a agdo tiver direito
quando o mesmo entregar o ativo que ele vendeu, portanto quanto mais
dividendos essa agdo receber, maior os custos para o arbitrador, que pagara entao
menos pela call para montar a operagdo. As taxas de Juros e os dividendos
influenciam no custo de carregamento de um investimento e impactam nos pregos

das opg¢des.

> O arbitrador atua no mercado através de operagdes de arbitragem, que tém como finalidade tirar
proveito do desequilibrio do prego justo entre dois ativos, dois mercados ou de possiveis mudangas
nessas diferengas no futuro.

% Um investidor que fica vendido em um ativo estd apostando na queda do prego deste ativo. Ele
vende esse ativo, sem realmente possui-lo, para recomprar em algum momento mais a frente.
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O skew e a curtose da distribuicdo dos retornos do ativo também
influenciam no prego das opgdes, sdo chamados de terceiro ¢ quarto momento e
definem certos aspectos do formato da curva de distribuicdo de retornos. Ao
contrario da distribuicdo normal, uma distribuicdo com skew negativo tem uma
cauda esquerda maior e uma cauda direita menor com o topo inclinado para a
direita (exatamente o inverso para skew positivo) (Figura 5). Uma agdo com skew
negativo seria aquela que demonstra quedas bruscas ocasionais contra frequentes,
mas pequenas, altas. Portanto o skew da distribui¢do dos retornos da acdo afeta a
expectativa de retorno final de uma operagio estruturada’ com opgdes, sendo

entdo relevante ao preco da opgao.

Distribuicéo Skew Negativo Skew Positivo
Normal

Figura 5 — Distribuicdo Normal e Distribuicdes com Skew.

A curtose ¢ uma medida de dispersdo que caracteriza o "achatamento" da
curva da funcdo de distribuicdo. Uma distribui¢do platicurtica, com curtose
negativa, ¢ mais achatada que a distribuicdo normal, sendo mais larga no centro e
apresentando caudas mais curtas. Uma distribui¢do leptocurtica, com curtose
positiva, ¢ mais alta, fina e afunilada que a distribui¢do normal, tendo também

caudas mais longas (Figura 6).

a A

Platicurtica Leptocirtica

Figura 6 — Distribuices com Curtose.

De acordo com Natenberg (1994), a ditribuicdo de retornos comumente
observada em acdes ¢ leptocurtica, apresentando mais retornos extremos, tanto

positivos quanto negativos, do que esperados por uma distribui¢do normal e

7 Operagdes Estruturadas com opgdes sdo estratégias que incluem uma combinagio de dois ou
mais contratos de opgdes.
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também mais variagdes pequenas, onde os preg¢os variam muito pouco, do que
variagdes moderadas. O efeito dessa caracteristica no prego das opg¢des pode ser
observada no denominado sorriso de volatilidade (Figura 7). O sorriso da
volatilidade mostra que opg¢des bem fora do dinheiro e bem dentro do dinheiro
acabam sendo negociadas a precos acima do esperado por modelos de
precificagdo que consideram uma distribui¢do normal, logo apresentando uma

maior volatilidade implicita.

Sorriso da Volatilidade das Opgoes
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Figura 7 — “Sorriso” da volatilidade

O primeiro momento da distribui¢cdo de retornos do ativo, a média, também
¢ importante na precificacdo de uma opcao. Uma média diferente de zero pode ser
vista como uma tendéncia de longo prazo do ativo. Numa tendéncia positiva, calls
podem valer mais e puts menos, devido & expectativa de se manter o0 movimento
direcional do ativo, apreciando o valor da call e depreciando o valor da put. O
inverso ¢ valido para uma tendéncia negativa.

Ciclos sazonais e eventos também tém grande impacto na precificacao de
opcdes. A volatilidade das opg¢des tende a aumentar quando h4 a expectativa de
algum anuncio ou noticia especifica que possa influenciar o ativo. Em momentos
como anuncio de balangos e resultados a volatilidade pode aumentar € como isso
acontece trimestralmente, pode ser considerado um ciclo sazonal na volatilidade

de acgdes. Muitos outros ciclos podem ser verificados, principalmente em
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“commodities”. Rumores e expectativas de aniincio de importantes noticias como
fusdes, aquisi¢des, novas descobertas, langamentos de produtos, decisdes judiciais
entre outras podem gerar fortes picos na volatilidade, influenciando também nos
precos das opgoes.

Um grande desafio para os participantes do mercado de opgcdes € encontrar
0 preco justo para se pagar em uma opg¢ao que estd sendo negociada no mercado.
O artigo de Black e Scholes (1973) apresentou um modelo matematico para
calcular o valor justo para o prémio de uma op¢do européia sem dividendos. De
acordo com Black e Scholes (1973) o prémio de uma op¢ao de compra ou venda ¢é
funcao do prego do ativo-objeto, do preco de exercicio, do tempo até o exercicio,
da taxa de juros livre de risco e da volatilidade do ativo-objeto até o exercicio e se

da através da Eq. (3) para uma call e da Eq. (4) para uma put :

c=5SN(d;) —Xe "tN(d,) Eq. (3)
p =Xe "'N(—d,) — SN(—d,) Eq. 4)
In(S/y) + <r + 52/2> T
i Eq. (5)
1 S\/T
dZ = dl - S\/T EQ- (6)

Onde:

¢ ¢ o preco justo da call;

p ¢ o prego justo da put;

S € o preco atual do ativo-objeto;

X ¢ o preco de exercicio da opgao;

T ¢ o periodo de tempo até a data de vencimento da op¢ao;
r ¢ a taxa de juros livre de risco no periodo;

s ¢ a volatilidade do ativo-objeto no periodo;

N(d) ¢ a funcao de densidade acumulada da distribuicdo Normal padronizada.

Este modelo segue uma série de premissas que ndo necessariamente se
verificam na pratica: as opg¢des sdo européias; o prego da agdo segue um
movimento geométrico browniano; os retornos do ativo-objeto seguem uma

distribuicdo normal; vendas a descoberto sdo permitidas; ndo ha pagamentos de
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dividendos durante a existéncia do derivativo; a taxa de juros livre de risco ¢
constante ¢ a mesma para todos os prazos de maturacdo; a volatilidade do ativo-
objeto ¢ um valor conhecido e constante ao longo do tempo; assumindo-se
auséncia de arbitragens obtemos o preg¢o justo dos derivativos.

Merton (1973) e Amin (1993) relaxam a premissa de normalidade dos
retornos do ativo-objeto. Neste trabalho os autores consideram que o retorno do
ativo-objeto segue um processo de saltos em conjunto com um processo de
normalidade.

Hull e White (1987), Amin (1993) e Heston (1993) relaxam a premissa de
volatilidade constante até¢ o prazo de vencimento da op¢ao. O comportamento da
volatilidade ¢ modelado por um processo estocastico independente do prego do
ativo-objeto. Os resultados encontrados indicam que o modelo de Black e Scholes
(1973) avalia bem opg¢des no dinheiro e subestima o preco de opcdes dentro do
dinheiro e fora do dinheiro.

Apesar da grande quantidade de modelos, nenhum deles consegue descrever
completamente a complexidade do aprecamento de opg¢des, diante disso o modelo
de Black e Scholes (1973), por sua simplicidade, ainda continua a ser o mais
utilizado no aprecamento de op¢des no mercado brasileiro e ¢ o utilizado neste
trabalho.

Em um mercado eficiente e racional podemos considerar todas as opgdes
como européias, por ser desvantajoso exercer uma opcdo antes do seu
vencimento. O motivo que a torna desvantajosa ¢ que um titular de uma Call nao
desembolsaria antecipadamente o financeiro para exercer seu direito de compra do
ativo quando ele pode deixar o dinheiro rendendo a taxa livre de risco até a data
do vencimento. No caso em que o investidor decida se desfazer dessa “posi¢cdo”
antecipadamente, ele pode vender a sua Call no mercado secundério por um prego
superior ao da Eq. (1), devido ao valor extrinseco/temporal da opc¢do, o que ¢ mais
vantajoso € menos custoso que exercer o direito de compra e vender o ativo em
seguida. Todas as Puts sdo, por convengdo, européias no mercado brasileiro.

No mercado brasileiro pode-se considerar que ndo hd pagamentos de
dividendos durante a existéncia da opc¢ao devido a um mecanismo operacional da
BOVESPA que diminui o valor do pre¢o de exercicio da opgao pelo valor do
dividendo no momento em que este ¢ anunciado (Bessada, Barbedo e Araujo,

2007).
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33
Volatilidade

No Mercado existem varias visdes e tipos diferentes de volatilidade:
Volatilidade futura, volatilidade histdrica, volatilidade prevista, volatilidade
implicita entre outras.

A volatilidade histérica ¢ a realizada por um ativo financeiro ao longo de
um determinado periodo de tempo. Esta medida ¢ muito simples de calcular, basta
tomarmos o desvio padrdo dos retornos historicos do ativo, normalmente dos
retornos logaritmicos.

A volatilidade futura ¢ o que todo investidor gostaria de saber, ¢ a
volatilidade que melhor descreve a distribui¢do futura dos precos do ativo-objeto.
E esse valor que se procura fornecer como entrada em um modelo de precificagdo
de opgdes. Conhecendo-se a volatilidade futura, sabe-se a probabilidade do ativo
alcancar certos niveis de pre¢o no vencimento.

Mesmo ndo conhecendo o futuro, se um investidor pretende chegar a um
preco justo para comprar/vender uma opcao, ele precisard encontrar um valor para
tal volatilidade futura. No mercado financeiro, como em outras areas de
conhecimento, um bom ponto de partida ¢ olhar para os dados histéricos e
verificar a volatilidade num determinado periodo passado. Se nos ultimos anos a
volatilidade de um ativo nunca foi maior que 30% ou menor que 15%, ndo seria
inteligente esperar uma volatilidade de 40% ou de 8%, o que ndo quer dizer que
seria impossivel de acontecer.

Da mesma forma que existem sistemas que tentam prever movimentos
futuros no preco de um ativo, existem sistemas que procuram prever a volatilidade
futura de ativos. Essa previsdo costuma ser feita para um intervalo de tempo
proporcional ao tempo restante para o vencimento da op¢do analisada. A previsao
da volatilidade futura ¢ um dos objetivos desse trabalho.

As volatilidades futuras, historicas e previstas, estdo associadas ao ativo-
objeto, porém existe outra interpretagdo de volatilidade que est4 associada a uma
certa opgdo, a volatilidade implicita. Suponha-se que certo ativo estd valendo
R$98,50 com taxa de juros de 8%a.a. e que a expectativa de volatilidade futura
para a call de preco de exercicio R$105,00, com trés meses para o vencimento,

seja de 16%a.a. Para se saber o preco tedrico dessa opg¢do, entra-se com os valores
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indicados num modelo de precificagdo, no caso o Black & Scholes, e encontra-se
o valor de R$0,96, enquanto que essa opgdo esta sendo negociada a R$1,34 a
mercado.

Para explicar tal discrepancia no prego, considerando que todos no mercado
estdo usando o mesmo modelo de precificagdo, analisa-se as varidveis de entrada,
verificando que a Unica que pode divergir ¢ a volatilidade, por ndo ser facilmente
verificada, enquanto que as outras variaveis sao triviais. Usando-se um método
matematico como Newton-Raphson (Apéndice 1), pode-se verificar que para
precificar a opcdo em R$1,34 o mercado estd considerando uma volatilidade de

18,5%, chamada de volatilidade implicita da opgao.

34
Modelo EWMA

No célculo da volatilidade pela média histérica, sao atribuidos os mesmos
pesos para todos os retornos da série historica que compdem a amostra,
dificultando a deteccdo, com rapidez, de mudangas de tendéncia de
comportamento da volatilidade, uma vez que atribui a mesma importancia tanto
para os retornos mais recentes quanto para os mais antigos.

O modelo EWMA (exponentially weighted moving average) ¢ um método
de suavizagdo exponencial que utiliza médias moveis (Wikipedia, Moving
Average). Com ele detecta-se com mais rapidez as mudangas nas condi¢des do
mercado. Em vez de aplicar o mesmo peso para todos os dados observados da
amostra, sdo atribuidos pesos maiores as observagdes mais recentes. O peso
alocado para cada um dos dados da amostra ¢ uma funcdo do fator de decaimento
ou grau de suavizagao (A ).

A expressao para o calculo da volatilidade para o instante t, utilizando-se o

EWMA, pode ser representada pela Eq. (7):

ol =Acl +(1-A)r2 ,0<r<1 Eq. (7)
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onde:
o’ é variancia dos retornos no instante t
r.’, ¢ o quadrado do retorno observado no instante t-1

O fator A determina a taxa em que os pesos das observagdes passadas
decaem a medida que se tornam mais distantes. Quanto menor o A mais
importantes sdo as novas observagdes e mais descontadas sdo as observacdes mais
antigas.

Pode-se observar na equacao acima que o calculo da volatilidade com base
no EWMA se d4 através da combinacdo de dois elementos: o primeiro ¢ a
estimativa da varidncia do dia anterior, que recebe o peso igual a A; e o segundo ¢
o quadrado do retorno observado no dia anterior, que recebe o peso igual a (1-A).
A volatilidade que desejamos obter ¢ o desvio padrdo, ou seja, a raiz quadrada da
variancia.

Segundo JP Morgan (1994), no modelo EWMA, a volatilidade estimada
reage mais rapidamente aos movimentos extremos dos mercados, uma vez que as
observacdes mais recentes recebem maior peso. Apds a ocorréncia desses
movimentos, a volatilidade diminui gradualmente a medida que os pesos

atribuidos a esses movimentos decaem. JP Morgan (1994), apds testes empiricos

com diversas classes de ativos, recomenda a utiliza¢do de A=0,94.

3.5
Modelo ARCH

Os modelos mais simples ndo consideravam o fato de a volatilidade variar
com o tempo. Engle (1982) desenvolveu um modelo denominado ARCH
(Autoregressive Conditional Heterocedasticity) que considera ser a variancia
heterocedastica, ou seja, ndo ¢ constante ao longo do tempo. Neste modelo, a
variancia condicional ¢ uma fun¢do linear do quadrado das inovagdes passadas.
Assim sendo, o modelo ARCH (q) pode ser representado pela Eq. (8) e tem as
restricdes da Eq. (9):

2 2
Gt = ao + Zaigt—i 5 E(I- (8)
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Onde:
R, =C+¢

E(e)=0, E(¢g)) =1, Eq. (9)

E(g\1,_,)=0.,l,, (informagdes disponiveis em t-1),

R¢ € o retorno em t.
¢ ¢ uma constante.
& € o erro residual do modelo em t.
o sdo restrigdes paramétricas.
Para esse modelo ser bem definido e a variancia condicional ser positiva, as

restrigdes paramétricas devem satisfazer ¢, >0 ¢ «,>0, 1=12,.... P

3.6
Modelo GARCH

Uma importante extensdo do modelo ARCH ¢ a sua versdao generalizada
proposta por Bollerslev (1986), denominada GARCH (Generalized
Autoregressive Conditional Heterocedasticity). Neste modelo, a fungdo linear da
variancia condicional inclui também varidncias passadas. Assim sendo, a
volatilidade dos retornos depende dos quadrados dos erros anteriores e também de

sua propria varidncia em periodos anteriores. A variancia ¢ dada pela Eq. (10):

q p
2 2
o, =a,+ Zaigt—i + Zﬂjo-tq—j Eq. (10)
i=1 i=1

Onde:
£:i SA0 0S erros anteriores.
th.j sdo as variancias em periodos anteriores

B;j ¢ uma restrigdo paramétrica
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onde as restrigdes sdo dadas por: ; >0,i=12,...q ; ,>0,j=12,...p
e o +f; <l. Assim sendo, o segue um modelo GARCH (p,q), onde p

representa ordem do componente GARCH e q a ordem do componente ARCH.
De acordo com Enders (2004), o modelo GARCH (1,1) é a versdo mais
simples e mais utilizada em séries financeiras. Supondo-se que os erros sao

normalmente distribuidos, a variancia ¢ dada pela Eq. (11).
2 2 2
oy =a, ta g, + fiog Eq. (11)

O coeficiente o mede a extensdo em que um choque no retorno hoje afeta a
volatilidade do retorno de amanha. A soma o+, revela a medida de persisténcia
da volatilidade, ou seja, a taxa que reflete como o impacto de um choque no
retorno hoje se propaga ao longo do tempo sobre a volatilidade dos retornos
futuros. Isso mostra que a alta persisténcia do choque enfraquecera gradualmente.

Dado que a volatilidade ¢ uma varidvel que tende a reverter a média de
longo prazo, periodos de volatilidades mais altas tendem a ser seguidos de
periodos com volatilidades mais baixas e vice-versa. O GARCH(1,1)
simplesmente adiciona uma variancia média de longo prazo, para a qual
esperamos que ela reverta, na equacdo do EWMA. Para simplificar podemos

escrever a Eq. (11) da forma a seguir na Eq. (12):

o? =YV +ar?,+ Bo?, Eq. (12)

Onde
y+a+ f =1eV ¢éavariancia de longo prazo. Se y=0, f=A e a=1-A, retornamos

ao modelo EWMA.

3.7

Redes Neurais Artificiais

Redes Neurais Artificiais (RNAs) sdo uma forma de computacdo nao-

algoritmica que relembra a estrutura do cérebro humano e por ndo ser baseada em
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regras ou programas se constitui em uma excelente alternativa a computagdo
algoritmica convencional, (Haykin 2000).

As RNAs sdo capazes de reconhecer padrdes, extrair regularidades e
detectar relagdes subjacentes em um conjunto de dados aparentemente
desconexos, apresentando como uma de suas caracteristicas a previsdo de
sistemas nao lineares.

RNAs sdao sistemas paralelos distribuidos e compostos por unidades de
processamento (neurdnios) que calculam determinadas fungdes matemadticas. Tais
unidades sdo dispostas em uma ou mais camadas e interligadas por um grande
numero de conexdes (sinapses). Estas conexdes estdo associadas a pesos, 0s quais
armazenam o conhecimento representado no modelo e servem para ponderar a
entrada recebida por cada neurdnio da rede.

O funcionamento destas redes ¢ inspirado na estrutura do cérebro humano,
onde a experiéncia ¢ a fonte do conhecimento adquirido e esse conhecimento ¢
armazenado nas sinapses.

A habilidade das RNAs em realizar mapeamentos ndo-lineares entre suas
entradas e saidas tém dado destaque aos problemas de reconhecimento de padrdes
e na modelagem de sistemas complexos.

Algumas areas de aplicagdo sdao: robdtica, controle de processos,
classificagdo de dados, reconhecimento de padrdes, previsdo de séries temporais,
analise de imagens, avaliagdo de riscos de financiamento, filtro de ruidos
eletronicos, identificagdo de reservas de petrdleo, etc.

Trés conceitos basicos caracterizam os diferentes tipos de RNAs: O modelo
do neuronio artificial, sua estrutura de interconexao (topologia) e a regra de

aprendizado. A seguir apresentaremos esses conceitos.

3.7.1

O Neurdnio Artificial

A rede neural artificial ¢ formada por unidades elementares de
processamento, denominadas neurdnios artificiais. Uma grande rede neural
artificial pode ter centenas ou milhares de unidades de processamento; ja o

cérebro de um mamifero pode ter muitos bilhdes de neuronios (Kovacs, 2006).
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O neuroénio artificial, inspirado no bioldgico (Figura ), possui um conjunto
de entradas wy, (dendritos) e uma saida yx (axo6nio). "As entradas sdo ponderadas
por pesos sinapticos Wiy (sinapses), que determinam o efeito da entrada x,, sobre
o processador k. Estas entradas ponderadas sdo somadas fornecendo o potencial
interno do processador vk (na Figura 8). A saida ou estado de ativagdo yy, do
elemento processador k ¢ finalmente calculada através de uma fungdo de ativagao
0" (Vellasco, 2007).

O estado de ativagdo pode entdo ser definido pela Eq. (13):

m

Yk =@ zxj * Wyj + by Eq. (13)

j=1

Onde m é o numero de entradas do neur6énio k e by ¢ um termo de

polarizagdo do neuroénio (vi€s).

Sinais de Pesos
Entrada Sindpticos
X1
Viés bk
Wia
Xz
Funcio de
Wi2 Ativacio Saida
] Vi Yk
. PO —
[ ]
¢ Wi Juncio de
Soma
Xm

Figura 8 — Esquema de um neurénio artificial
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3.7.2

Funcdes de Ativacao
A fun¢do de ativacdo ¢ deve simular as caractervsticas nyo lineares do
neurtnio biologico, ela processa o sinal v, (ver Figura 8) e produz a saida final do

neurdnio, yx. As fungdes mais utilizadas sdo:

e Fungao Linear (Figura 9), Eq. (14):

F(x) =axx Eq. (14)

'

Y

~

Figura 9 — Funcéo Linear

e Funcdo Degrau (Figura 10):

E uma equacio utilizada para valores binérios e é na forma da Eq. (15):

Fx)=1,sex>0 Eq. (15)
F(x)=0,sex<0

'

Figura 10 — Funcéo Degrau

e Funcao Sigmoide/Logistica (Figura 11):
E uma fungio continua que permite a transi¢do gradual entre os dois

estados, variando entre 0 e 1, Eq. (16).
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f(z) = T3 Eq. (16)

¥

Figura 11 — Funcédo Sigmoide

e Funcao Tangente Hiperbolica (Figura 12)

E uma fungéo sigméide que varia entre -1 ¢ 1, Eq. (17).
£

e —et
tanh(t) = m Eq. (17)
')

L

Figura 12 — Funcédo Tangente Hiperbdlica

3.7.2
Arquiteturas de Rede

Em uma RNA Feedfoward os neurdnios sdo organizados em forma de
camadas, existindo sempre uma camada de entrada e uma camada de saida da
rede, sendo chamada de perceptron, podendo também existir redes com camadas
“escondidas” as multi layer perceptron (Figura 13). Nessas redes o sentido de

propagacao do sinal € tnico, sendo sempre da entrada para a saida da rede, nao
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havendo nem realimentacdo das camadas seguintes para as anteriores, nem

também ligagdes entre neurdnios de uma mesma camada.

Pesos Neuronios

de saida

Entradas Saidas

Neurdnios
intermediarios

Figura 13 — Arquitetura de um multi layer perceptron

De acordo com Kovacs (2006), as redes recorrentes chamadas de redes com
memoria (Figura 14), ndo possuem estrutura rigida e seus neuronios t€m liberdade
de se ligar com qualquer outro neurénio, mesmo pertencente a uma camada
anterior, ou até a si proprio. Devido a realimenta¢ao suas saidas sdo determinadas

pelas entradas atuais e pelas saidas anteriores.

‘_3—]

Bias

Entrada

Saida

Figura 14 — Exemplo de arquitetura de uma rede recorrente
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3.7.3

Aprendizagem

A propriedade mais importante das redes neurais ¢ a habilidade de aprender
de seu ambiente e com isso melhorar seu desempenho. Isso ¢ feito através de um
processo interativo de ajustes aplicado a seus pesos, o treinamento. O aprendizado
ocorre quando a rede neural atinge uma solu¢ao generalizada para uma classe de
problemas. Ha dois tipos de treinamento: supervisionado e ndo-supervisionado.

As redes neurais sdo treinadas para aprender a partir dos dados de entrada.
Assim como o cérebro humano, elas aprendem a partir de experiéncias ¢ ndo
através de uma programagao pré-concebida. O conjunto de treinamento deve ser
formado a partir de dados historicos. Deve também ser separado um conjunto de
testes que ndo ¢ apresentado a rede durante a fase de treinamento, para que a
capacidade de generalizagdo dessa rede possa ser avaliada.

O treinamento supervisionado ¢ baseado em um conjunto de padrdes de
pares (entrada, saida) que sdo apresentados a rede. A partir da entrada, a rede
realiza o processamento e a saida obtida ¢ comparada a saida alvo. Caso nao
sejam iguais ¢ aplicado um processo de ajuste dos pesos sinapticos até obter um
resultado satisfatorio.

Como ja mencionado, a rede deve ser capaz de generalizar, devendo-se
tomar cuidado para que ela ndo seja super treinada (overfitting) e acabe
memorizando os exemplos apresentados, perdendo assim a capacidade de
reconhecer padrdes (generalizagao).

"Backpropagation ¢ o algoritmo para treinamento de Redes Multi Camadas
mais difundido” (Braga, Carvalho, Ludermir, 1999). Baseia-se no Aprendizado
Supervisionado por Correcao de Erros, e ¢ formado de duas partes principais: 1° -
Propagacdo: Depois de apresentado o padrdo de entrada, a resposta de uma
unidade ¢ propagada como entrada para as unidades na camada seguinte até a
camada de saida, onde ¢ obtida a resposta da rede e o erro ¢ calculado. 2° -
Retropropagacdo: Depois de calculado o erro, desde a camada de saida até a
camada de entrada, sdo feitas alteragdes nos pesos sinapticos a fim de que esse

erro seja minimizado na proxima iteragao.
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Resumo do Algoritmo:

1-Inicializacdo: Inicializam-se os pesos sindpticos e os viés® (bias)

aleatoriamente, com valores no intervalo [-1;1];

2-Apresentacdo dos Exemplos de Treinamento: Treinamento "on-line": Para

cada exemplo do conjunto de treinamento, efetua-se os passos 3 e 4. Treinamento
"em batch": Para cada "¢época" do conjunto de treinamento, efetua-se os passos 3 e
4.

3-Propagacdo: Depois de apresentado o exemplo do conjunto de
treinamento T={(x(n),d(n)}, sendo x(n) a entrada apresentada a rede ¢ d(n) a saida
desejada, calcula-se o valor da ativagdo vi e a saida yy para cada unidade da rede,

da forma da Eq. (18):

m

Yk =@ ij * Wy + by Eq. (18)

j=1

Onde (ver Figura 8):
x sdo as entradas do neurdnio
W s30 0s pesos sinapticos do neurdnio k

b é a entrada de viés do neurdnio k

para o calculo do valor da ativacdo e ¢(vk) para o calculo da saida yy da
unidade/neuronio k, onde ¢ ¢ a funcdo de ativacao desejada. Utiliza-se a saida das
unidades de uma camada como entrada para a seguinte, até a ultima camada. A
saida das unidades da ultima camada sera a resposta da rede.

4-Célculo do Sinal de Erro: Sendo a saida yj = Oj(n), Oj(n) ¢ a saida obtida

como resposta final da rede para a amostra j; calcula-se o sinal de erro através da

Eq. (19):

ej(n) = d;(n) — 0;(n) Eq. (19)

¥ Vies (bias) e uma entrada ajustavel do neuronio que ‘e somado ao valor acumulado das outras
entradas. Serve para aumentar os graus de liberdade, permitindo uma melhor adaptagéo, por parte
da rede neural, ao conhecimento a ela fornecido.
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onde dj(n) ¢ a saida desejada com resposta para cada unidade na interacdo (n).
Este sinal de erro ¢ utilizado para computar os valores dos erros das camadas
anteriores e fazer as corregdes necessarias nos pesos sinapticos.

5-Retropropagacdo: Calcula-se os erros locais, 0, para cada unidade, desde a

camada de saida até a de entrada. O gradiente local ¢ definido pela Eq. (20):

8(n) = ¢j(n)0;(n)(1 — 0;(n)) Eq. (20)

para a unidade da camada de saida ou como na Eq. (21):

8(n) = 0;(nM)(1 — 0;(n)) z Sk Wi Eq. (21)
para as unidades das demais camadas.

Onde:

0(1-0y) ¢ a fungao de ativagao diferenciada em fun¢do do argumento, valor de
ativagao.

Ok ¢ o erro das unidades da camada anterior conectadas a unidade j;

Wik s30 0s pesos das conexdes com a camada anterior.

Ap6s o calculo dos erros de cada unidade, calcula-se o ajuste dos pesos
de cada conexao segundo a regra delta generalizada na Eq. (22), e atualizam-se os
pesos sinapticos, Eq. (23):
Awgj(n+ 1) = awg;(n) +ns;y; Eq. (22)

w(n+1) =w) + Awy;(n) Eq. (23)

onde:

a ¢ a constante de momentum, quando a = 0, esta fun¢do funciona como a regra
delta comum;

1 ¢ a taxa de aprendizado;

9; ¢ o erro da unidade;

y; ¢ a saida produzida pela unidade j;
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6-Interacdo: Refaz-se os itens 3, 4 e 5 referentes a propaga¢do, calculo do
erro e retropropagagdo, apresentando-se outros estimulos de entrada, até que
sejam satisfeitas as condi¢des de treinamento, as quais podem ser: O erro da rede
esta baixo, sendo pouco alterado durante o treinamento ou o nimero maximo de

ciclos de treinamento foi alcangado.

3.8

Métodos de Otimizacao

Otimizar ¢ o processo de ajuste das entradas as caracteristicas de um
problema, sistema ou processo matematico, a fim de achar uma saida/resultado
maximo ou minimo. As entradas sdo as variaveis do problema, o sistema ¢ uma
funcao-objetivo ou funcio-de-custo e a saida € o custo ou objetivo.

Matematicamente o processo de busca por raizes de uma fun¢do procura por
zeros da fungdo, enquanto que o processo de otimizacdo procura por zeros da
derivada da fungdo, incluindo assim um passo a mais ao processo. Muitas vezes
essa derivada ndo existe ou ¢ muito dificil de ser encontrada, o que torna o
problema muito complicado. Outra dificuldade da otimizag¢do ¢ definir se um
minimo encontrado € o “menor minimo” (minimo global) ou um ponto sub-6timo,
um minimo local. Encontrar um minimo de uma fun¢do ¢ um processo
complicado. Para simplificar, muitas vezes considera-se fun¢des ndo-lineares
como lineares numa pequena regido, ou restringe-se a busca/otimizacdo em uma
regido delimitada somente.

“Tentativa e erro” ¢ o método mais simples de otimizacdo, onde
normalmente se conhece as varidveis que afetam o problema, mas nio se entende
muito do processo e de como essas variaveis sdo tratadas para se atingir a saida.
“A descoberta da Penicilina (antibidtico) surgiu desse método de otimizagao”
(Haupt 2004).

Se a otimizagdo tiver somente uma variavel, ela ¢ tida como um problema
unidimensional; com mais de uma varidvel se torna um problema
multidimensional. Quanto mais dimensdes, mais dificil é a otimiza¢do. “Muitas
otimizagdes multidimensionais sdo solucionadas por diversas otimizagdes

unidimensionais” (Rao 1996).
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Uma otimizacdo ¢ dindmica quando a sua saida ¢ fungdo do tempo,
enquanto que uma otimizacao estatica independe do tempo. Para exemplificar isso
pode-se pensar no problema de achar a rota mais rapida para ir de casa ao trabalho
e otimizar minimizando o tempo do percurso. Pode-se considerar esse problema
como estatico e achar a solu¢do somente com um mapa na mao ou, considera-lo
como dinamico, quando entdo seriam necessdrias variaveis como horario,
condig¢des do transito e acidentes, condi¢cdes do tempo entre outras.

Uma otimizagdo pode ser discreta ou continua, dependendo de suas
varidveis de entrada. Varidveis discretas tém um numero finito de valores
possiveis, enquanto que variaveis continuas tém infinitos valores. Otimiza¢ao com
variaveis discretas sdo conhecidas como otimizagdes combinatorias, pois a
solugdo Gtima consiste na combinagdo dos possiveis valores (finitos) das variaveis
de entrada. Se estiver tentando achar o minimo de uma fungdo f(x) que percorre
uma linha, por exemplo, tem-se um problema continuo.

Variaveis muitas vezes tém limites e restricoes. A otimizagdo com
restricdes incorpora as igualdades e as inequacdes que restringem os valores das
varidveis na fungdo-custo. Algoritmos de otimizagdo trabalham melhor com
fungdes sem restri¢do e para isso, em alguns casos, fazem transformacdes nas
variaveis de entrada para transformé-las em varidaveis sem-restrigdo. O problema
de minimizar a funcdo f(x) sobre o intervalo -1<x<1, por exemplo, pode ser
transformado em um problema de minimizar f(sen(u)) onde x=sen(u) para
qualquer valor de u. Uma otimizagdo com restrigdes lineares ¢ chamada de
Programacao Linear.

Alguns algoritmos como os “minimum-seekers” tentam minimizar a fungao-
custo, iniciando de algum ponto escolhido da superficie de custo e seguindo certos
passos matematicos pré-definidos, para achar a dire¢dao por onde “caminhar” para
chegar a um ponto mais baixo da superficie. “Esses algoritmos tendem a ser
rapidos, mas ficam presos muito facilmente em minimos locais™ (Fletcher, 2000).
Por outro lado os “random-methods” utilizam calculos probabilisticos para
encontrar conjuntos de variaveis. Eles sdo mais vagarosos e normalmente exigem
maior poténcia computacional, mas “sdo melhores para resolver problemas com
superficies de custo irregulares ou com primeiras derivadas descontinuas” (White

1971).
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3.9

Algoritmos Genéticos

Algoritmos Genéticos (GAs) s@o métodos de busca e otimizagdo, que tém
sua inspiracdo nos conceitos da teoria de selecao natural das espécies proposta por
Darwin e na genética (Sivanandam, Deepa 2008). Os sistemas desenvolvidos a
partir desse principio ‘“sdo utilizados para procurar solugdes de problemas
complexos ou com espago de busca muito grande, o que os tornam problemas de
dificil modelagem e solu¢do quando se aplicam métodos de otimizacdo
convencionais” (Lazo, 2000).

“GAs tém sido aplicados a diversos problemas de otimizacgdo, tais como:
Otimizag¢ao de Fungdes Matematicas, Otimizacdo Combinatorial, Otimizacao de
Planejamento, Problema do Caixeiro Viajante, Problema de Otimiza¢do de Rota
de Veiculos, Otimizagdo de Layout de Circuitos, Otimizagdo de Distribuigdo,
Otimizagao em Negdcios e Sintese de Circuitos Eletronicos.” (Vellasco, 2007)

Estes algoritmos sdo baseados nos processos genéticos de organismos
biologicos para procurar solugdes Otimas. Primeiro codifica-se as possiveis
solucdes de um problema em uma estrutura chamada de cromossoma, sendo este
composto por uma cadeia de bits ou caracteres. Estes cromossomas representam
individuos que sdo evoluidos por vérias geragdes, de acordo com o principio da
selecdo natural e sobrevivéncia do mais apto.

Durante o processo evoluciondrio os cromossomas sdo submetidos a
avaliacdo, selecdo, cruzamento e mutagdo, sendo que apds varios ciclos, a
populagdo tera individuos evoluidos, mais aptos e cada um destes individuos
representam solucdes ao problema proposto.

Um Algoritmo Genético pode ser resumido pelas seguintes etapas (Figura
15):

1) INICIALIZACAO: Gera aleatoriamente uma populagio de N
cromossomas
(solugdes convenientes para o problema)

2) AVALIACAO: Avalia cada cromossoma através da fungdo objetivo (grau
de adaptacdo)

3) NOVA POPULACAO: Cria uma nova populagio com os seguintes

passos:
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- SELECAO: Seleciona cromossomas (pais) dentre a populacdo de acordo
com seu grau de adaptagdo, privilegiando o mais apto.

- CRUZAMENTO: Cruza os pais para formar novos descendentes (filhos).
- MUTACAO: Altera alguns cromossomas da nova geragao.
- ACEITACAO: Introduz-se a nova geragdo na atual populagio

4) SUBSTITUICAO: Utiliza-se a nova populagio gerada para outro
funcionamento do algoritmo.

5) TESTE: Se o critério de fim ¢ alcangado, termina-se. Caso contrario volta-
se ao passo dois.

Os critérios de fim podem ser o descobrimento de uma boa solugdo, um

nimero definido de geragdes G ou um tempo limite t.

Populag¢do
Antiga

‘\

Populagdo

Avaliagdoda

Populagdo Nova

4

Cruzamento

e Mutacdo

Figura 15 — Etapas de um Algoritmo Genético

O objetivo dos operadores genéticos ¢ transformar a populagdo através de
sucessivas geracdes até chegar a um resultado satisfatorio. Eles sdo necessarios
para que a populagdo se diversifique. O cruzamento e a mutagao sdo os principais
operadores genéticos.

Individuos selecionados (e reproduzidos na populagdo seguinte) sao
recombinados através do operador de cruzamento (com uma certa probabilidade).
Pares de genitores sdo escolhidos aleatoriamente da populacdo, baseado na

aptiddo, e novos individuos sdo criados a partir da troca do material genético. Os
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descendentes serdao diferentes de seus pais, mas com caracteristicas genéticas de

ambos os genitores (Figura 16).
Pais
i
B

[ J

Filhos

Figura 16 — Cruzamento Genético

A mutagdo ¢ uma alteracdo aleatoria e ocasional do valor de uma posicao
qualquer do cromossoma. Esta alteragdao ocorre de acordo com uma probabilidade
prefixada e, por exemplo, no caso de um cromossoma binario, poderia significar a

mudanga de "1" para "0" ou de "0" para "1 (Figura 17).

A
DN [ BN [
A

[ D BN [ [

Figura 17 — Mutagao Genética

As técnicas de busca e otimizacdo tradicionais iniciam-se com um Unico
candidato que, iterativamente, ¢ manipulado utilizando algumas heuristicas
(estaticas) diretamente associadas ao problema a ser solucionado. Por outro lado,
“as técnicas de computacdo evolucionaria operam sobre uma populagdo de
candidatos em paralelo” (Holland, 1992). Assim, elas podem fazer a busca em
diferentes areas do espago de solugdo, alocando um nimero de membros
apropriado para a busca em varias regides.

Os Algoritmos Genéticos (AGs) diferem dos métodos tradicionais de busca
e otimizagdo, principalmente em quatro aspectos:

1) AGs trabalham com uma codificacdo do conjunto de parametros e
nao com o0s proprios parametros.

2) AGs trabalham com uma populagao € ndo com um unico ponto.

3) AGs utilizam informagdes de custo ou recompensa e ndo derivadas

ou outro conhecimento auxiliar.
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4) AGs utilizam regras de transicdo probabilisticas e ndo

deterministicas.

3.10

Avaliacao de Carteiras e Medidas de Risco x Retorno

A seguir apresenta-se as principais teorias de analise de Risco x Retorno e
avaliacdo de carteiras de investimento que serviram de base para as funcdes de
avalia¢do e otimizagao de estratégias com opg¢odes financeiras desenvolvidas nesse
trabalho.

Uma carteira de investimentos ¢ um conjunto de ativos e derivativos
financeiros pertencentes a um investidor em um determinado momento, tendo
como objetivo principal obter o maior rendimento correndo o menor risco
possivel. Para que o investidor possa auferir um maior retorno devera aceitar um
nivel maior de risco, isso se deve ao fato de que investimentos mais arriscados
possuem um maior prémio de risco (correlagdo fortemente positiva), cabendo
entdo ao investidor montar e gerenciar sua carteira de forma eficiente.

Markowitz (2001) e Sharpe (1966) contribuiram imensamente com o
processo de selecdo de carteiras de investimento, desenvolvendo metodologias de
avaliacdo e compensacdo de risco através da diversificacdo de investimentos e

suas teorias continuam a ser utilizadas nos dias de hoje.

3.10.1

Critério de Média-Variancia de Markowitz

Segundo Damodaran (2002) o risco pode ser conceitualmente dividido em
dois riscos basicos: o risco diversificavel (ndo sistematico) que refere-se a uma
empresa ou a um grupo pequeno de empresas € o risco ndo diversificavel que
afeta todo o mercado.

Markowitz, ganhador do Prémio Nobel de economia em 1991, desenvolveu
um processo de alocagdo de ativos por diversificagdo, para eliminar o risco nao
sistematico, que envolve a combinagao de ativos correlacionados no sentido de

formar portfolios eficientes.
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Ele considerou o retorno futuro como uma varidavel aleatéria com
distribuicdo normal, descrita pelos seus dois primeiros momentos: a média
(expectativa de retorno) e a variancia (indicador de risco). O retorno esperado da
carteira ¢ a soma ponderada das médias de cada ativo e a varidncia da carteira foi
registrada como a soma das variancias individuais de cada a¢do multiplicada pelas
covariancias entre pares de agdes da carteira, de acordo com o peso de cada agdo.
Markowitz comenta que deve haver uma carteira de agdes que maximize o retorno
para uma dada variancia ou que minimize a variancia para um dado retorno, e esta
deve ser a carteira recomendada para um investidor.

O modelo de Markowitz ¢ dado pela Eq. (24), Eq. (25) e pela Eq. (26):

-5
E= f_lX*“f Eq. (24)
V= ‘%‘ ‘% XX o,
== iy Eq. (25)
SX =1
=1 Eq. (26)
X =0

Onde:

E ¢ o retorno esperado da carteira;

V é a variancia da carteira;

X ¢ a participacao de cada ativo;

;i € o retorno esperado de cada ativo;

o ¢ a covariancia entre o par de ativos se (i) diferente (j) e variancia se (i) igual a

0);

Teriamos entdo um problema de otimizacdo que busca o menor risco (V)
para dado patamar de retorno, ou o maior retorno (E) para dado nivel de risco.

Segundo Bernstein (1996), o modelo mostra que o retorno de uma carteira
diversificada equivale a média ponderada dos retornos de seus componentes

individuais, ja a sua volatilidade ¢ inferior a volatilidade média de seus

componentes.
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Markowitz assume uma distribui¢do normal e, portanto, as caracteristicas de
risco-retorno de uma carteira podem ser descritas inteiramente pelo primeiro e
segundo momento da distribuicao. Essa pode ser uma boa aproximagdo para
ativos individuais, mas ndo para carteiras de ativos. A teoria de Markowitz
também leva em consideragdo somente ativos financeiros, ndo podendo ser
calculada para derivativos e opgdes financeiras pela incapacidade de se calcular as

correlagoes e a distribuigdo de retorno desses derivativos.

3.10.2

Métricas de Avaliacdo de Desempenho de Carteiras e Fundos

3.10.2.1
indice de Sharpe

O Indice de Sharpe, criado por William Sharpe, em 1966, ¢ uma das
métricas mais utilizadas na avaliacdo de carteiras ¢ fundos de investimento. Ela
expressa a relacdo retorno/risco: “E a razdo do retorno anualizado que excede a

taxa livre de risco dividido pela volatilidade” (Sharpe, 1966), Eq. (27).

H—=T5
o

IS =

Eq. 27)

Onde:

IS ¢ o Indice de Sharpe.

| representa a média dos retornos passados.

re € a taxa livre de risco ou qualquer retorno minimo aceitavel. No Brasil toma-se
como taxa sem risco a taxa de titulos publicos do Governo Federal (Selic), ou a
taxa didria do CDI, que se refere a titulos privados de alta qualidade de crédito,
que ¢ muito proximo a Selic e mais facilmente obtida.

o representa o desvio padrao dos retornos.

O indice de Sharpe por ser uma métrica bem intuitiva, facil de entender e de

se utilizar ganhou muito espago no mercado. A teoria de Markowitz determina a
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composicao da carteira 6tima como a que contem a melhor relagao risco/retorno e
as carteiras com maior IS sdo exatamente essas carteiras otimas.

Diversos cuidados devem ser tomados ao se aplicar o IS na selegdo ou
classifica¢do de investimentos. O primeiro deles vem do fato de o calculo do IS
ndo incorporar informacdo sobre a correlagdo entre os ativos. Portanto, este
indicador ndo nos auxilia quando queremos adicionar um novo ativo com risco a
uma carteira que ja tenha ativos arriscados.

O IS ¢ baseado em valores histdricos e isso gera alguns problemas na sua
avaliacdo. Primeiro que s6 se pode utilizd-lo para avaliar carteiras com um
razoavel historico de rentabilidade, ndo permitindo uma analise de uma nova
carteira. Outro problema ¢ que nao significa que uma estratégia que nunca tenha
apresentado prejuizo no passado e tenha um alto IS tenha pouco risco. Varias
estratégias simples com opgdes se comportariam dessa forma se avaliadas pelo IS,
pois ¢ facil conseguir um IS alto vendendo opg¢des bem fora do dinheiro. Durante
varios dias a estratégia ganhara dinheiro, de pouco em pouco, mas um dia podera
sofrer uma perda tdo grande que pode quebrar o investidor. Portanto qualquer
medida de risco baseada tnica e exclusivamente no historico, s6 mostrara o que
ocorreu ¢ ndo o que pode ocorrer. “Retornos passados parecem demonstrar
previsdes muito fracas e inconsistentes a respeito dos retornos futuros” (Capocci,
2007).

Outro cuidado que deve-se levar em conta quando se utiliza o IS € que ele
considera que os retornos historicos da carteira ou fundo analisado seguem uma
distribuicdo normal e que portanto pode-se avaliar seu risco/retorno somente pelo
primeiro e o segundo momento da distribuicao (média e desvio padrao), o que
pode induzir a conclusdes equivocadas. Para ilustrar tal efeito a Figura 18 mostra
duas distribui¢des de retorno D; e D, com a mesma média e desvio padrdo, que
receberiam avaliacdo idéntica pelo IS. Obviamente um investidor nao seria

indiferente entre essas duas estratégias.
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Figura 18 — Distribuic6es de Retorno com mesma média e desvio padrao.
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A Figura 19 mostra duas estratégias que foram avaliadas pelo IS. A

estratégia 1 (E;) teve IS=7,4 enquanto que a estratégia 2 (E,) teve IS=4,7, o que

ndo faz muito sentido quando se pode argumentar qualitativamente que a E; ¢

uma estratégia claramente superior.

Retorno Acumulado
[F%)

Figura 19 — Graficos Comparativos entre duas estratégias

Dias Corridos

A 1idéia geral por traz do IS ¢ computar uma medida boa (o retorno) sobre

uma medida ruim (o risco). Mas a volatilidade (desvio padrao dos retornos) ndo ¢

uma medida necessariamente ruim, a volatilidade causada na estratégia por

grandes retornos positivos ¢ boa (exemplo da E, na Figura 19), somente as

causadas por perdas sdo ruins. Alguns pesquisadores com essa questdo em mente

40
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alteraram o denominador (medida de risco) da funcdo de avaliagio mantendo a

mesma idéia geral.

3.10.2.2

indice de Sortino

Sortino (1994) utilizou o desvio negativo (downside deviation), que
considera no calculo do desvio padrdo apenas as perdas financeiras. Sua métrica

de avaliacdo segue a forma da Eq. (28):

1sor =21
or = 0 Eq. (28)

Onde:
u representa a média dos retornos passados.
r ¢ um retorno minimo aceitavel.

64 ¢ o desvio padrao negativo (downside deviation).

3.10.2.3

indice de Calmar

Outra medida derivada do IS é o Indice de Calmar definido como o excesso
do retorno contra um benchmark (retorno minimo aceitdvel) sobre a perda
maxima do historico dos retornos, demonstrado na Eq. (29). Na literatura um
Indice Calmar de 1,0 é considerado bom. “Se vocé estd em busca de um x% de

retorno deve estar preparado para um x% de perda.” (Young, Terry, 1991).

ICalmar = ——_
ammar = perda max Eq. (29)

3.10.2.4

indice de Sterling

O Indice de Sterling ¢ muito parecido com o ICalmar e é definido como o

excesso do retorno sobre a média das maiores perdas. Normalmente utiliza-se a
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média das 5 (cinco) maiores perdas para diminuir o efeito que outliers poderiam

ter sobre o ICalmar, Eq. (30).

p—r
média das maiores perdas Eq. (30)

[Sterling =

“A melhor estratégia ndo ¢ necessariamente a que demonstra maiores
ganhos quando as coisas vao bem; ela pode ser a que demonstra menores perdas

quando as coisas vao mal” (Natenberg, 1994).

3.10.2.5

Funcdo Omega

Essas variacdes do Indice de Sharpe tentam melhorar o fato de que a
variancia ndo consegue capturar bem o risco da carteira. Uma outra forma de
abordar esse problema ¢ considerando mais do que somente o segundo momento
da distribui¢do de retornos, usando a distribui¢do inteira, pois “os primeiros dois
momentos ndo descrevem todo o comportamento histérico que se estd tentando
analisar” (Kazemi, Gupta, 2003), como se pode ver na Figura 18. Pensando nisso
Keating and Shadwick (2002) desenvolveram a Fungdo Omega que tém o formato

da Eq. (31):

Eq. 31)

Onde:
[a, b] é o intervalo dos retornos.
F ¢ a funcdo de densidade acumulada da distribui¢ao dos retornos.
r ¢ o retorno minimo aceitavel. Retornos abaixo de r s3o como se fossem
negativos.

“Omega também leva em conta um nivel de retorno chamado de limite (L)
definido exogenamente, o qual 4 a fronteira entre o que se considera como ganho
e como perda. Mesmo em distribui¢des normais, dependendo do valor do L, a

medida Omega fornece informagdes adicionais que s6 a média e a variancia nao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921394/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0921394/CA

57

conseguiriam. Isso levaria a obter diferentes resultados em otimizacdo de
carteiras, se comparado com a otimizagao classica de Markowitz” (Castro, 2008).
Omega ¢ o somatorio do valor do retorno multiplicado pela probabilidade
desse retorno acontecer, para os retornos acima do limite “1”, divididos pelo
somatorio do valor do retorno multiplicado pela probabilidade desse retorno
acontecer, para retornos abaixo do limite “1”. Quanto maior o Omega melhor a

carteira/fundo/estratégia.

2,000
Ativo A:
média=0,10
1800 variancia=0,04
1,600——
1,400——
1,200——
Ativo B: \
1.000—— média=0,10
variancia=0,09
0.800——
0,600——
0.400——
0.200——
I —

0.000
-1

01 | -030 0,65 1.2

Figura 20 — Distribuicdo de Retornos dos ativos A e B com limite L=0,30

Para exemplificar a diferenca entre o IS e a fungdo Omega, temos a Figura
20. Ambos os ativos sdo normalmente distribuidos e tém mesma média. Eles
diferem na variancia que sao 0,04 e 0,09 respectivamente para o ativo A ¢ B.
Claramente pelo IS deve-se preferir o ativo A, que possui uma menor
varidncia e minimiza tantos as perdas potenciais quanto os ganhos. Se
considerarmos que uma perda é definida por um retorno abaixo de L.-0,3 podemos
calcular as probabilidades acima e abaixo desse valor:
Ativo A:
- probabilidade acima de L = 0,1581
- probabilidade abaixo de L = 0,8419
- probabilidade lucro / probabilidade prejuizo = 0,1581/0,8419 = 0,1878
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Ativo B:
- probabilidade acima de L = 0,2522
- probabilidade abaixo de L = 0,7178
- probabilidade lucro / probabilidade prejuizo = 0,2522/0,7178 = 0,3373

Calculando-se a probabilidade de lucro dividido pela probabilidade de
prejuizo vemos que o ativo B resulta-se mais conveniente do que o ativo A, algo
que o IS ndo consegue identificar.

Aparentemente o Omega ¢ muito bom conceitualmente, mas extrapolar
valores extremos, que podem ter ocorrido no passado, para o futuro, pode nio ser
uma decis@o muito racional na visdo de um investidor, ¢ a presenga (ou nao)
desses valores extremos alteram de forma significativa o valor do Omega (o que
também ¢ valido para as outras medidas).

Nao existe fungao perfeita para avaliar os retornos de uma estratégia, sendo
uma boa pratica a utilizacdo de diversas funcdes diferentes, separadamente, ou
uma combinagdo linear entre algumas delas para se chegar a uma melhor decisdao

de investimento.
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