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Apêndices e Anexos 

 

 

As notas 7.1,7.2 e 7.3 foram transcritas de Albuquerque(2007). A nota 7.4 

foi transcrita de Dias(2005a) e a 7.5 de Coimbra-Lisboa & Werlang (2008.) 

  

7.1 

Demonstração da fórmula de “Black-Scholes-Merton” 

 

MODELO “BLACK-SCHOLES-MERTON’ 

 

O preço do instrumento subjacente a St segue o Movimento Geométrico 

Browniano - MGB com constante μ (drift) e volatilidade σ, segundo:  

 

Hipóteses adotadas: 

 É possível negociar uma opção de compra subjacente a carteira; 

 Não há oportunidades de arbitragem; 

 A negociação da carteira é contínua; 

 Não há custos da transação ou impostos; 

 Todas as ações são perfeitamente divisíveis (e.g. é possível comprar um 
1/n avos da ação); 

 É possível tomar ou emprestar dinheiro a uma taxa livre risco constante. 
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A PDE (Partial Differential Equation) 

Dado as suposições do modelo "Black-Scholes-Merton", o preço de um 

derivativo V(S, t) escrito em uma carteira (grupo de ações) com o preço St evolui 

de acordo com a seguinte equação diferencial parcial (PDE): 

    Equação Padrão de 

B&S&M. 

Nota-se que o PDE acima não contém μ, o 'drift' da carteira. Uma solução 

informal do PDE, explicando este resultado, é dada a seguir. 

 

Solução Informal 

 

A equação anterior conduz à seguinte fórmula para o preço da Opção de 

Compra C(S,T) (caso particular de derivativo V(S,t)) com valor de exercício K em 

um estoque negociado atualmente ao preço S, i.e., o direito para comprar uma 

parte do estoque ao valor K no tempo T. A taxa de juros constante é r, e a 

constante de volatilidade do estoque é σ. 

 Onde; 

  

    

 

Estes são também escritos de forma mnemônica como: 

  

(onde d + = d1 e d − = d2). Nota-se que Φ é função de distribuição normal 

padrão cumulativo do tipo: 
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2
1

21
( ) ( )

2

xx

F x P X x e dt




 

   
 



     

 

DERIVAÇÃO DA PDE      

Dados as suposições modelo anterior, nós supomos que a carteira segue o 

Movimento Geométrico Browniano. Isto é, 

        Onde Wt é Browniano. 

Suponhamos que V seja algum derivativo sobre S - matematicamente V é 

uma função de S e t. 

V(S, t) é o valor da opção no tempo t se o preço do estoque subjacente no 

tempo t é S. Sabemos que o valor da opção amadurece no instante T. Para 

determinar seu valor em uma época mais adiante nós necessitamos saber como o 

valor evoluiu enquanto seguimos no tempo.  

Suponha um "portfolio" composto de Ativos S e m kits de V, onde V são 

opções em S. 

,

,

f f

  onde S é o ativo subjacente e V opções lastreada por S

definimos uma variação do protfólio como:  

supondo um protfolio neutro ao risco r r

que tem como solução: 

t s t

t s t

S mV

d dS mdV

d
d dt

dt

dt

  

  


     

fr t=e

 

Igualando as duas equações: v      rf dt dS mdV    (1),  

O lado esquerdo é determinístico, mas o lado direito não. A idéia é 

transformar as variáveis estocásticas do lado direito em variáveis determinísticas. 

A partir do Lema de Ito (Anexo 7.2), assumindo que V é C² (continuamente 

diferenciável até a segunda derivada) e que V segue Movimento Geométrico 

Browniano – GMB. Então  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721383/CA



 

 

 
132

2
2

2

2
2

2

1
;

2

1

2

V V dV
mdV m dS dS dt

dS S dt

V V dV
m dS m dS m dt

dS S dt

  
    
 

  


 Juntando os termos de dS  

 22

2 2 2 2 2 2( 2 )

dS Sdt SdW

S dt dtdW S dW

 

  

 

  
  Como demonstrado em Lema 

Ito (mais adiante),  dt2   e  dtdW 0     e  dW2 dt , logo a equação  pode ser 

rescrita da seguinte forma: 

2
2 2

2

1

2

V V V
mdV m dS m S dt m dt

S S t
  

  
  

, voltando ao desenvolvimento 

origina, em (1)l: 

2
2 2

2

2
2 2

2

1ª

1

2

1
(1 )

2

V V V
rf dt dS m dS m S dt m dt

S S t

V V V
m dS m S dt m dt

dS S t





  
    

  
  

   
 

 

A primeira parcela à direita da equação é estocástica, logo precisamos 

neutralizar isso 
1

 1 0;   então 
V S

fazendo m m m
VS V

S

 
      

 


, o que 

anula a parcela estocástica dessa equação. 

2
2 2

2

1

2

V V
rf dt m S dt m dt

S t
 

  
 

, como definimos que ,  t s tS mV    

2
2 2

, 2

1
( ) 

2t s t

V V
rf S mV dt m S dt m dt

S t
 

  
 

, simplificando e colocando 

todas as variáveis no lado esquerdo da equação:  

2
2 2

2

1
0

2 f f

V V
m S dt m dt r Sdt r mVdt

S t
 

   
 

, cortando dt; 

2
2 2

2

1
0

2 f f

V V
m S m r S r mV

S t
 

   
 

, simplificando m; 

2
2 2

2

1 1
0

2 f f

V V
S r S r V

S t m
 

   
 

, considerando que 
1 V

m S
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2
2 2

2

1
0

2 f f

IV
III III

V V V
S r S r V

S t S
   

   
   

, como na demonstração 

anterior. 

Solução do PDE "Black-Scholes" (Abordagem por Fourier) 

Mostramos agora como obter a solução da Equação Diferencial Parcial - 

PDE geral de Black-Scholes numa avaliação específica para uma opção.  

Considere como um exemplo segundo a equação de Black-Scholes do preço 

de opção de compra - V subjacente a um estoque de ações que vale atualmente o 

preço S. A opção tem um preço de exercício K, no tempo T futuro; i.e., o direito 

de comprar o lote de ações ao preço K. A taxa de juros constante é rf e a taxa 

constante de volatilidade da carteira é igual a σ.  

Para uma opção compra o PDE acima tem condições de contorno sendo; 

(0, ),  para todo t;V t  

V(S,t) 0, quando S ;   

( , ) max( ,0), pelo ContratoTV S T S K   

A última restrição dá o valor da opção no instante do exercício. A solução 

do PDE dá o valor da opção ao longo do tempo. Para fim resolver o PDE nós 

transformamos a PDE de B&S&M em uma equação conhecida como equação da 

difusão do calor, a qual pode ser resolvida usando método padrão. Nesse ponto, 

introduzimos a transformação de variável das variáveis: 

Nosso alvo é obter uma solução de uma EDP que se assemelhe a equação 

padrão da termodinâmica: 

2

2
f f

c
tx

 



 

Procuraremos então uma solução com a seguinte forma: 

 r(T-t) *V(S,t)=e  ( , )f u s , onde T  instante de exercício da opção. 

Primeira Etapa. 
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Primeira mudança de variáveis: 

S = K eg   g = ln(S/K) 

1 1K
S

K

g

SS





    (mv1) 
2

2

t T



      

2

2
T t 

   

Desenvolvendo a derivada de V em relação a S  
V

S




 

   2
# ˆ( , ) , ,  desejo que essa função seja do tipo   , .

Derivando V em S, obte os:
2

m

gV S t V V g k V gKe T



 

 
    
 






 

g

        k 

ˆ ˆ 1
k k ,  como ,  então

ˆ 1
k ,  onde S=k e  (por definição na criação das variáveis). Logo:

ˆ ˆ1
k 

k

cadeia

simplificando
g g

V V V g g

S S g S S S

V V

S g S

V V V
e e

S g g
 

    
  

    

 


 

  
 

  

 

ˆ gV V
e

S g
 


 

         (t1) 

Observando na parte III da EDP vemos que: f

III

V
r S

S




 


ˆ ˆ ˆ

g g g
f f f f

S

V V V V
r S r S e r Ke e r K

S g g g
    

  
   

, que representa a parcela 

III (terceira) da EDP original. 

Agora vamos avaliar a transformação da parcela I (primeira), ou seja, 

2
2 2

2

1

2
I

V
S

S
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2

2

2 regra do
produto

2

ˆ
= ,  onde 

ˆ ˆ ˆ
= ;  

g

g
g g

a b

V V V V
e

S S S S g

V V e V V
e e

S S g S g S g




 

            
         

              

 

2

2

ˆ ˆ
( )

ˆ ˆ ˆ
( )

g g

g g g

e V e g V
a

S g g S g

V V S V g
b e e e

S g S S g g S

 

  

    
 

    

         
              

 

Simplificando (a), onde em (t1) temos que 
ˆ gV V

e
S g

 


 
, logo  

ˆ gV V
e

g S

 


 
, 

g
ge

e
g




 


;  

1 1 gg
e

S S K


 


 

2
ˆ ˆ ˆ1 1

( )
g

g g ge g V V V
a e e e

g S g K g K g


      

   
    

 

Simplificando (b), temos 
2

2
2

ˆ1 g V
e

K g
 


, onde (a) + (b) 

2 2 2
2 2 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1g g gV V V V V
e e e

S K g K g K g g
           

         
         

 

2 2
2

2 2

ˆ ˆ1 gV V V
e

S K g g
    

  
   

 

O primeiro termo da EDP original: 
2

2 2
2

1

2

V
S

S
 


, substituindo as 

transformações já obtidas: 
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2 2
2 2 2 2 2 g

2 2

2 2
22 2 2 g 2

2 2

2
22 2 g

2

ˆ ˆ1 1 1
,  como S = K e  ;

2 2

ˆ ˆ1 1 1
K e

2 2

ˆ ˆ1 1
K e

2

g

g

g

V V V
S S e

S K g g

V V V
S e

S K g g

V V
e

K g g

 

 









    
        

    
         

  
   

  

  

2 2
2 2 2

2 2

ˆ ˆ1 1

2 2

V V V
S K

S g g
 

   
  

   
  (I) 

Falta obter o termo em t, sabendo que pela transformação de variáveis 

temos: 

 2
ˆ( , ) ,  K , .

2
Derivando V em t, obtemos:

gV S t V Ke T V g
 



 
    
 
 

 

 

 
2

2

2

ˆ ˆ,( , )
 K K ,  

1
como 

2 2
ˆ 1

2

cadeiaV gV S t V

t t t

T t
t

V V
K

t

 


  




  
 

   


    


 

 
 

 

Então: 

2ˆ 1

2

V V
K

t



 

 
 

 

 

Na EDP original, então: 

 

2
2 2

2

1
0

2 f f

IV
III III

V V V
S r S r V

S t S
   

   
   

 

2
2

2

ˆ ˆ1

2

V V
K

g g


  
 

  
+ ( 2ˆ 1

2

V
K 







) +
ˆ

f

V
r K

g




- fr ˆKV = 0 
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Simplificando K e dividindo por 
2

2


 

2

2 22 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ,  fazendo  e reagrupando:

2 22

f f fr rV V V V
V

g g

r

g


 
    

    
  


 

 


 




2

2

ˆ ˆ ˆ
ˆ1 0

D
CA B

V V V
V

g g
 


  

    
  



.  (2ª PDE) 

 

Vamos proceder a uma nova mudança de variáveis.  

Procuramos uma transformação de se assemelhe a solução: 

 ˆ gV e a   

   ˆ
g gV a

e a e
g g

      
 

   

       
2 2

2
2 2

ˆ
g g g gV a a a

e a e e e
g g g g

               
   

   
 

 

 
2 2

2
2 2

ˆ
2gV a a

e a
g g g

       
      

 

          ˆ
g g g g gV a a

e a e a e e a e         
    

                    
 

 ˆ
gV a

e a  
 

      
 

Substituindo as novas variáveis na PDE: 

       

    

2
2

2
2 1 ...

0

g g g

g g

a a a
e a e a e

g g g

a
e a e a

     

   

   

 


  

 

      
             

          
` 
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Dividindo todos os membros por 
 ge  

: 

 
2

2
2

2 1 0
a a a a

a a a a
g g g

     


    
               

   
0

2
2

2
2 1 1 0

a a a
a a

g g


      


               
       

 
 .  

Devemos aproximar essa EDP a da equação padrão de transmissão de calor 

2 2

2 2
0

f f f f
k k

t tx x

   
   

  
; 

Para isso, devemos fazer a parcela em  
0

2 1
a

g
 

    
   


 = 0 e 

 2 1 a a


    
 
    
 
 


 para cancelar a outra parcela de a . 

Então: 

   
2 1

1

2
0


    

 
  

 2 1        , substituindo na equação acima: 

 

2 2

2 2
0 0

a a a a
a a

g g
 

 
   

      
    . 

 

Com a nova equação obtida com as transformações de variáveis, precisamos 

agora encontrar novas condições de contorno; 

 

(0, ),  para todo t;V t  

V(S,t) 0, quando S ;   
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( , ) max( ,0), pelo ContratoTV S T S K   

 

(1)    ˆ( , ) K , ( , )gV S t V g Ke a g     

   
2

( , ) ( , ),  como ,  quando t=T, então 0
2

gV S T Ke a g T t        

 

 ( , ) max( ,0) ( ,0);gV S T S K Ke a g    

  g1
( ,0) max( ,0),  como S =  e ;ga g e S K K

K
   

  g1
( ,0) max(  e ,0),  simplificando ga g e K K K

K
   

   g 1
( ,0) max(e 1,0),  fazendo 

2
ga g e  

  
    

 1

2 g( ,0) max(e 1,0);
g

a g e

 
 
    

 1

2 g( ,0) max(e 1,0);
g

a g e

 
 
    

   1 1
g2 2( ,0) max e ,0 ;

g g
a g e e

   
    
 

 

   1 11
2 2( ,0) max ,0 ;

g g
a g e e

    
 

 
 

  
  
 

 

 

(3) 

   1 1

2 2( ,0) max ,0 ;
g g

a g e e

   
    
 

 

Resumo: 
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2

2
0

a a

g 
 

 
  , onde: 

 

   1 ˆ( , ) K , ( , )ga g e V g V S t
K

      ,  

 

e como condição de contorno: 

 

   1 1

2 2( ,0) max ,0
g g

a g e e

   
   
  

, sendo 
 1

2




 
 .  

 

   1 1

2 2( ) ( ,0) max ,0
g g

g a g e e

   
     
  

Como  

 

Precisamos encontrar a solução deste problema. Uma função do tipo a(g,), 

Fourier tem a seguinte solução.  

2( )
41

( , ) ( )
4

s g

a g s e ds


 



   

Somente são considerados preços S  0 (preços maior/igual a zero, por 

definição), logo a integral poderá ser subdividida em duas etapas): 

2 2( ) ( )

4 41 1
( , ) ( ) ( )

4 4

s g s gx

x

a g s e ds s e ds 
 

  



      

Procedendo mais uma mudança de variável: 

 s  0, então podemos d

2 2

izer que  quand

2

2
o 0.com

g

s g
x s x g

s

x

o

g

x

s
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Substituindo na integral anterior:  

 

2 2( ) ( )2
4 4

20; 0 0

1 1
( , ) ( ) ( )

4 4

g
s g s g

g

S

a g s e ds s e ds


 




 


  



  

    


 

Agora realizando a mudança de variável em x e como  

 

   1 1

2 2( ) ( ,0) max ,0
s s

s a s e e

   
     
  

e como s > 0; 

    21 1 ( )

42 2

2

1
( , )

4

s g
s s

g

a g e e e ds

 







   



 
    
 

 , como  2 2 2s g x  

e
1

2
2

dx ds ds dx


   , então: 

    21 1 2

42 2

2

1
( , ) 2

4

x
s s

g

a g e e e dx

  




 


  



 
    
 

  

       2 21 1 1 1

2 2 2 2 2 2

22

2 1
( , )

4 2

x x
s s s s

g g

a g e e e dx e e e dx

   




 

     

 

   
            
   

 

 

Dividindo a integral em duas partes I1-I2, ficamos: 

   2 21 1

2 2 2 2

2 2

1 1
( , )

2 2

x x
s s

g g

a g e e dx e e dx

 

 


 

   

 
    , 

fazendo as variáveis como x e lembrando que 2s x g  : 

 

      
2 21 1

2 2
2 2 2 2

2 2

1 1
( , )

2 2

x x
x g x g

g g

a g e dx e dx

 
 

 


 

     

 
    , 

expondo as parcelas que não dependem de x, teremos: 
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       2 2

1 2

1 2 1 21 1
2 2 2 22 2

2 2

1 1
( , )

2 2

x xx xg g

g g

I I

a g e e dx e e dx

    

 


 

          
      

 
  
 

 

Resolvendo cada parcela separadamente: 

 

I1

    2

1

1 21
2 22

2

1

2

x xg

g

I

e e dx

 





   
  






, desejamos transformar a  

parcela interna da integral num quadrado perfeito do tipo:  2 2 22a b a ab b    . 

Para tal faremos algumas transformações na integral para torná-la semelhante a 

forma citada. 

 

Avaliando somente a parte que desejamos alterar: 

 

             2 2 22
2 2

2
1 2 1 1 11 11 2 1 22 22 2 2 2 2

1

4

x x
x x x x

       
   

       
                 

   




 

   2 2
1 21

2 2

1

4
x

    
    

 


, voltando à integral: 

I1

         
2 2

2

1

1 2 11 2 11 1 2 2 42 22 2

2 2

1 1

2 2

x x xg g

g g

I

e e dx e e dx
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I1 

     

   

2

2

1

1 21 1 1
2 22 4

1 1

2

1 2 1 2
,    

2 22

g x

g

e
e dx x x

   



   
 



 
        

 



 
    



 

   
 

2
2

1

1 2
1 1 122

2 4 2
1

1
*

2

g
g

simetria e e d

 
   





  





 
  
  

  

Fazendo 
 

1
1 2

d
22

g  



  , podemos escrever a equação da seguinte 

forma: 

   2 2

11
1 1 1

2 4 2

1

1

2

g d

e e d

   






  




 
 
 
 
 
 
  





, que reescrevemos como: 

 

 

I1  1e d , onde  1d  indica a função distribuição acumulada (veja 

explicação mais adiante, quando explicamos da fdp e cdp da Normal) até d1. 

 
 

 

 
   

  

2

2

2

2

2

2

1 2
1 21 2 22

1

1 2 1 2
1/ 2221 1 21 1

2 4
1 2

1
( , ) * *

2

1
( , ) * *

2

g x x
g

I

g
x

g

I

a g e d e e dx

a g e d e e d

 


   


  




 


           



                 



  

  








 

 

Refazendo as conversões das variáveis, temos as seguintes transformações: 

S = K eg   ln(S/K) = g  
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1 1g K
SS S

K


 


     

2

2

t T



     

2

2
T t

    

   ˆ , ( , )gV g e a g    

 1
1

2
     onde 

2

2 fr



 , e 

   22 1
1 1

4
             

       
 

2 21 1 1 1
1 1 1 1

2 4 2 4
1 2

( , )
( , )

g gV S t
e a g e I I

K

     


       
    

       
 

   
 

2 2 21 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2 4 2 4 2 4
1

( , )
2

g g gV S t
e e d e d

K

                  
    
 
 

 

   
 

   
 

2 21 1 1 1
1 1 1 1

2 2 4 4
1

( , )
2

g gV S t
e e d e e d

K

          
     

 
   

 

2 2

4

1
1 1

4
1

( , )
2gV S t

e d e d
K



  


 
   
 
    


 

 
 

       
2

2

2
g 2

1 1( , ) 2 S 2
f

f

r
T t r T tV S t K e d e d d Ke d




   
 
          
  

 

     1( , )( , 2) fr T tC S t S d Ke dV S t       , onde: 

 

 

     

 

2
2 2

2 2

1
2 2

2 2SS 1 2 2ln + 1ln
2 KK

d
2 2

2
2

f fr r
T t T t T t

T t
T t

  
 

 

                        


 

 

 

   

 

 

 

2 2
2

1
2 2

2

1

S 1 S 1ln + ln +
K 2 K 2

S 1
ln +

K 2

f
f

f

r
T t r T t T t

d
T t T t

r T t
d

T t
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2

1

S
ln +

K 2fr T t

d
T t





           


 

 

 
2

1 2
d

22

g  



   

 

     

 

2 2 2
2 2

2 2

2 2SS 1 2 2ln + 1 2 2ln
KK

d2
2 2

2
2

f fr r
T t T t T t

T t
T t

  
 

 

                        




 

 

 

 

 

2 2 2
2

S 1 S 1ln + ln +
K 2 K 2

d2

f
f

r
T t r T t

T t T t

  

 

                       
 

 

 

 

 

2S
ln +

K 2
d2

fr T t

T t





           


 

 

7.2 

Lema de Itô 

 

Seja x(t) Processo de Itô (ou Wiener generalizado- Vide cap. 7.3). Isso é: 

 

onde Wt é a Processo do Wiener. Seja f(x, t) uma função com derivada segunda 

(C2) contínua. Então, f(x(t),t) é também um processo de Itō, e 

 

 

Prova informal 

Expandindo f(x, t) em Série de Taylor em x e t,  temos: 
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substituindo dx  por (adt + bdW) , obtemos: 

 

No limite, dt tende a 0, os termos dt2 e dtdW  desaparecem, mas o termo 

dW2  tende a dt. O último pode ser mostrado se nós provarmos que: 

 desde que  

Prova desta propriedade estatística: 

Por definição, Variância  Var(x) = E[x2] – (E[x])2 ou E[x2] = (E[x])2 + 

Var[x]. Pela definição de Movimento Browniano: 

W~N(0,1) e  dW ~ N(0, dt) ,  dW= dtW  

 ou seja, W possui distribuição Normal com média 0(zero) e desvio padrão 

1, e dW  possui distribuição Normal com média 0(zero) e desvio padrão dt. Então:  

E[W] = 0, Var[W]  =  1, Var[W] = E[W2]- (E[W])2 => Var[W] = E[W2] – 0 

E[W2] = 1 

E[dW] = E[ dtW ] = dt (E[W]) = 0 

Var[dW] = E[dW2] – (E[dW]) 2 = E[W2dt] – (0) 2= dtE[W2] =  

                  dt([E[W]]2 + Var(W)) = dt(1+0)  

=> Var[dW]=dt 

E[dW2] = E[W2dt] = dtE[W2] = dtVar(W)  => E[dW2]=dt 

(E[W])2 = 0 e Var[dW2] = E[(dW2)2] – (E[dW]2])2 = E[(dW)4] – (E[dW]2])2=  

 3 dt2 – dt2 = 0 ( sabendo que (dt)i para todo i>1 dt -> 0. Isso implica que não é 

estocástico (variância 0(zero)). Por outro lado: 

dWdt = W (dt) (dt)1/2 ;     

dW = W sqr(dt), W (dt)1/2    

 = W (dt)3/2 ; como i> 1 então dt


0 

Suprimindo os termos dt2 e dtdW , substituindo dW2, e evidenciando a 

equação em termos de  dt  e dW teremos: 
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Voltando a PDE de Black-Scholes-Merton: substituindo df por dV e a =S 

e b = S, teremos a equação: 

 

  

Demonstrada anteriormente. 

  

7.3 

Processo Wiener 

 

O processo do Wiener Wt é caracterizado por três fatos: 

 W0 = 0;  
 Wt é quase certamente contínuo;  
 Wt tem incrementos independentes com distribuição "N(0, σ2)"  denota 

distribuição normal com valor esperado 0 e variância σ2; 
 
A indicação de incrementos independentes significa aquela se 0 ≤ s1 ≤ t1 ≤ s2 ≤ t2 

então  e  são as variáveis aleatórias independentes. 
 
Uma integral baseada na medida do Wiener pode ser chamada a Integral de 
Wiener. 

 

Propriedades de um processo unidimensional de Wiener: 

 

A função da densidade da probabilidade em tempo fixo t: 

Expectância: μX = 0  
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Processos relacionados: 

 

O processo estocástico definido por Xt = μt + σWt é chamado a Processo de 

Wiener com drift  μ e variância infinitesimal σ2. É um processo estocástico usado 

para modelar eventos que nunca atingem valores negativos, tais como o valor de 

uma ação mobiliária. 

 

7.4 

Uso de Taxa Livre de Risco em P&D 

 

Proposição 4: A incerteza técnica não demanda prêmio de risco por parte de 

corporações com acionistas diversificados. 

 

Prova: A teoria neoclássica de finanças, em especial a teoria de portfólio e o 

CAPM (“Capital Asset Pricing Model”) mostra a distinção entre risco 

diversificável e risco não-diversificável. Pelo CAPM, a taxa ajustada ao risco μ = 

r + π, onde π é o prêmio de risco demandado por investidores diversificados, dado 

pelo produto do fator β pelo spread de retorno do mercado (rM – r), onde rM é o 

retorno do portfólio de mercado e β a covariância do retorno do ativo com o 

retorno do mercado, normalizada (dividida) pela variância de mercado. Mas a 

incerteza técnica é independente da evolução do mercado (flutuações do mercado 

não afetam a probabilidade de ocorrência de petróleo, o volume, etc.) e, logo, tem 

correlação zero com o retorno do portfólio de mercado (é um risco diversificável).  

 

Assim, pela definição, tem-se β = 0 e, portanto π = 0. Logo, a incerteza técnica 

não demanda prêmio de risco por parte de investidores diversificados de 

corporações – como os acionistas de companhias de petróleo. � 
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7.5 

Valor Esperado de Choquet  

 

Podemos escrever o valor esperado de Choquet de 3 formas diferentes: 

 

(1) 





0

0

)()1)((  dfvdfvfdv  

(2) 



n

i
iini

C wfwfwwvwfXE
2

11 )]()(})[,...,({)(  

(3) 



 

1

1
1 ))()((})),...,({}),...,({)((

n

i
nnninii

C wvwfwwvwwvwfXE  

 

(1) => (2) (Prova): 

 

Da fórmula do valor esperado, temos que: 

 
















)(

)(

)(

)(

0

0

)(

)(

)(

)(

)(()((...)((

)1)((...)1)(()1)((

1

1

2

1

1

n

n

n

j

j

wf

wf

wf

wf

wf

wf

wf

wf
C

dfvdfvdfv

dfvdfvdfvXE





 

Examinando cuidadosamente o valor da capacidade que está associada a 

cada intervalo de valores que α pode assumir: 

 

Se )( 1wf , então 1)(}),...,,({)( 21  vwwwvfv n  

Se )[(),([ 21 wfwf , então }),...,,({)( 32 nwwwvfv    

Se  )[(),([ 32 wfwf , então }),...,,({)( 43 nwwwvfv    

 

E assim por diante, até termos: 

 

Se  )[(),([ 1 nn wfwf  , então })({)( nwvfv    

Se  )( nwf , então 0)()(   vfv  
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Desse modo, podemos escrever a expressão para o valor esperado 

substituindo o valor de )( fv para cada intevalo onde α se localiza. 

 
















)(

)(

)(

)(

0

0

)(

)(

)(

)(

)(()((...)((

)1)((...)1)(()1)((

1

1

2

1

1

n

n

n

j

j

wf

wf

wf

wf

wf

wf

wf

wf
C

dfvdfvdfv

dfvdfvdfvXE





 










)]([0)]()(})[({

...]0)()[1}),...,({()](0)[1}),...,({(

...)]()()[1}),...,,({()]()([0

1

1111

12321

nnnn

jnjjnj

n

wfwfwfwv

wfwwvwfwwv

wfwfwwwvwf

 

)]()()[(

...)]()(})[,...,({()]()(})[,...,({()(

1

2331221




nnn

nn

wfwfwv

wfwfwwvwfwfwwvwf

 





n

i
iini wfwfwwvwf

2
11 )]()(})[,...,({()(  

 

(2) => (3) (Prova): 

 

Acabamos de verificar que o valor esperado pode ser escrito como:  

 





n

i
iini

C wfwfwwvwfXE
2

11 )]()(})[,...,({)(  

Que nos informa que o valor esperado corresponde à média ponderada dos 

resultados possíveis, onde se atribui maior peso para aqueles em que ocorrem os 

piores resultados. Reescrevendo esta expressão, obtemos a fórmula do valor 

esperado desejado, isto é: 

 

})({)((}))({}),({)((...

})),...,({}),...,({)((})),...,({1)((

11

32221

nnnnnn

nnn

wvwfwvwwvwf

wwvwwvwfwwvwf






 

 

Esta última é conhecida como valor esperado de Choquet. 
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(3) => (1) (Prova): 

 

Acabamos de verificar que o valor esperado de Choquet pode ser escrito 

como: 

 



 })({)(()}),...,({}),...,({)((})),...,({1)((

1

2
121 nn

n

i
niniin

C wvwfwwvwwvwfwwvwfXE

         













0

0

2
11

)(()1)((

)]()(})[...({)(

 dfvdfv

wfwfwwvwf
n

i
iini

 

Valor Esperado de Choquet para uma Capacidade Simples:  

 

Vimos que a fórmula do valor esperado de Choquet pode ser escrita como: 





n

i
iini

C wfwfwwvwfXEfdv
2

11 )]()(})[,...,({)(  

 

Como v é uma capacidade simples, então: 

 

                     1,                se A= Ω          

 v(A) =        (1-c)p(A)     se AΩ    onde p é aditiva    

 

 

Substituindo, teremos: (observe que, na segunda linha, o termo [cf(w1 – 

cf(w1)], que vale 0, é apenas um artifício para possibilitar o aparecimento de 

 fdp  logo adiante. 

)()1()(

)1()(

})]()(})[,...,({)(){1()(

)]()(})[,...,({)1()]()([)(

)]()(})[,...,({)1()(

1

1

2
111

2
1111

2
11

xEcwcf

fdpcwcf

wfwfwwpwfcwcf

wfwfwwpcwcfwcfwf

wfwfwwpcwf

n

i
iini

n

i
iini

n

i
iini
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7.6 

Gráficos de Payoff em 2D 
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7.7 

Manipulações Algébricas para o Quadro Resumo da Figura 26. 

 

Partindo da Função: 

 

)0])),[)1((
)1(

1
(])),[)1((

)1(

1
(()( 1111 CEcCcMin

r
CCMEcMcMin

r
MCMaxXV ttttttt

c
t  





 

 

Ut (decisão) será, de forma ótima, “Melhorar” quando: 
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Assim, quando c=0: 
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Quando c=1: 
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E, finalmente, quando 0<c<1: 
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