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Apéndices e Anexos

As notas 7.1,7.2 e 7.3 foram transcritas de Albuquerque(2007). A nota 7.4
foi transcrita de Dias(2005a) e a 7.5 de Coimbra-Lisboa & Werlang (2008.)

7.1

Demonstracédo da formula de “Black-Scholes-Merton”

MODELO “BLACK-SCHOLES-MERTON’

150 4
140 +
130 +
120 +

110 A

O prego do instrumento subjacente a §; segue 0 Movimento Geométrico

Browniano - MGB com constante p (drift) e volatilidade o, segundo:
dS; = puS; dt + oS, dW;

Hipoteses adotadas:

e E possivel negociar uma opgio de compra subjacente a carteira;
e Nao hé oportunidades de arbitragem,;

e A negociacdo da carteira € continua;

e Nao ha custos da transacao ou impostos;

e Todas as agdes sdo perfeitamente divisiveis (€.g. € possivel comprar um
1/n avos da agdo);

e E possivel tomar ou emprestar dinheiro a uma taxa livre risco constante.
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A PDE (Partial Differential Equation)

Dado as suposi¢oes do modelo "Black-Scholes-Merton", o preco de um
derivativo Vg, 4 escrito em uma carteira (grupo de agdes) com o prego S evolui
de acordo com a seguinte equacao diferencial parcial (PDE):

V1 02V oV
%t + igﬂgﬂgﬁ + TSZ;—S -V =0 Equaciao Padrao de
B&S&M.

Nota-se que o PDE acima ndo contém W, o 'drift' da carteira. Uma solugdo

informal do PDE, explicando este resultado, ¢ dada a seguir.

Soluc¢ao Informal

A equagdo anterior conduz a seguinte formula para o preco da Opcao de

Compra C(S,T) (caso particular de derivativo V(sy)) com valor de exercicio K em
um estoque negociado atualmente ao prego .S, i.e., o direito para comprar uma

parte do estoque ao valor K no tempo T. A taxa de juros constante é 7, € a

constante de volatilidade do estoque ¢ o.

C(S,T) = 50(dy) — Ke " ®(d2)  Onde;

- In(S/K)+(r+0%/2)T
— T

dg:dl—ﬁf\/]__‘.

dy

Estes sao também escritos de forma mnemonica como:

~ Wn(S/K)+(r+0*/2)T

d
* ovVT

(onde d + =d; e d - = d,). Nota-se que @ ¢é fungio de distribui¢io normal

padrao cumulativo do tipo:
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F(x)=P(X sx):f Lol dt

S oN27

D

DERIVACAO DA PDE

Dados as suposi¢cdes modelo anterior, nés supomos que a carteira segue o

Movimento Geométrico Browniano. Isto ¢,
F o F F -
Eibf - ﬂ'b £ Eif‘ + Eb f E&FE Onde W, é Browniano.

Suponhamos que V seja algum derivativo sobre S - matematicamente V ¢é

uma fungdo de Se't.

(S, ?) ¢ o valor da opgdo no tempo ¢ se o preco do estoque subjacente no
tempo t ¢ §. Sabemos que o valor da op¢do amadurece no instante T. Para
determinar seu valor em uma €época mais adiante nds necessitamos saber como o

valor evoluiu enquanto seguimos no tempo.

Suponha um "portfolio" composto de Ativos S e m kits de V, onde V sao

opgdes em S.

IT=S5,+mV,, onde S ¢ o ativo subjacente ¢ V opgdes lastreada por S
definimos uma variagio do protfolio como: dIT = dS, + mdV,

supondo um protfolio neutro ao risco dIT =r.I1dt .. dd—lj =rI1

que tem como solu¢do: dtIT=¢"™"

Igualando as duas equagdes: v |IfIIdt=dS+mdV | (1),

O lado esquerdo ¢ deterministico, mas o lado direito ndo. A idéia ¢

transformar as variaveis estocasticas do lado direito em variaveis deterministicas.

A partir do Lema de Ito (Anexo 7.2), assumindo que V ¢ C? (continuamente
diferenciavel até a segunda derivada) e que V segue Movimento Geométrico

Browniano — GMB. Entao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721383/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721383/CA

132

dS 2 0S? dt

= mﬁds +lm 62\2 ds? +md—vdt
ds 2 S dt

2
mdV = m[ﬂds LIPS +d—thj;

Juntando os termos de dS

dS? = (uSdt + oSdw )’
= (¢°S*dt* + 2 uodtdW + o>S*dW ?)
Ito (mais adiante), dff e dtdW=>0 e  dW’=>dt, logo a equacdo pode ser

Como demonstrado em Lema

rescrita da seguinte forma:

2
mdV = ma—VdS +lma—vazszdt+m%/dt, voltando ao desenvolvimento

0S 2 0S°
origina, em (1)I:

2
rf T1dt :dS+mﬂdS +lma
oS 2 S?

IGAY

=(1+mﬂ)d8 +—M—
dS 2 0S
|

azszdt+mﬁdt
ot

oSt + mﬂdt
ot
s

A primeira parcela a direita da equacdo é estocastica, logo precisamos

108
N/ T Ty
és oV

. . oV
neutralizar isso fazendo 1+ mg =0; entdom=-— 0 que

anula a parcela estocastica dessa equagao.

2
erdt:lmaV
2 8S?

o’S*dt + maa—\t/dt , como definimos que 1= S +mV,,

rf(S,+mV,,)dt= % m 2812 o’S*dt + maa—\t/ dt, simplificando e colocando

todas as variaveis no lado esquerdo da equagao:

2
1n9 \2 o5t +m gt - r.Sdt —r,mVdt = 0, cortando dft;
2 0S ot

2
lma—\ﬁazs2 + m&_V_ r,S—r.mV =0, simplificando m;
2 0S ot

2

LGAIPEIS +ﬁ—lrf8 —r.V =0, considerando que 1N

205277 "ot T m m_ oS
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1 25282\/ ﬂntrfsﬁ—rfv =0

B as2 + ot 2S , como na demonstracio
| i ht a

anterior.
Solucao do PDE "Black-Scholes" (Abordagem por Fourier)

Mostramos agora como obter a solucdo da Equacgdo Diferencial Parcial -

PDE geral de Black-Scholes numa avaliag¢do especifica para uma opgao.

Considere como um exemplo segundo a equagdo de Black-Scholes do prego
de op¢ao de compra - V subjacente a um estoque de agdes que vale atualmente o

preco S. A op¢do tem um prego de exercicio K, no tempo 7 futuro; i.e., o direito

de comprar o lote de agdes ao prego K. A taxa de juros constante € Iy e a taxa
constante de volatilidade da carteira ¢ igual a G.
Para uma op¢ao compra o PDE acima tem condigdes de contorno sendo;
V (0,t), para todo t;
V(S,t) = 0, quando S — oo;

V(S,T) =max(S; —K,0),pelo Contrato

A tltima restricdo da o valor da op¢ao no instante do exercicio. A solugdo
do PDE dé o valor da op¢do ao longo do tempo. Para fim resolver o PDE nds
transformamos a PDE de B&S&M em uma equagdo conhecida como equacao da
difusdo do calor, a qual pode ser resolvida usando método padrao. Nesse ponto,

introduzimos a transformagdo de varidvel das varidveis:

Nosso alvo ¢ obter uma solugdo de uma EDP que se assemelhe a equagao

padrao da termodinamica:

a2 of
- =C—
ox: ot

Procuraremos entao uma solugdo com a seguinte forma:

V(S,t)Ze(r(T't)) f*(u, s)|, onde T - instante de exercicio da opgao.

Primeira Etapa.
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Primeira mudanca de variaveis:

S =K e*| g =In(S/K)

1 2
a_g:i:l mv[t=T-———| > r:%(T—t)

as%

Desenvolvendo a derivada de V em relagaoa S > g—\s/

g 7) desejo que essa fungdo seja do tipo = k V (g,7).
o’

Derivando V em S, obtemos:

v . N cadeia , Vg og 1
—=k ——F"——>k ——, como — =—, entdo
0S 0S ag 6S’ oS S
N = ﬂl onde S=k € (por definigdo na criagdo das varidveis). Logo:
0S g S’
8V V1 simplificando oV
k __e_g k N e_g
oS gk ag
ov 6V N g (1)
s ag
oV
Observando na parte III da EDP vemos que: ;S 5
if

rS— N =T, SG_Ve Y=r, Kele™ a—V:> rK— o , que representa a parcela

oS g " g ag

III (terceira) da EDP original.

Agora vamos avaliar a transforma¢do da parcela I (primeira), ou seja,

1 282 82\2
2 oS
%/_/
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oN ooV N _ N
>=—| = |, onde —(—=-—¢

8s* S| as oS g

NV a|V | mmd ge oV |V |
“slags | ES ’

- —+e
65 85 g 85

_ - O
a b

ag

oe* oV _oe og v
oS og og 0S og

(b)%egi{G_V}:egi[a_Vé}eg oV o9

(a)—

oS | og aS| oS ag 09> oS
Simplificando (a), onde em (t1) temos que N = ﬂe—g , logo
oS og
N N g
- =—¢ ,
g oS
e
o9 ’
oS S K
_g 2 i 2
@ AN N 1,
og 0S dg K g K g

N4

Simplificando (b), temos %ezg % , onde (a) + (b)

azv — _Le‘zga_v\ 4 ie_zgﬂ —Le_Zg i\i_a_\?
0S? K o9 K og® ) K 09> og

oV —ie“[az\; _avj

s> K o9 ag

oV

§2’

O primeiro termo da EDP original: %(7252

transformagoes ja obtidas:

substituindo

135

as
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2 V) 7
lO'ZSzﬂ:lojS2 ie*zg 6\2 N , comoS=Ke?;
a9” a9

2 Vi 7
10'2828\2 :lo-z(Keg)2 ie_2g 8_\2_8_V =
2 oS” 2 K 0g- 09

2 27 7
10-2526\2 =l 8\2_% Ko? (D)
2 oS 2(0g° a9

Falta obter o termo em t, sabendo que pela transformaciao de variaveis

temos:

T A

> |= KV (9,7).
"

Derivando V em t, obtemos:

V(S,t)=V | Ked, T -

aV(S,t):> K@\i(g,r) cadeia oV or

ot ot or ot

2

como Z'ZO-—(T ~t) '.ﬁ:——az
2 ot

N _ NI 2

ot or 2

Entao

N

ot or 2

Na EDP original, entdo:

2
LagV &V (Vg
2 oS~ ot oS ——
W —

l[av_6_VJK02+(_Kg_vgaz)+er%-rf KV =0

v

20 a9 ag T
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2
Simplificando K e dividindo por %

oN N v N T I
F_E —EjLO_T 0 o —'_V, fazendo = @ e reagrupando:
9 W o %
o . .
a\i +(¢_1)ﬁ_ﬁ_¢\i =0. (2dPDE)
o9 09 0t ——
= 3 c

Vamos proceder a uma nova mudanca de variaveis.

Procuramos uma transformagao de se assemelhe a solugao:

o

V =el*9)g

N (agipr), , oasipe) OB
T = el g el 2
a9 a9
82\2 :aze(ang,Br)a_l_ae(angﬂr)a_a_l_ae(angﬂr)@_'_e(angﬂr)iaz'
a9 a9 o9 a9
aa, Fa|

)

N _ g {ofa+2a
ay g

N_9 (e“a) :(ieww)a . glagse) @]: Beleathelg 4 glasrsr) P _
or Ot ot ot toks

A

N _gfeas ( pa +@j
ot ot

Substituindo as novas variaveis na PDE:

2
gl 052a+20¢a—a+882t +(p-1) a9 )g g gles) O
dg  ag ag

( (ag05) ( sa +_D_ p(e772) =0
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Dividindo todos os membros por e(ag+ﬂ ) :
2
a2a+2a—a+af+((p—1) aa+8_a —ﬂa—@—(pazo
og og og or
o’a oa oa
+ 2a+(p-1) |—+| &’ +(p-1)a—x |a- pa——=0 .
o) oo

Devemos aproximar essa EDP a da equacdo padrdo de transmissao de calor

of 2 of  of? O

A VN P

o ot o2 ot

< .

Para isso, devemos fazer a parcela em(2a+(¢—1)]a—a =0

0

o’ +((p—1)a —@ |a= fa para cancelar a outra parcela de —fa.

o’ + ((o - 1) o —@ = [3, substituindo na equacao acima:

2 2
02, pa-pa-Pog. 02 A _,
g ot og- Or

Com a nova equacdo obtida com as transformagdes de variaveis, precisamos

agora encontrar novas condi¢des de contorno;

V (0,t), para todo t;

V(S,t) = 0, quando S — oo;
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V(S,T)=max(S; —K,0),pelo Contrato

M V(S,H=KV(g,7)=Kel®8HF)a(q )

2
V(S,T)= Ke(angﬂT)a(g,T), como 7 :%(T —t), quando t=T, entdo 7 =0.".

V(S,T) = max(S — K, 0) = Kel*9a(g, 0);
a(g.0) =%e‘(“9) max(S —K.,0), como S =K ¢&;
a(g,0)= %e—(ag) max(K e® — K, 0), simplificando K

- ~(p-1
a(g,0)=e («9) max(e® —1,0), fazendo o = ((/)2 )

) g
a(g,0)=e max(e® —1,0);

2

((w-l)

J
a(g,0)=e max(e® —1,0);

(o-1) (-1)
g g
a(g,0)=max|e 2 et-e 2 ,0|;

[H@’-l)]g (o-)
a(g,0)=max| e —e

(o), (21
(3) a(g,0)=max|e 2 -e 2 ,0|;

Resumo:
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o’a oa
~ 5> ~ ~ VY, onde:

oy® oOr
a(9.7) =%e‘(“9+ﬁf) —KV (g.7)=V(S.1),

¢ como condicao de contorno:

1 -1
(o), (o) (1)
a(g,0)=max|e 2 -e 2 ,0],sendo a=

2

(pt1)  (o-1)
g g
O(g)=a(g,0)=max|e 2 ~—-e 2 ,0|Como

Precisamos encontrar a solucao deste problema. Uma funcao do tipo a(g,t),

Fourier tem a seguinte solucao.
% (s=9)’

a(g,r)zx/;?J'G)(s)e_ 4 ds

Somente sdo considerados pregos S > 0 (precos maior/igual a zero, por

definicao), logo a integral podera ser subdividida em duas etapas):

© _(s=9)
'[ O(s)e 47 ds
X

P X _(s-9)’ 1
a(g,T)zﬁ j @(S)e 4z dS+M

Procedendo mais uma mudanga de variavel:

s—¢
J2r

como s > 0, entdo podemos dizer que X =

X=

SS=XN2T4+0 .. 0 =S—XJ27

quando s =0.

9
J2r
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Substituindo na integral anterior:

—9
| Var _(s=9)’ . _(s-9)
a(g,7)=——— | O(s)e 47 ds+ O(s)e 47 ds
(g)@_{o() ML (s)
(—0¢>0;5=0)=50 V2r

Agora realizando a mudanga de varidvel em x e como

(p+D),  (o7])

O(s)=a(s,0)=max|e 2 -e 2 ,0|ecomos>0;

P Ay N ) P R )
a(g,T)=m J. e 2 —e 2 |e 4 ds, como (S—g)2=x227
-9

V2r
1
edx = ds .. ds = +/27dx, entdio:
V2 ’
1 0 (¢+1)S ((ﬂ_l)s X’ 27
a(g,7) = j e 2 —e 2 |e 4 27dx
47n'i
V2r
w [ (o) (e1) ) X o [ (o)) (p1) ) X
a(g,r):\/z J. e 2 -e 2 e 2dx:>L J' e 2 -e 2 le 2dx
Amr V27 g
V2r /\/Z

Dividindo a integral em duas partes I;-1,, ficamos:

1 0 (¢+1)S _Xi 0 @S _Xi
- 2 2 dx——— _p 2 2d
a(g,r) ﬂ% € € X ﬂ% € e X,
@ Jar

fazendo as varidveis como x e lembrando que S=XV27 +Q:

['e} 1 : e} -1 :
(Wr)(X\/ZJrg)—XZd 1 (¢2 )(x 2T+g)_X7d

a(g,7)=—— j e 2 X ——— _[ —e X,
27 _ NOY
e e

expondo as parcelas que ndo dependem de x, teremos:
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(¢+1)X 2t x?

p+l)g
(o+1) ; :

a(g.0)=——e 2

2z

8
D
—

|
dx+—e 2
N2

oo [l
e

LX , desejamos transformar a

parcela interna da integral num quadrado perfeito do tipo: (a— b)2 =a’—2ab+b’.

Para tal faremos algumas transformagdes na integral para torna-la semelhante a

forma citada.

Avaliando somente a parte que desejamos alterar:

(p+1)

2
T .

W_’;zﬁ_%[xz_(wl)x 2H(¢+21)27 (¢+1)ZT]_',—%[XZ—(¢)+I)X 2H(¢+21)2r]+(

2 2

, voltando a integral:

4

(P+)9 o {((pﬂ)xﬁ—ﬂ (P+D)9 o {‘%[X (¢+12)JZJ +((p+41)21
e dx dx .
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(¢)+1)g . (go+1)2 T
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-y, o (o+N2r

e 2 4 % — o (er)V2r . (p+)N2e
TS J. e g dx, p =x- 5 SX=pp+ )
T
-9
b
. g (¢+1)\/§
o (p1)g (pt)7 | or W 2 Vs
simetria '
— " sle 2 4 * - 2 d
I N27 1
—00
+1)v27
Fazendo |d; = \/g_ + (go 2) , podemos escrever a equacao da seguinte
T
forma:
_ ® -
(+)g_(o+1)'7 |4, -1p/
e 2 4 I%e 2 dp , que reescrevemos como:
Y 2 :

1= e®N(d1 ), onde N(d;) indica a fungdo distribui¢cdo acumulada (veja

explicagdo mais adiante, quando explicamos da fdp e cdp da Normal) até d;.

a(g,r):e®N(d1)—e2

Lp1)g *(%fzj

1 2 2 dx

IZ
| { % +(¢—12)JZJ i X_(wg@
,(¢—1)g+z(go—l) T J. 1 ro

Refazendo as conversdes das variaveis, temos as seguintes transformacgdes:

S=Ke? o In(S/K)=g
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a_g:y_K:l t=T-——" r=0—2(T—t)
s S, S 2 2
K A
V(g,r)ze(ag+ﬂr)a(g,r)
a:—%(go—l) onde (p=20—r2f, e
,H:a2+(g0—l)a—go:—%((p+l)2
1 2 1 2
V(li,t) 2 ey ) (0.7) = o 2Pl lorl) (- 1,)
1 2 1 2 1
Vs e o) { L LN (L L
1 2
V(li,t) _ 2 e Slerla ( dl)_e—((ﬂﬂ) rilan AN (d2)
— (q)—l)z—(q)ﬂ)z T
@_egN(dl)—e{ o N(d2)

2|"f 0'2

V(s,t)K{egN(dl)—e R t)N(dz)}SN(dl)—Kerf(Tt)N(dz).'.

V(S.1)=C(S,t) = SN(d; )~ Ke " (TN (d2) , onde:

ln(;}{:er;]Gz (T-t) ln(;}r(rf (T —t)+%(;2 (T —t))

d1: =
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m[;){rf +022J(T—t)

dlz

o (T-1)
d2=\/9_+(g0—1)\/5
27 2
d2= ln(lij [2: 1] 20°(T-Y) (j [_1]\/2 (T- t\/ZG T-t)
_\/Zz(T—t) ’ _ 2o (T 1)
1(’5]{;2 2_ J(T—t) 1n(5)+(rf _162]”_0
d2= o J(T-1) - oy
ln(%j+ Iy s (T-1)
o rf[J(Tt)]
7.2
Lema de It

Seja X(t) Processo de It6 (ou Wiener generalizado- Vide cap. 7.3). Isso €:
dr(t) = alx,t)dt + b(x,t) dW;

onde W; é a Processo do Wiener. Seja f(X, t) uma fungdo com derivada segunda

(C?) continua. Entdo, f(x(t),t) é também um processo de Ito, e

af (2(t), ) = (a»: AL BT

“dr Ot

20 f of
& I .
, ar?) dt + bz, )5 - dW

Prova informal

Expandindo f(X, t) em Série de Taylor em X e t, temos:

of U o LI
¥ = gedot grditgpade +-o
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substituindo dx por (adt + bdW) , obtemos:

df = g—i{adﬁ +bdW) + % dt + %grf

No limite, dt tende a 0, os termos dt* e dtdW desaparecem, mas o termo

(a®dt* + 2abdt AW + b dT-VE:] + -

dW? tende a dt. O altimo pode ser mostrado se nds provarmos que:
] __.'2 . 3 __:'2 r __f? _

Prova desta propriedade estatistica:
Por defini¢do, Variancia = Var(x) = E[x*] — (E[x])* ou E[x’] = (E[x])* +
Var[x]. Pela defini¢ao de Movimento Browniano:

W~N(0,1) e dW ~N(0, dt), dW=W/dt

ou seja, W possui distribuicdo Normal com média 0(zero) e desvio padrao

1,e dW possui distribui¢io Normal com média 0(zero) e desvio padrio dt. Entdo:
E[W]=0, Var[W] = 1, Var[W] = E[W?]- (E[W])* => Var[W] = E[W*] - 0
E[W =1
E[dW] = E[W~/dt ] = /dt (E[W])=0
Var[dW] = E[dW?] — (E[dW]) > = E[Wdt] — (0) *= dtE[W?] =
dt([E[W]]* + Var(W)) = dt(1+0)
=> Var[dW]=dt
E[dW?] = E[W?dt] = dtE[W?] = dtVar(W) => E[dW?*]=dt
(E[W])’ = 0 ¢ Var[dW’] = E[(dW’)’] - (E[dW]’])* = E[(dW)"] - (E[dW]’])*=

= 3 dt* — dt* = 0 ( sabendo que (dt)' para todo i>1 dt -> 0. Isso implica que ndo ¢

estocastico (variancia 0(zero)). Por outro lado:
dwdt = W (dt) (dt)'* ;
dW = W sqr(dt), W (dt)"* >
=W (dt)*”? ; como i> 1 ento dt 50

Suprimindo os termos dt’ e dtdW , substituindo dW?, e evidenciando a

equagdo em termos de dt e dW teremos:
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of ...
5y dWt

_( 9f Of 9 f
df_( or ' ot ' 2 31*-

)df—l—b

Voltando a PDE de Black-Scholes-Merton: substituindo df por dV e a = uS

eb=0c S, teremos a equacao:

av
aS

dv av 1, ,0%V
55t o T2 5 a:

dVZ(;_LS )dH—U

Demonstrada anteriormente.

7.3

Processo Wiener

O processo do Wiener W; ¢ caracterizado por trés fatos:

e Wy=0;

e W, ¢ quase certamente continuo;

e W, tem incrementos independentes com distribui¢ao "N(O 6%)" denota
distribuicio normal com valor esperado 0 e variancia ¢~

A indicagdo de incrementos independentes significa aquelase 0 <s5; <t; <s; <t,

entao ﬁiﬂ - ﬁi'l e ﬁ;f? H;SE sdo as variaveis aleatorias independentes.

Uma integral baseada na medida do Wiener pode ser chamada a Integral de
Wiener.

Propriedades de um processo unidimensional de Wiener:

A funcdo da densidade da probabilidade em tempo fixo t:

1 2y
fx(z;t) = ——e7" 120t

V2ol Expectancia: pux =0
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Processos relacionados:

O processo estocastico definido por X; = ut + oW; ¢ chamado a Processo de
Wiener com drift g e varidncia infinitesimal 6>. E um processo estocastico usado
para modelar eventos que nunca atingem valores negativos, tais como o valor de

uma a¢ao mobilidria.

7.4

Uso de Taxa Livre de Risco em P&D

Proposicdo 4: A incerteza técnica ndo demanda prémio de risco por parte de

corporagdes com acionistas diversificados.

Prova: A teoria neoclassica de finangas, em especial a teoria de portfolio e o
CAPM (“Capital Asset Pricing Model”) mostra a distingdo entre risco
diversificavel e risco ndo-diversificavel. Pelo CAPM, a taxa ajustada ao risco p =
r +m, onde © € o prémio de risco demandado por investidores diversificados, dado
pelo produto do fator B pelo spread de retorno do mercado (rM — r), onde tM € o
retorno do portfolio de mercado e B a covariancia do retorno do ativo com o
retorno do mercado, normalizada (dividida) pela variancia de mercado. Mas a
incerteza técnica ¢ independente da evolu¢do do mercado (flutuagdes do mercado
ndo afetam a probabilidade de ocorréncia de petroleo, o volume, etc.) e, logo, tem

correlagdo zero com o retorno do portfolio de mercado (é um risco diversificavel).

Assim, pela defini¢do, tem-se 3 = 0 e, portanto 7= = 0. Logo, a incerteza técnica
ndo demanda prémio de risco por parte de investidores diversificados de

corporagdes — como os acionistas de companhias de petréleo. [
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7.5
Valor Esperado de Choquet

Podemos escrever o valor esperado de Choquet de 3 formas diferentes:

(1) j fdv = T(v(f > a)—l)da+Tv(f > a)da

(2) ESX = (W) + Y V(W Wy DL W)~ £ ()]

(3) E°X = nz, POV W, e Wi §) = VW e Wo 1)+ F (W )(V(W, )

(1) => (2) (Prova):
Da formula do valor esperado, temos que:

f(w) f(wy)
EC j(v(f>a) Dda + j(v(f>a) Dda +...+ j(v(f>a)—1)da+
—© f(w) f(W)

f(wj) f(w,)
j(v(f>a)da+ + j(v(f>a)da+ j(v(f>a)da

f(Wnl) f(W)

Examinando cuidadosamente o valor da capacidade que estd associada a

cada intervalo de valores que o pode assumir:

Se a < f(w,), entdo V(f > ) =v({w,,W,,...,w, })=v(Q) =1
Se ax e[ f(w,), f(w,)[,entdo V(T >a)=v({w,,W,,...,W,})

Se ae[f(w,), f(w,)[,entdo V(f >a)=v({w,,wW,,..,W,})

E assim por diante, até termos:

Se ae[f(w,,), f(w,)[,entdo V(f >a)=v({w,})

Se a=f(w,),entdo V(f 2a)=Vv(g)=0
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Desse modo, podemos escrever a expressdo para o valor esperado

substituindo o valor de v(f > ) para cada intevalo onde a se localiza.

f(w) f(wy)
ECX = j(v(f>a)—1)da+ [t 2z -Dde+...+ j(v(f>a) Dda +
f(w) f(wj)
f(wj,) f(w,)
I(v(f>a)da+ 4+ [(fza)da+ j(v(f>a)da_

f(Wy_1) f(wy)

= 0L f(W;) = (=o0)] + (V({W,, Wy, W 1) = DL (W, ) = F(w)T+..+
+ (VW e W, 1) = DIO = F (W, D]+ (VW e W ) = DI F (W5, ) — 0]+
+V({Wn})[f(wn)_ f(Wn—l)]+0[oo_ f(Wn)]:

= F (W) + (VW W DT (W,) = T (W) T+ (VWG W DT (W) = £ (Wy)] .
+V(Wn)[f(wn)_ f(Wn—l )]

= )+ (W W DL (W)~ ()]

(2) => (3) (Prova):

Acabamos de verificar que o valor esperado pode ser escrito como:

ECX = f(Wl)+iv({wi,...,wn})[f(Wi)— f(w,_ )]

Que nos informa que o valor esperado corresponde a média ponderada dos
resultados possiveis, onde se atribui maior peso para aqueles em que ocorrem 0s
piores resultados. Reescrevendo esta expressdo, obtemos a formula do valor

esperado desejado, isto é:

W, )= V(Wy e Wy D)+ O, YOV EW W, D) — VW W, 1)+
t..+ f(Wn—l)(V({Wn—lﬂwn}) _V({Wn})) + f(Wn )(V({Wn})

Esta ultima ¢ conhecida como valor esperado de Choquet.
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3) =>(@1) (Prova):

Acabamos de verificar que o valor esperado de Choquet pode ser escrito

CcOomao:
EOX = (W) V(W W ) 3 F O DV, Wy 1)~ VW 1)+ T (W, VW, ) =
= (W) + VW DT () — T, )] =

= j)-(v(f 2a)—1)da+T(v(f > a)da

Valor Esperado de Choquet para uma Capacidade Simples:

Vimos que a féormula do valor esperado de Choquet pode ser escrita como:

[/ fdv =E°X = £ (W) + V(W W, D W) = (W, )]

Como v ¢ uma capacidade simples, entdo:

1, se A=Q
v(A) = (1-c)p(A) se A#Q onde p ¢ aditiva

Substituindo, teremos: (observe que, na segunda linha, o termo [cf(w; —

cf(wy)], que vale 0, é apenas um artificio para possibilitar o aparecimento de

I fdp logo adiante.
= W)+ D (1= C) (W W DT (W)~ F ()] =
= (W) T6f (W)~ W]+ (1= ©) ) PO, W DLT (W) = (W, )] =

=cf(w) +(1-c){f(w)+ _i PEW, e, W DL (W) = F (W)} =

=cf(w1)+(1—c)j fdp =
=cf(w,)+(1-Cc)E(x)
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Gréaficos de Payoff em 2D
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Payoff ($
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Manipulacdes Algébricas para o Quadro Resumo da Figura 26.

Partindo da Fungao:

V(X)) =

Max((—C,M N )(chnHMM +(1—-C)E[6,,M)),(~ CC+( )(cMunemm(l ¢)E[6,.,C1)).0)

Uy (decisdo) sera, de forma 6tima, “Melhorar” quando:

[(-CM +( )(CM"‘QHM +(I-0E[6,M])) > (- CC+( )(CMIHQ+1C+(1 ©E[6.,.C1N]=0
Assim, quando c=0:
B 1
M+ EL0MD > G+ S (6, C) = [y (ElG M- E6,, €D >[CM ~C.C]
Quando c=1:
_ClM t+]C):

)(Mm@H]M)> CC+( )(Mln

[ﬁ](E[ t+1M] E[ t+1C]) > (CtM _CtC)

E, finalmente, quando 0<c<l1:

(-CM

+%(0Min9t+l'\/| +(1=CE[6.,M]) > (= CC+( )(CMln@+IC+(l OE[6.C]) =

[(1+r

1 Ic(Ming, M —Ming, C) + (1 ~0)(E[6, M1~ EI6,,C1) > CM ~C.O)
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