PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0711252/CA

123

Referéncias Bibliograficas

[1] A.W.Love, Electromagnetic Horn antennas, IEEE Press, New York,
1976.

[2] R.E.Collin, Introduction to Some Fundamental Experiments With Wave
Guides, Proceedings of the IEEE, v87, Issue3, Mar 1999, pp. 508-514.

[3] W.L.Barrow and L.J.Chu, Theory of Electromagnetic Horns, Proc. Inst.
Radio Eng., 1939, v.27, pp. 51-64.

[4] A.D.Olver, P.J.Clarricoats, A.A.Kishk and L.Shafai, Microwave Horns
and Feeds, IEE Electromagnetic Wave Series 39, IEE Press, New York,
1994.

[5] P. J. B. Clarricoats and A. D. Olver. Corrugated Horns for Microwave
Antennas, |IEE — Peter Peregrinus Ltd, London — UK, 1984.

[6] P. J. B. Clarricoats, J. R. Descardeci and A. D. Olver, “A novel
crosspolar broadband hybrid mode feed” , USNC National Radio Science
Meeting — 1988, Colorado, Proceedings of the USNC/URSI National Radio
Science Meeting, 1988, v.1, pp. 13-13.

[7] P. J. Clarricoats, J. R. Descardeci and A. D. Olver, “A Low Crosspolar
Feed for Broadband Application”, 1988-URSI-International Symp. On
Electromagnetic Theory, Thessaloniki USRI, 1988, v.1. pp. 110-119.

[8] A. V. Ghiner and G. I. Surdutovich, “Method of Integral Equations and
an Extinction Theorem for Two-Dimensional Problems in Nonlinear Optics”,
Physical Review A, vol 50, N.1, July 1994, pp. 714 — 723.

[9] C. A. Balanis. Advanced Engineering Electromagnetic. John Wiley &
Sons. 1989, USA.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711252/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0711252/CA

124

[10] C. A. Balanis. Antenna Theory.Analysis and Design. 3. ed. John
Wiley & Sons. 2005, USA.

[11] A. C. Ludwig. “The Definition of Cross Polarization”, IEEE
Transactions on Antennas and Propagation, January 1973.

[12] R.F. Harrington. Time-Harmonic Electromagnetic Fields. John Wiley
& Sons, 2001, USA.

[13] Matrix Operations, Schaum Collection, 1989.

[14] M. Abramovitz., I. A. Stegun. Handbook of mathematical functions.
10%ed., NBS, 1972.

[15] K. R. Carver, J. W. Mink, “Microstrip Antenna Technology”, IEEE

Transactions on Antennas and Propagation, vol.29, No. 1, January, 1981.

[16] R. C. Johnson, Antenna Engineering Handbook, 39 edition, 1993,
USA, Mc Graw Hill.

[17] P. D. Potter, “A New horn antenna with suppressed sidelobes and
equal beamwidth”, Microwave J., pp. 71-78, June 1963.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711252/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0711252/CA

125

APENDICE A
Obtencao dos Potenciais Vetores elétrico e magnético de
Hertz [9].

Al
Potencial Vetor de Hertz do Tipo Elétrico

Da equacgéo de Maxwell, V.B=0, para um material ndo magnético, com

M=, = permeabilidade do espaco livre, tem-se V.B= /JOV.I-_I . Tendo em vista
a identidade vetorial V.(VXI:[E) =0, pode-se definir o potencial vetor de Hertz do

tipo elétrico a partir de:

H = jws,z VXTI, (A1)

Usando-se a equacéo de Maxwell:

VXE =—jou,H (A.2)

Substituindo-se a equagéo (A-1) em (A-2), tem-se:

VXE = 0 ,6,8, VX1, (A.3)

Tendo em vista a identidade vetorial Vx(VX¢,) =0, pode-se escrever:

E = 0’ 1y, I:Ie +V4, (A.4)

Ficando assim definido o potencial escalar de Hertz do tipo elétrico ¢,.

Substituindo-se 0s campos magnético e elétrico, dados por (A.1) e (A.4),

respectivamente, na equacdo de Maxwell:
VxH = jowe,z E (A.5)
obtém-se:

(jws,z, )VXVXI, = (jos,z ) ez, T, +V ¢,] (A.6)

Lembrando que:
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k,” = @’ 1y, (A7)
€ 0 numero de onda no espaco livre, pode-se utilizar a identidade vetorial

VXVXTT, =—V2T1, +VV.I1,

(A.8)
resultando em:
V21, +VV.IL, =kZ& 1, +V ¢, (A.9)
ou
V211, +k2& 1, =VV.I1, -V, (A.10)

Para que o potencial vetor de Hertz do tipo elétrico, definido por (A.1) seja
univoco, € necessario ainda, uma condicdo restritiva do tipo do calibre de

Lorentz. Impondo-se o calibre de Lorentz:
VV.II, -V, =0 (A.11)

A equacéo (A.9) se reduz a equacao homogénea de Helmholtz,

V211, +k&. 1, =0 (A.12)

De (A.1), (A.4) e (A.9) os campos elétrico E e magnético H , podem ser

expressos em termos de 1:[9 como seguem:
H = jws,z VXTI, (A.13)

E =kZ&, [1, +VV.I1, (A.14)

A.2
Potencial Vetor de Hertz do Tipo Magnético

Da equacédo de Maxwell, V.D =0, para materiais dielétricos anisotrépicos,
com D=¢E, tem-se V.£E =0. Se o material for também homogéneo, entdo
V.E=0.

Tendo em vista a identidade vetorial V.(Vxl:[h):O, pode-se definir o
potencial vetor de Hertz do tipo magnético, a partir de:

E =—jou,VXII, (A.15)
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Com a equagéo de Maxwell: VxH = jwe,z, E, obtém-se:

VxH = 0*11,6,8,VxI1, (A.16)

Considerando a identidade vetorial VX(Vd,)=0, pode-se escrever de
(A.16):
H = 0’ 16,8, [1, +V ¢, (A.17)

Ficando assim definido o potencial escalar de Hertz do tipo magnético ¢, .
Substituindo E e H, dados por (A.15) e (A.17), respectivamente, na
equacéo de Maxwell: VXE =— jou,H , obtém-se:
(jeottp)VXVXTT, = (jor )@’ teoz, [T, +V ] (A.18)
com K,* = o’ g, , entdo:

VxVxI1, =k2, I1,+V ¢, (A.19)

Utilizando a identidade vetorial VxVx[T, =-V[I, +VV.[I, em (A.19),
resulta em:
V211, +k2& 1, = VV.I1, -V 4, (A.20)
Para que l:[h, definido por (A.20) seja univoco, impde-se uma condicdo
restritiva do tipo calibre de Lorentz:
VV.I1,-V¢, =0 (A.21)
resultando:

V2 [, +k2&. I1, =0 (A.22)

De (A.15), (A.17), (A.21) e (A.22) os campos podem ser expressos em

termos de ﬁh , COMO seqgue:
E =—jou,VXII, (A.23)

H =kZ2& 1, +VV.I1, = VV.I1, -V*I1, (A.24)
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A3
Solucéo Geral com os Potenciais Vetores de Hertz dos Tipos
Elétrico e Magnético

Para a solucdo de um problema usando os potenciais vetores de Hertz do

tipo elétrico e magnético, [I, e [I,, respectivamente, a primeira providéncia é

e

obter as solugbes das equacdes (A.12) e (A.22). Conhecidos [, e [I,, os

campos elétrico e magnético sdo obtidos como as somas de (A.14) e (A.23) para

0 campo elétrico; e (A.13) e (A.24) para 0 campo magnético:

E =k, [1, +VV.I1, - jeou, VXTI, (A.25)
H =VV.I1, -V2T1, +jws,z, VT, (A.26)
com
& 0 O
&=|0 ¢ O
0 0 g
onde:
& € a componente tangencial do tensor da permissividade relativa do
meio,

g, € a componente axial do tensor da permissividade relativa do meio.
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APENDICE B

Determinacdo dos Campos Elétrico e Magnético a partir

dos Potenciais Vetores de Hertz

Para o potencial vetor magnético, tem-se que [9]:

V11, +k3z, I1, =0

ou
& 0 O
V21, +k2| 0 & 0 |[1,=0
0 0 ¢

Como [, sé tem componente na direcéo z, entéo:

1001, , 1 8°1I, , &°I1

011

Vi, =12 b+ + +—"
" {8r2 ror r’ of 822}
logo
2 2 2
RIS LA A
or r or r° o0¢ oz
o’ 11,
Assumindo uma propagacao na forma e’ = oz’
obtém-se:
o°Il, 1oll, 10°Il, .
+= += +key I, =0
ot r oo rt oot M
chamando

2 2 2
Ken =Ko&z +75

=7§Hh

129

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

Entéo, resolvendo a equacao de onda por substituicdo de variaveis, chega-

Se a.

_ A{Ban(kCH re’sen(ng),0<r<r,
=7

[E,J,(K;r)+ FnYn(Klr)]e_yZ sen(ng),r, <r <r,

(B.7)
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Analisando o potencial vetor elétrico [9], tem-se:

V211, +k&. 1, =0 (B.8)

Como [], s6 tem componente na dire¢éo z, entéo:

or
[, =T1,2=| 04 (8.9)
1,2
_ 2 2 277
VI, :2{6 1} 1011, Jriza 1} 0 1}} (B.10)
or r or r° o¢ oz
Assumindo uma propagacéo na forma e’*, tem-se:
%11 )
—= =y 11, B.11
entdo:
o’Il, 10Il, 101, .,
Er—+= € +k =0
or> r or r? o F I, (B.12)
com
kee =ko&, +77 (B.13)
Portanto:
[, = 2{A J, (keer)e 7? cos(ng)},0<r<r, (B.14)
[T, =2{(C,3,(Kin)+D,Y,(K,r))e " cos(ng)} r, <r <r, (B.15)

O campo elétrico, obtido através dos potenciais vetores € dado por [9]:

E =kZ¢, [1, +V(V.I1,) - jou,VXI1, (B.16)
V.II, =V.(I1,2) = oll, (B.17)
oz
= LTl 2180, L%,
V(V.IL)=¢ o +¢r odez +72 por (B.18)
VxI1, = p 1oL, —&% (B.19)

r o¢ or
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Desta forma, substituindo (B.18) e (B.19) em (B.16) pode-se reescrever o

campo elétrico como:

- — L0, 210%11, 62 1aH aH
E =k’ 2+{f et p= L1, r h_ h) (B.20
06, [l 2+{ aron ¢ra¢a 5 Joop (F ar)( )
E=EFf+ E¢¢3+ E,? (B.21)
com
2
E = oIl ja),ulanh (B.22)
oroz r o¢
o° . 0
' _1 I1, + jou I, (B.23)
r o¢oz or
o° I1,
E, = Pk ke, 1, (B.24)
Analisando a equacéo (B.24) junto com a equacao (B.13), verifica-se que:
:I:kozgz +7/22:|He = kéE He,OS r< rl
(B.25)
:I:koz +722]He = Kl2 [T, <r<r,
) 2
onde =—
"t T
entao
1 o
11, =kTEZ,O£ r<r
EE (B.26)
He ZK—lef,rlSrSrz
O campo magnético, obtido pelos potenciais vetores é dado por:
H =k2&, 1, +V(V.I1,) + jws, VXTI, (B.27)
V. H V(H 2)= 8H (B.28)
2 2 2
vv.il) =2, 510 H“+2a L, (B.29)
oroz r o¢oz oz
c10I1, oIl
VX H —= B.30
r o¢ ¢ or ( )
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& 0 O
=0 ¢ 0
0 0 ¢

resultando em:

2 2 2
b=k I 2+gp e g2 0L 0 Ly g o e 201 a@“&)
.

ooz r ogor | ar r o ¢

H=HFf+Hgp+H,z2

com

Analisando as equacées (B.36) e (B.6), verifica-se que:
H, =[kZ+7,211, = K2TT,, <r<r,

entdo:

CH

1
[I,=—H; r<r<r
Kl

132

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

com as equacdes (B.26) e (B.38) pode-se reescrever as equacdes (B.22), (B.23),

(B.34) e (B.35), para as duas regides de estudo:

1) regifoi (0<r<r):

Ei_iain_J'wﬂo oH, _ 1 JO°E, _ jou, OH,
" ki oroz ki o0p Kil|orez r  o¢

* K2t ogoz

tim
r 6¢oz Jok or

i ilazE;+jwy08H;_i{lazE; : aH;}
kee or K&

(B.39)

(B.40)
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oroz r

1 8H | jog g 0B 1 {8ZH;+ja)805ﬁ OE!

K%, oroz ki, r 0 K2,

i L 0°H]  jwsys; B 1 [18°H,
P KErogoz KA, o k2, |r ogoz

onde, considerando y = j/ (desconsiderando a atenuagdo, o =0):

kéE =kéH = K2 = kOz‘c"zi +7/22 =k§82i _ﬁz

z

2)regido o (L <r<n). g, =&,=1

po_ 1 O°E;  joou, OH;

" Kllorez r  o¢
L 1€ oM
¢ rogor 0 or

oo L O°H? | Joss, O]
K/ ooz r Gl
Lo,
p k1 oé 5

KP=kg+7," =k; =B,

I
— jwe,e, —=
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(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)

(B.45)

(B.46)

(B.47)

(B.48)

E interessante comparar estes resultados com os conhecidos do caso

isotrépico, onde:

82= =

B i 0° E, ja)yo aH
oroz r
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2 1,2 2 _ 1,2, 2
K™ =kos, +7" =ko&, = , para meios sem perdas (a =0).

Pode-se verificar que, quando o meio é isotropico, as equacdes ficam as

mesmas conhecidas na literatura.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711252/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0711252/CA

135

APENDICE C
Obtencao da Admitancia de Superficie em r =rg no Lado da
Corrugacao.

Os modos transverso-magnéticos a “z” sdo obtidos a partir dos potenciais

vetores [9]. Fazendo-se:

I:Ie = HEZ 2
— (C.1)
Hh = 0
O potencial vetor l:[e deve satisfazer a equacédo de onda:
VAT, (r,¢,2) + KZTI,(r,¢,2) =0 (C.2)

Na regido de corrugacdo, a constante de propagacdo é zero, pois na
corrugagao no existe propagacdo. Entdo: r,<r<r, => e 7 = =1.

A solucao da equacéo (C.2) é dada por:

I, =[C.J,(K,r)+D,Y,(K;r)]cos(ng) (C.3)
Sabe-se que: g,—>1,
E, = K1,
K =k; +7;
entéo:
E,(r,¢,2) = K’[C, J. (K.r)+D.Y, (K,r)]cos(ng) (C.4)
comoemr =r2,
E,(r,¢,z)=0 (C.5)
logo:
CJ,(Kr)+D)Y, (Kr,)=0 (C.6)
resultando em:
__ ‘]n (Klrz) C

n n C.7
A D
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Substituindo (C.7) na equacéo (C.4) tem-se:

E ZKZC,[J (K,r)— ((Kl 2))Y(K r)lcos(ng) c9

considerando que nao existe propagacdo na corrugacdo, ou seja,

7, =0=>K, =k, , obtém-se a equagao:

k:C
E, = Y (kr 2)[J (k)Y (kon) — 3, (K, ,)Y. (K r)]cos(ng) (C.9)

O campo magnético na direcao ¢ € dado por:

1821_[ "o e ]
¢ r ooz U or (€.10)
Mas, Hh =0 , entao:
H, =—Jos,s, —=
4 Jowey &, ar (C.11)

Na regido de corrugacao, a permissividade elétrica é igual a 1 e sé existe

componente na dire¢do z, ou seja:

H¢(r,¢,z)=_{<a;g°{K Y((I:< 5 K" (K,N)Y, (Kor) =3, (Kn)Y ' (K, r)]}cos(nqﬁ)(c 12)

ou

H,(r,¢,2) = - jws,K, 1y (i )[J (KDY (Kon,) = J, (K,R,)Y, (K,r)]cos(ng) (C.13)

com K; = kg na corrugacao:

H,(r ¢,2) =—josk, ((; )[J (ko NY, (K1) = 3, (K,n,)Y, (K,r)]cos(ng) (C.14)

A admitancia de superficie € dada por:

C,
(= e = Aok {Y ey B noratkor) =, (R )Y 1y kg r)]}cos(n(b) (C.15)
S - Z k2 C
Y, (K, 2)[J 2 (1Y, (Koh) = 3, (Ko1,)Y, (Kor)cos(ng)

ou
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Y. (r) = 1% P (Ko1)o (ko) = 3, (KoT,)Y 'y (ko) ©.16)
k0 ‘]n(kor)Yn (kOrZ)_‘]n(kOrZ)Yn (kor)
sabendo que Yy, = % dividindo e multiplicando Y, (r) por rk,, tem-se:
0
Yo () = - 228, (k. 1.1,) (€.17)
rk,
com
. (k.. ) = (k¥) {J o (K0Y, (ky) = 3, (ky)Y n(kX)} c.18)
I, (Y, (ky) = J, (ky)Y, (kx)
Portanto, a admitancia de superficie em r = rq é dada por:
Ys (%) = _kjy" Sy (Koi 1o, 1) (C.19)
OrO
onde
Yo = %o admitancia do espaco livre
Ho
e
S, (ky,1y,1,) = (K, Iy) { I (ko) Yn (ko) — 3, (Ko )Y (koro)} (C.20)
3, (ko )Y, (ko) = 3, (Ko )Y, (Ko o)
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APENDICE D
Obtencao dos Coeficientes A,, By, Cy, Dy, En, Fh

O sistema de equacdes dado pelas Equacdes 2.27, 2.29, 2.32, 2.34, 2.36 e
2.38 do Capitulo 2, pode ser escrito na forma matricial: [M].[Cref] = [0], onde M é

uma matriz 6 x 6 e Cref € uma matriz coluna. Tem-se:

ay o, o o, oy ag\[A 0
Oy Oy Oy Oy Oy Oy || B, 0
Uy Oy Qyy Gy Qs O || C, _ 0 (D.1)
Ay Ay Qg Gy s O || D, 0
Ay Oy Oz Ay Qs O || B 0
Qg Qs Ogg Oy Ogs Oy )\ F, 0
onde:
Qyy = Olys = Ol = Qlgy =gy =Qyy = Ay =gy =gz =, =0 (D.2)
n
ey, = g/ J,(Kr) (D.3)
h
- |
ap, = 19k, J,(Kr) (D.4)
K
ny
Q3 =— K12r1 ‘]n(Klrl) (D.5)
n
Qy =~ Z Y, (Kr) (D.6)
1h
" |
Qg =— 19k J,(Kir) (D.7)
Ky
- |
oy ==Y, (K1) (D.8)
1
ay =J,(Kn) (D.9)
Ay =—J, (K1) (D.10)
Ay ==Y, (K1) (D.11)
o, = K2, (KiR)Ys(r) + joe,K,J, (KiK) (D.12)

oy, = K2Y, (K L)Ys(r) + joe,KY, (K1) (D.13)
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n
g =7 3,(Kiry) (D.14)
0
n
Oz Zr—yYn(Klro) (D.15)
0
n
s :r—an(Klro) (D.16)
0
n
.y, =r—7Yn(K1r0) (D.17)
0
Q= jou,KJ, (K1) (D.18)
A = jouKY, (K1) (D.19)
o = J“’EO w3 (Kr) (D.20)
Usp = K2n J,(Kr) (D.21)
jwe, ..
o =223, (Ky) (D.22)
1
jwe, .,
=120, (Kyp) (D.23)
1
Olgs = Kz J,(Kir) (D.24)
n
Ogs = }Zz Y, (Kir) (D.25)
A =3, (Kr) (D.26)
_‘]n(Klrl) (D.27)
s =Y, (K1) (D.28)

onde, y =a+ jf = jf =y,= constante de propagacdo na direcdo z para meios
sem perdas, e Y;(r,) é a admitancia de superficie em r = r,, dada pela equagéo

C.17 (apéndice C).

Sabendo que:

k¢ = @’ 18, (D.29)
ws, =K, Y, (D.30)
op, =0 (D.31)
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E, substituindo D.29, D.30 e D.31 nas Equacdes D.3 a D.28, pode-se

reescrever a matriz como:

ay @, oy o, ap o[ A
Bn

|
O O O O o o

com

KY,
jpn
13 = KI‘Z ‘]n(Klrl)
1
18n
14 = K12r1 Yn(Klrl)
J ¢ .
Qs =— K1;0 ‘]n(Klrl)

A3 = Klz‘]n (Krp)Ys(r) + iky Yo Kl‘]r'w (Kirp)

ay, = K2Y (K )Ys(r) + jk, Y K.Y, (K1)

:ﬂ‘]n(Ker)

0

s

jon
:%Yn(Ker)

0

Az

jon
277 15 J,(Kip)

0

(D.32)

(D.33)

(D.34)

(D.35)

(D.36)

(D.37)

(D.38)

(D.39)

(D.40)
(D.41)
(D.42)
(D.43)

(D.44)

(D.45)

(D.46)

(D.47)
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jon
Ay = %Yn(Klro) (D.48)
0
.k .
Qs = Jy_o Kl‘]n(Ker) (D.49)
0
.k .
Qg = Jy_o KlYn (K1ro) (D.50)
0
K Yo&i -
== Jn(Kn) (D.51)
j on
Usp = _%gti‘]n(Krl) (D.52)
1
IkoYo 1
U5z = K J.(Kin) (D.53)
1
IKoYo
Ay = K Yn(K1r1) (D.54)
1
jon
ass =3L53,(K,p) (059
11
jon
56 ::_ﬁzYn(Klrl) (D.56)
1M\
A, = J,(Kr) (D.57)
o =—J,(Ki1) (D.58)
ags =Y, (Ki1) (D.59)

Gerando a matriz aumentada e triangularizando a matriz, ou seja, zerando

os valores abaixo da diagonal principal [13] obtém-se o determinante da matriz.

Para isso, usando a matriz aumentada:

&y G

a, O
0 0
0 0

Usy s
0 a

Trocando algumas linhas

nova matriz:

(D.60)

O O O O O o

para facilitar a triangularizagdo, escreve-se a
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com

sy Usy
0 o,
0 0
[04
52
0 el
sy
a
52
0 ap-—ay
sy
0 0

a51 a52 C{53
0 o 0
0 o0 ay,

U3 sy g
0 0 o
Ay Oy Qg
Ay Ay 0
O3 Gy O
O3 Oz Ogg

a, 0
o O
a, O
0 O
a, 0O
o, 0
1 (asp):
Usg s
Ugs g
Qs Qg
G55 gy, Ze6
21 21
sy sy
Oss Usg
Oy — Qg =0y
(25 sy
Uss Uge

Oss Osg
Ogs Ogo
U5 Qe
Uss Osg
0y — + —Qy— +
] s, sy
{ a s J Xes ( s, J s
21 21
sy ) Ogy sy ) Ogp
53 53
s — Oy - Qe — Qg -
sy s,
Q, Q, Q, Q,
52 | Xes 52 | Pes
ap =0y ] (alz oy ]
sy ) Ogp 51 ) Xe2
Olys Oy

Zerando a coluna 3 das linhas 4, 5 e 6 a partir da linha 3 (a4y):

sy

o O O O

s,y

Uy

o

sz

0

sy

0

L44n
L54n

Ay

Ay

Ay

L45n
L55n

L46n
L56n

2213
Ay

Uz

142

(D.61)

(D.62)

(D.63)

(D.64)
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a, g o
- 54 53 | Qs
L44n = [%4 —ay —J - (0{23 —ay —J—
o, Oy ) Olyy

Q, (04 (04 Q, (04
55 52 65 53 45
| 45n _a21_+[a21 _J__[QZS_(ZZl _J_

51 sy ) Ugy 51 ) Xa3
(04 (04 (04 (04 a
_ 56 52 | Pes . 53 | Pas
L46N =—a, == +| ay —= | —| O — Oy — | —
51 A5y ) Uy U5y ) Oys
(04 (04 (04

. 53 _ 53 | Qs

LYMn=a, —a,—=—| o, —a,;, —= |—

51 U5y ) Oy3

a, o, | o a,
53 52 65 53
LS5n = — o, (alz a, j (alg oy, j

51

(04
_ 53
LS6n = a5 — oy —| G — Oy —| O3 —Qyy

51 U5, ) Uy sy

Zerando a coluna 4 das linhas 5 e 6 com linha 4:

a51 a52 C¥53 a54 a55 0!56 0
0 a62 O 0 a65 a66 0
0 0 Uy Ay Qs Oy 0
0 0 0 L44n L45n L46n O
0 0 0 0 L55n L56n O
0 0 0 0 L65n L66n O
& s &, A, |
L44N = oty — atpy —2 + atyy —2 =4 | )y —aty —2 |4
51 P51 ey sy ) Oyg
a U5, | & sy |
L45n = —ar,, 255 + [% ijﬂ _ [% —a, i} s
51 U5y ) Ugy 5 ) Qg
a U5 | & s |
L46N = —a), —2 +| o, =2 |28 —| @), — a1, =2 |22
51 P51 ) Ao sy ) Oy

51

143

(D.65)
(D.66)
(D.67)
(D.68)
(D.69)

(D.70)

(D.71)

(D.72)
(D.73)

(D.74)

j(D.?S)
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(04 Q, (04 (04 [04
_ 53 52 | Pee 53 | Pas
L565n = o5 —ay; - (“12 —ay \J - [%3 -0y ] -

51 51 ) %oz 51 ) Oz
—a a56+ a Agp |Ogs a0 —a A3 | Ay (D.76)

21 2 23~ 0n

s g |y s, Os; ) Ogy Os; ) Qg3

Q= 0y SR

51 51 43 5 Oy | Oy,

(0‘24 —Qy j [aza Oy
51 Os; ) O3

(04 a, (04 (04 (94
55 52 65 53 45
(—aﬂ — 4+ (am ] - [%3 — 0Oy J j
a a sy A5y ) Ay A5y ) Cy3 D
45 44 A7
L65n = Qg — — [0{34 —j ( )

Usando a matriz resultante da Equagdo (D.71) para calcular o
determinante, tem-se os coeficientes em fung¢é@o de An (normalizando em An=1).
Da linha 5:

L555n.An + L556n.Cn =0 =>
L555n (D.79)
- An

L556n

ou
Cn=NAn (D.80)
com

N __ L555n 081
L556n

Da linha 4:
L44nBn+ L45nAn+ L46nCn =0=>

L44nBn + L45nAn — L46n L5 An=0 (D.82)
L556

(L45n N L46nL555j

L556
L44n

Bn=- An

ou
Bn=MAnN (D.83)
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com
(L45n + L4ﬁ2'5‘:55j
M =-— (D.84)
L44n
Da linha 3:
a,Dn+a,Bn+a,An+a,,Cn=0=>
(L45n i L4EQI5_255J L555n
Dn-— An+a,.An— An |=0(D.85)
Faal ™ P L44n Fas ™™ Y ( L5560 j
L46nL555
L45n+ ———
o ( " L556 j yota L555n
“ L44n 74 556N
Dn = An
Ay3
ou
Dn = PAn (D.86)
com
L4504+ L46nL555
o L556 gta L555n
“ L44n 0 74| 1L556n
P= (D.87)
Q3
Da linha 2:

o, Fn+aAn+ o, ,Cn=0=> o ,Fn+ o, An—o (

L555n
O -«
L556n

=>Fn=

65
An

6162

ou

com

Fn=LAN

L555n
L556n

Anjzo

(D.88)

(D.89)
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Da linha 1:

g

L555n
— Ugs
L556n

L=

g

oy En+ o, Fn+ o, Dn+ o, Bn+ o, An+ o, Cn =0 =>

L46nL555
. (L45n " 556 j o to [(L555D
L555n “ L44n % 798| 556N
%o | Lssen ) ¥
o En+og, An+ag, An—
%) 3
(L%n N L4ﬁ2|5_255) L555n
O, AN+ o AN — o An=0=>
L44n L556n
logo:
L46nL555
L45n+———~
“ ( " L6 ] o [L555N
L555n ) “ L44n 7 Lss6n
%{Ls56n) ®
—s, o — s P +
62 43
En= An
aSl
L, -46nL555
L556 L555n
(2N - L T
L44n L556n
ou
En=QAn
com
L 45 5 -46nL555
“ L556 cuta ( L555n]
L555n “ L44n %7748 1L556n
Qg 65
L556n
—0s) — sy +
ey a3 1
Q - 751
L46nL555
L45n+ ———*~
" [ L556 ) o 10 555N
5“ L44n % 7% 556N
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(D.90)

(D.91)

(D.92)

(D.93)
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APENDICE E
Desenvolvimento de Integrais de Campos usadas [10,14]

E.l
Cos(ng)sen(¢-¢’)

[ cos(ngysen(g — el =g 4t =

a=¢p—¢ =>¢ =¢—a
dor=—dg'

p—27 P
= —L cos N(¢ — ) sen e v senocsadq o —
$-27 jkr'sen @cosa
—L COS Ng COSs N sen ae do —

P27 . et
L sin ngsin(na) sen ae ™ N9 q o =

— —cos n¢-.'2” (el"* +e ") (e)* 7e7ja)°jkr'sen9(:osada 7
o > 2j
sen n¢j‘2” (e —e ") (e)* —e 1) glikrsenocosay o
° 2j 2j

ikr'senocosay o

_ cos n¢ o (ejrz(n+l) 4 e ia(n-D)
jo _gla(n-D 7e—jrx(n+l))
sen n¢ -‘_2” (eja(n+1) _ g ia(n-D

Ja(n -1) t+ e —ja(n+l) )ejkr sen & cosa

27

_cosng | jT"P
4j 27
] 7@ (n-1) (kr'sen @) —

J(nsny (Kr'sen @) + J_nay (kr'sen O)

7T
oD

J (ml)(kr'sen o)

joD

27

senng | j~"

4 2 .
==y J(n1y (kr'sen @) +

J

Iy (Kr'sen @) — J_(ny(kr'sen )

j(nfl)

J_(ns1y (Kr 'sen 0)

7T
j (n+1)

_1)(n-D
e (krsen 0) + RO

_27zcosng | ] J

4] 1 (=1

_W J gy (Kr'sen ) — D

J(nay (Kr'sen )

J iy (Kr'sen 9)

D@

J (na1) (kr 'sen @) —W

J 1y (Kr 'sen 0)

2zsenng | j "

a 1 (—1)mD

—a i (Kr'sen @) + J(nany (Kr'sen 9)

J j(n+1)
__mcosn —1)mD . —1)" D 1 ,
= ¢ {( J—(n+1) - ( j(?l+l) j J(n+1) (kr sen 6) + [ ( j(?l—l) - j—(n—l) ] ‘](n—l) (kl’ sen 9)}
7zsen ng 1 (=1 (—nv 1
_ > {[ o + oD J iy (Kr'sen ) — W_Fw -1y (Kr'sen @)

ou
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2 N N ikrsengcos(dogh 4 4o ZTCOSN 1 -1 . -y g .
L cos(ng)sin(g — ¢ e’ "= d g :_72j ¢{[J~(m) - j‘g*l) oy (Kr'sen 6) + (j(ZA) - D Jy (kr'send) ¢+

zsinng 1 (=po . (- 1 )
+ 5 {[J_(M)ﬁ-w Iy (kr'sen 6) - w#—m Joy(kr'send) =

—cosng ‘"’+(J)(2n (kr'sen @) +| — (J) — 213, (kr'sen®) t+
- ja i i@ =)

2 )@
sin n¢{[ (1) (J()M) ]{J(M)(kr'sen H)}—(—(jl()Tl)Jrj‘"’“jJ(n,l)(kr'sene)}

2{ cosng( J© + JOP){ 3y (kr'sen8) = 3, (kr'sen 0)} +senng (0 - J0) {3, (krsen 6) + I, 4 (krsen 9)}} =

2{ €08 ( J = J©){J oy (kr'sen 0) + =3y (kr'sen 6)} +senng (2 — JO) {3,y (kr'sen €) + I,y (kr'sen 9)}} =

Esm ng(J = J) {3 (kr'sen 0) + 3,y (kr'sen 6)} = %sen ngj™ [Lfl]{\](m)(kr‘sen 0)+ 3, (kr'sen 6)} =
J
e ) ) 27zsenng " ,
—zsinng 0 {J ., (kr'sen0) + 3, (kr'sen )} = T sng Iy (kr'sen6)

Entao

27zsenngj v

sen Jm (kr'send) (E.1)

[ cos(ng)sen(p — g =t =

E.2
Cos(n)cos(¢-¢’)

[[”cos(ng ) cos(p—g Jerr e g =
a=¢-¢'=>¢'=¢-a
da=-d¢'

g2 ‘
= 7.[¢ cosn(g—a)cos ae™ " d g = —I C0S N COS Nex COS e 0% o — L sen ngsen(na) cos e =" g =

— cos n¢"‘2” (ejm +e Jnu) (em +e’ )Ejkr‘senacosada_sen n¢-[2” (ejna _?71“‘1) (eja +eim) eJkr'senGcosada _
0 2 2 Y 2

_ cosng senng

-[2,1 (eJna +efjna)(eja +e—]a)ejkr‘sen9cosada _ J-Zrz (e’"" 7e71na)(e1a +efja)ejkr‘sem9cosada —
0 0

_ cos ng Jz” (eju(n+1) 4 eian-D 4 gien | e—jzx(ml))ejkr'sinb’coszxda _sen n¢ J‘:” (ejzx(n+1) _grla) | gla(rD) _e—ja(ml))ejkr'sen(icosada _
J

cosng | 27 27 , 27 2r ,

" {W (e (KT 'sEN O) + —— J(" 5 J_ny (Kr'sen Q)er (np(Kr'sen @) +——— J‘"*” J_(npy (Kr'sen 0)}
senng | 2z

_ 4] {ﬁT e (kr'sen@) ———J_ , (kr'sen 0)+ 5 J (o (Kr 'sen 6) — (M J_(nepy (Kr'sen 6)}

27CosN 1 (- 1 (- .
:%{W (M)(kr sen 0)+W (n- 1)(kr sen 6’)4r =) (n ) (kr'sen @) +~—"—— (M) (M)(kr sin )

2zsinng | 1 , ( l
_T{ — J gy (K1 'sen 6) —

J

)(1)

gy (Kr'sen @) + ——— o Jnepy (KT 'sEN H)}

J oy (kr'send

1
(n- 1) J—(n -1)

ou
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1 1 (n+1) , 1 i) (n-1) '
[ —D +( j(z*” JJ(M)(kr sen Q)J{WJJ(%]J(M (kr'sen 9)}

_ mcosng
= J

zsinng 1 (=t ‘ 1 (e ‘
- [j“"“) - D Jneny (KT 'sen 6) + w—w Jny(kr'sen0) ¢ =

jon _ (G G

j(n+1) j ‘J(n+1) (kr ‘sen 0) + ( J D j(n71) j ‘J(n—l) (kr 'sen 3)} +

_zsenng {[ e ]JM (kr'sen) + [ 94 (_Jﬁj Iy (ki sen 9)} -

-(n+1)_(j)(2n) J k ' 9 -(nfl)_(j)(zn) J k 0 0
J j(n+1) (n+1)( r'sen )+ J j(n,l) (n—l)( r'sen ) +

_ mcosng
2

senng [( ., (j)" ' . o |
oz d ¢{[J +(j1()n+z; ]J(M)(kr sen0)+[1( z)+%]J(M(kr sena)}—

j oy ) J .y (kP 'sEN ) +( jOY - oy ) J oy (Kr 'sen 9)} +

—@{(J‘“ ~0™) 3y (kr'sen 0) + (= + | ), (kr'sen 0)} =
_ meosng (3" = J )y (kr'sen @) — 3 (kr'sen 0)} =~z cosng (" — ") 3" (kr'sen 6) =

2
=2rcosng "' (kr'sen 0)

logo:

_[02” cos(ng ') cos(g— ¢ e =V Ndg' =2 cosng "I (kr'send)  (E.2)

E.3
Sen(n¢’)sen(¢-¢’)

2z i
' 0\ Jkr'sendcos(g—¢) _n
J'O senng'sen(¢ —¢")e dg'="

a=g-¢'=>¢'=¢p-a
da=-dg'
x=Kkr'sen @

4-2 s
= —L "sen(n(¢ — a)) sen ae M0 o =
sen(a—b) =senacosb—cosasenb =>
42 ; 92 i
= _L ”sen(n¢) cos(na)sen ae ™ “*“da + L " cos ngsen(na)sen ae”“**da =

4-2 - ¢-2 -
= —sen(n¢)_[¢ : cos(na)sen ae ™ *“da + cos(n¢5)j¢ ”sen(na) senae¥*“da =

mas
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ja(n+l) _ q-ja(n+l) ja(n-1) _ q-ja(n-1)
cos(na)sen :l{sen(na+a)—sen(na—a)} _Llle € )_(e ° )
2 2 2j 2]

ja(n+1) -Ja(n+l) ja(n-1) —jar(n-1)
sen(na)sena = 1{ cos(na + o) +cos(na — a)} _(e te ) (e +€ )
entdo
1 1
27 , p WJM) (U)_WJ_(M (u)-
J; " senng'sen(g— gt =g =~ T sen(ng) . +
J W‘]m—n (U)+WJ_@_D (u)
1 1
) J e (U) = () I nagy (W) +
T ] ]
+—=cos(ng)
2 1 1
el oy (U) + Rl e ()
mas
1
Iy W) = (D3, (W)
logo
1 (n+1)
( j FECE ( (?Hl) ] iy (U) +
fsen(n¢) i
1 (- 1)(“ 5
2 J—(n—l) BTGE (n—l) (U)
I sen n¢'sen(¢_¢-)ejkr'sen9cos(¢—¢')d¢.: 2 _
° 2 ( 1)(n+1)
(n+1) Iy (U) +
+cos(ng)
N
J—(n—l) (n—l) (n—1) (U)

—sen(n¢) J

2(n+1) 1 J2(n—1)
+cos(n¢) —(n+1) (n+1) ] (n+1)(u)+[ j—(n—l) RETr ](n -1) j (n-1) (u)

2(n+1) 1 j2(n—1)
Jf(n+1) (n+1) ]‘](nﬂ) (u)+[j(nl)_-(nl)j"](n1) |+

NN

fsen(nqﬁ)

J(ml) + J(nﬂ) (n+1) (U)+( Y J(nil))‘](n—l) (U):|+

z
2

+eos(ng)| (=5 = J) Iy W+ (1 + )30 5 ()]

= 2 oA (<3 = 1) Jy @)+ (17 + ) 3y W) ]| =

= {cos(ng) [ <2173y (W) + 21 () =
= 7" cos(Ng)| =y (W) + 1y (W) ] =

=7 J"€0S(NB)[ J gy () + Iy (U) | =

Ja(u)
ksen@

=27 " cos(ng)

Portanto:
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J. (kr'sen 6)

_[ sen(ng')sen(¢p— ¢ el =gy = 27[]”1C05(n¢)w( 3)

E.4
Sen(ng)cos(¢-¢’)

[ sen(ng) cos(p - e = gy =
a=g-¢'=>¢'=4-a
da =—dg’

27 . p-27 . p-217 -
= —L senn(¢—a)cosae* "y = —L sen ngcos N cos ae ™ s g o 4 L cosngsen(ner) cos e M Mg o =

——senng” (€7 +e7™) (¥ +&") yransomag 4 cosng (- (™ =) (€ + &) prmiimay, _
° 2 2 o 2j 2

__sen ng JZ” (67 e M) (el 4 g inyghrsenocosa cosng IZ” (e —g i) (el 4 g T )glrsnoemsay o
o 4j b

_senng J‘Z” (€140 | gl | gial-) 4 g-ialnh yg jursencosag ) cosng JZ” (14(mD _gmi(nD) 4 gD _ g-jalnit)yg frisendcosay o)
o 4j b

senng | 27 . on . |
- ¢{W ey (Kr'sen0) +—— j‘” 7 -y (Kr'sen 6) + J’(" 5 J oy (Kr'sen 0) + —— j‘” 53 ey (KT 'sEN 9)}+
Lgosn
i ¢{J oty Jiney (Kr'sen 0) — (n 5 oy (krsen6) + = (n 3 J oy (kr'sen 6) — J‘"“’ J_ oy (kT 'sEN 9)}
2rsenng | 2 k 07k L K S
R el ey senz9)+w (np (Kr'sen @) + —— R Iy (kr sen6)+wj(m)( r'send) !+
2z cosn 1 (=)D 1 o) .
+%{W (nepy (KT 'sEN 6)—% (nny (Kr's€N 0) + —= R J oy (kr'sen0) - %J(M)(kr send) =

. 1 .
2 R jo J‘](M)(kr sen 9)*[ ) + o jJ(H)(kr sen 9)}+

]
cosn 1 —1)(m ) 1 —1) .
+”T¢{[ oD —%)J(M) (kr'sen ) +[w—(ﬁ%j J oy (kr'sen 6’)} =

B ;zsenn¢f 1 (- (=
- G

ou
_1)™ _q)™
[ o ( -(Jn-)u) j’](ml)(kr ‘sen 9) + ( o + (-(J':)+1) JJ(Nl)(kr ‘sen 6) +
zksen(n(ﬁ,) COS(f — eI IOy g _7wsenng ] N ;zcos. ng J _
’ 2 T 2j o, & He
[] —W]J(H)(kr'senﬂ) [ R J (- (Kr'sen6)
[i‘"“’ e ] ok 'sen )+ [ﬁ"*“ O ] ok sen0) +
senng ] 7CoSNg J
2 o i)(em . 2j \ (@n \
[J( 1)7(1']()7171) JJ(M)(kr send) ( o+ (JJ()" =) ] (npy (Kr'sen6)
—Lsezn n¢{(j‘"*” —JT) 3y krisen 0)+ (J0 = j) 3,y (kr'sen 49)}+
7 COS n¢ (n+1) (n-1) (n-1) (n+1) 0 —
T{( +j ) e krsend)+ (Y + ) oy (Kr'sen 67)} =
ou

[ sen(ng ) cos(p—g et 010

ZSENNG [ i)+ (ns , , L COSNG [ . (s o
= T(J( n_ 1)){.](M)(kr sen @) —J ,y (kr sena)} T( o 1)){ ey (kr'sen @)+ (kr sen@)}:

ZSENNG [ 01y (o TeNNG oy /- . , ,
= T¢(]( D= 00N 3 (krisen €)= 3,y (kr'sen 6)} = - 5 4 IO (=) I kr'sen0) =3, (kr'sen 6)} =
=—%"”¢j<"’ (<257 ){ 3 (kr'sen &)~ 3, , (kr'sen 6)} = zsinng 2 {3, (kr'sing) 3., (kr'sin 6)} =

=—27sinngj" 3" (kr'sing)
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logo:

jj” sen(ng") cos(¢ — ¢ )™ " Ndg' = 27senng "I (kr'send) (E.4)

E.5
Obtencéao das Integrais para o Caso Especialem quen =1

Com n=1, a Equacdo (E.2) pode ser reescrita como:
joh cos(p") cos(p— ¢ Yl "N d g = 277 cos g j VI, (kr'sen 6)
mas,

J.(,Z” COS(¢_¢')eikf'sem9€05(¢*¢')d¢' — _J:_Z” Cos(a)ejkr'senacosada _ _%j:_z” (eja + e—ja )ejkr'sené)cosada _

p-¢'=a=¢'=p-a

d¢'=—da

_ _1 J'¢*2”ejaejkr‘sen6cosada + J‘WZ” e*jaejkrlsenacosada) =
2\Js ‘

=—27c0s $J, (kr 'sen 6)

entéo:
J-Z;z oS 2¢.ejkr’sen€cos(¢f¢')d¢.:EIZH (eJ'2¢‘ +e—j2¢’)ejkr'seanos(¢—¢‘)d¢. —
0 2 0

12/[-.». iy 12717-.-. pr , , . s
:EJ'O eJZ¢eJkrsenecos(¢ ¢)d¢-+§jo e 12¢e]krseanos(¢ ¢)d¢ =7Z'\]2(kr Sene)(e12¢+e 12¢):

=27 c0s2¢J, (kr 'sen 6)

1e2r o o - 1226 0, 0o el® op
7'.' e12¢e1kr sen 6cos(g ¢)d¢- :E.[ e]2¢e1(kr seanosﬂ+2ﬂ)dﬁ __ J' eJ(kr seanosﬂJrZﬂ)dﬂ _

270 2 7

26 L. o i2¢ . .
:—e7 02 ejzﬁe'(k”e”“’wsﬂ)dﬁ:—%%Jz(kr'sen 0)e 1% = 7e1% ], (kr 'sen 6)

J

P=9p—9p=>9¢'=p+¢
dg=dg'
§'=0=> 5=
¢"=2r=>pP=21—¢
1027 iap kesendoos(d-g) g v L [27% _i2g. i(kr'senocosp-25) 4 ;o e o i(kr'sen0cos f-28) 4 2 _
e dp'=3 ], e e ap=—5l e 9=

2, ~i2p _ _
:_e?foz e’””e“k”e”‘gwsﬂ)dﬂ:—e?zj—f\]_z(kr'sene)e’w = e 1], (kr'sen @)

312 i ixeossg o
272"[0 ekl g — g (x)
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'[02” cos ¢'cos(p— @)™ "N d g’ = rcosg[ I, (kr'sen §) — I, (kr 'sen §)]
Do mesmo modo, obtém-se:
IOZE cos¢'sen(p— ¢’ " Id g’ = rsen g(J, (kr'sen 9) + J, (kr 'sen 9))

j;” seng'cos(g— g " dg' = rsen g[J, (kr 'sen @) — I, (kr 'sen 8)]

_[02” seng'sen(g— g e " Ndg' = 7z cosg[J, (kr'sen @) + J, (kr 'sen 6)]

27 jucosa N ei2a +e_i2a jucosa _
jo CoS 2 da_jo (—2 da=-27J,(u)

i2a —i2a
_[02” sen 2ce*dg = 'f:” (% ueosay iy =
J

Iozﬁeimejucosada =-27J,(u)
J-OZ”ejucosada = —272'\]() (U)
De [14, (IV-35)]:

IOZ;rejnaequOSada — 25: ‘]n(u)
J

entao:
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jZﬂejnaejucosada — 2_72- ‘]n(u)

0 J n

J'zﬂcosnaejucomda :IZ” e +€ jucowda _

0 0 2

=1[ e Jn<u)+?—fJ_n(u)J=1[ e Jn(u)+2.—f(—1)“an(u)j
2\ j i 2\ ] i

3.,(X) = (1" 3,(X)

n=0=>2xJ,()
n=1=> ;le(u)(_i_l__ilj:
J J

N=2=> %(%Jz(u) +2j—72[(—l)2J2(u)J =273, (u)

ou

Jjﬁ C0s 2¢'e N ¢' = 277 cos 2, (Kr 'sen O)

E.6
Desenvolvimento para os Casos Apresentados

a)
‘[0271 sen? ¢.ejkr'senacos(¢f¢jd¢, _ _I:szr senz(qﬁ _ a)ejkr‘senecomda _ _%J‘;er [1_ COS(2¢ _ Za)]ejkr'senacoszzda —

a=g-¢'
da=-dg¢'

12z 0 1 ¢¢-27 e 1 po-2n s
— EJ.O eJkr senecosada_'_EL cos 2¢COS Zaejkr sen0cosa +EL sen 2¢sen Zaejkr seannsada _

26 -j24'
jkr‘senecosada +isen 2¢J'¢’2” (e / —€ / ) ejkr‘senecosada —

, 1 g-2r (1% + 712
=—mJ,(kr sen6)+Ecos2¢J' —e . 2]

¢ 2
' 1 2z j2¢' 4 jkr'sendcosa 2z —j2¢' 5 jkr'senfcosa
=—rd,(kr sene)—zcosw jo e'”e da+'|.0 e '’e da}+
1 2w j2¢' 4 jkr'sen@cosa 27 —j2¢' 4 jkr'senOcosa
Tsen2¢ IO e'*el dozf_"0 g '*¥e! dat=
]

=-rJ,(kr'sen 6) —%cos 2¢{-27J,(kr'sen §) — 2, (kr 'sen §)} =
=—nJ,(kr'sen @)+ zcos2¢J,(kr'sen 0)
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[ cos gsen(p— g et 0ol =
a=¢-¢'=>¢'=—(a-¢)
da =—-dg"

¢-27 . ¢-27 f ¢-2r .
= 7j cos(a — p)sen ae ™ =" d g = —j 0s ¢ cos arsen ae ¥ e d o 7J' sengsen’ ae e g =

COS¢ J'¢ ZYSen 2a ejkr sen{lcosad Sen ¢ J'¢ 27 jkl’ sen{lcosad Sen ¢ '[¢ 27 c0os 2 e]kr sen()cosada

cos¢f 274“]% ) ‘k"”“"w”da—ﬂ(—zna (kr‘senﬁ))—w ) e (@€ ) sy
2j 2 o 2 2
_cosg
4]
=zseng[J,(kr'sen )+ J,(kr'sen §)]

==L {-27],(kr'sen ) + 27, (kr 'sen 6) } +sen g, (kr 'sen &) —%¢{—27r‘]2(kr 'sen 0) — 273, (kr'sen )} =

2z N
' _ Analkrisendcos(g-¢) g 41 _ o
_[0 seng'sen(g—g¢"e dg'="?

a=p-¢'=>¢'=~@-9)
da=-dg¢'

L p-27 o
= —I " sen(a — ) sen ae M = d g = —_[ " cos gsen’ ek g g 4 L sen ¢ cos a sen ae M NS o =

_ COS¢ J‘Wz”ejkr'sent)cosada + COS¢ J“”’z’ cos Zaejkr‘senacosada + sen ¢ J'ab’z”sen Zaejkr'sent)cosada _

o (0i20 | o-i2d (eI _grizy
=—C025¢(27rJo(kr'sen 9))+ COS¢J'2 (e Jrze ) Jkrsenb’ccsad + sen¢J-2 (e 5 e )eJkr sengeosa o
J

=—cos ¢, (kr'sen 6))+T¢{ 2723, (kr'sen @) — 273, (kr'sen 9)}+T¢{ =273, (kr'sen 6) + 273, (kr'sen 6) } =

—cos g, (Kr'sen 0)) 74”%5?){

J,(kr'sen 6)} = -z cos ¢, (kr 'sen §) — z cos ¢J,, (kr 'sen &) =
=—mcos¢@[J,(kr'send) + J,(kr'sen §)]
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