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4
POROELASTICIDADE

4.1.
Introducéo

Esta teoria que descreve o comportamento acoplado entre os fluidos e
soélidos em meios porosos foi primeiramente descrita por Biot que teve inicio com
uma série de artigos publicados a partir de 1941. Posteriormente, outros
estudos, visando mais especificamente o comportamento acoplado fluido-sélido,
onde as compressibilidades de meios rochosos sejam relevantes (caso de
reservatorios de petréleo, que sdo compostos basicamente por fluido e rocha),
foram realizados, objetivando validar a teoria proposta por Biot (1941), como em
Geerstma (1957).

Na teoria de poroelasticidade o meio poroso é considerado elastico linear,
isotrépico e considera os poros totalmente ocupados por um fluido. A sintese
feita neste tépico baseia - se no trabalho de Biot (1941).

O interesse deste capitulo € mostrar de uma forma sucinta a teoria de
poroelasticidade, descrevendo sucintamente o0 processo de acoplamento
baseado na teoria poroelasticidade de Biot (1941).

Além deste assunto, encontra-se uma discussao sobre a solu¢cao adotada

pelo programa de elementos finitos Abaqus.

4.2.
Equacbes Governantes do Problema de Fluxo

As equacbes governantes do problema poroelastico tém duas parcelas:

e Parcela de Fluxo

e Parcela Mecanica

Neste topico, serd analisada a parcela de fluxo, que se obtém
combinando as equacfes da continuidade, lei de Darcy e equacdo de estado

(que considera andlise de tensdes).
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4.2.1.
Equacéao da Continuidade

Para resolver o problema de fluxo em meios porosos, € preciso satisfazer o
principio fisico fundamental da conservacdo de massa. A equacdo de
continuidade descreve a variacdo de massa dentro do meio poroso devido a
esse fluxo.

Adotando um volume de controle de dimensdes infinitesimais dx, dy, dz, €
feito o balanco de massa nas faces do elemento para a dire¢do X, utilizando o
conceito de velocidade de Darcy, como é mostrado na Figura 4.1. O caso mais
geral é aquele em que ocorre a movimentagéo do fluido nas trés diregdes, X, y e
z. O fluido penetra no meio poroso através de uma face perpendicular a cada
uma das direcles e sai pela face oposta. A Figura 4.1 ilustra a movimentag¢éo do

fluido na diregé&o x.

(pVi) +dz - dy (p¥, + m'z:":'dx} - dz - dy
—_— —_—

dy
dz
dx

Figura 4.1: Fluxo de Fluido Através de um elemento de meio poroso.

Fazendo o balanco de massa nas trés direcdes, temos que a massa de
fluido que entra no volume de controle menos a que sai é igual ao acimulo ou

diminuicdo de massa neste ou expressado matematicamente:

cdx-dz-dy = ——2 4.1
e 3y dx - dz - dy (4.2)

d(pVx) N a(pV,) N a(pVy) a(pVp)
0x ot

ou

oV, _ _9(pVp)

4.2
9 ° ot 4-2)
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Onde:

Vi, Vy e V,, sdo as velocidades de Darcy nas diregbes x, y e z.

Assumindo, que o espaco poroso esta totalmente preenchido por fluido, a

variacdo do volume de poros € igual a variacdo do volume de fluido.

A porosidade é definida como:

d=2> (4.3)

Onde:

Vp: Volume dos poros.

Vi: Volume total do elemento.

Substituindo a equacéo (4.3) em (4.1), tem-se:

d(pVy)  9(pVy)  9(pVy)) 0
{ ax | oz T dy }__a(d)p) (44)

Finalmente a equacdo (4.4) é a chamada equacgédo de continuidade, é dito
que, a diferenca entre a massa que entra e a massa que sai nas trés direcoes de

fluxo é igual a variacdo de massa dentro do meio poroso.

4.2.2.
Equacéo de Darcy

Nesta etapa seguinte, procura-se associar a equacao da continuidade com
uma lei que rege o transporte de fluido no meio poroso. Esta lei relaciona a
velocidade aparente do fluido com os gradientes de pressdo, ou mais

genericamente com os gradientes de potencial, através da equacéo:

kyy 0O
V= ——— 4.5
S u as ( )

Onde:

s: Trajetoria de fluxo qualquer.
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kq: Permeabilidade do meio poroso na direcéo do fluxo.
Y: Peso especifico do fluido.
OF Potencial de fluxo.

O potencial ® é o agente responsavel e propulsor do deslocamento do
fluido no meio poroso. Os fluidos se deslocam sempre de pontos de maior
potencial para pontos de menor potencial.

Usando a lei de Darcy, as velocidades aparentes nas trés direcdes de fluxo
sdo dadas pelas seguintes expressdes:

kyy 0@
== 4.6
Ve=-=rg (4.6)
kyyod
—_y'7=
Vy = 0 ay 4.7)
k,y 0d
V, = ——— 4.8
Z IJ. aZ ( )

Quando as expressdes de velocidades séao introduzidas na equacdo de
continuidade, (Eq. 4.4), obtém-se uma nova forma para a equacéo diferencial de

escoamento:

—a 4.9
I ) =) @9

4.2.3.
Equacéo de Estado

Neste topico, sera inserida a analise de tensdes no calculo da porosidade
e variacao da massa especifica do fluido devido a variacao de presséo.

Para isto serdo utilizadas as equacgfes desenvolvidas no item 1.2 e 1.2.1.
A convengado de sinais neste caso sera considerando tensfes de tragdo como

positivas.
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A analise de tensdes serd inserida através da variacdo da porosidade no
tempo. A continuagdo mostra-se as equacodes, segundo a abordagem feita por
Frydman (1996). O aumento da massa de fluido pode ser escrito como:

dm 0¢ ap
A o 4.10
ot ot T g o (4.10)

Onde:
Po: Massa especifica do fluido.

bo: Porosidade em um instante de referéncia.

a R . .
Na equagéo (4.10), o termo a—dt)po corresponde a variagdo da massa de fluido,

. a R ~
associada ao aumento do volume poroso, e a_i(bo corresponde a expansao do

fluido.
A variacdo do volume poroso (A¢ = ¢ — ¢,) pode ser descomposta em

duas partes:

1) Variacdo volumétrica do esqueleto

AV
(7) = AEV = mTAg (4.11)

2) Variagdo do volume dos graos

Assumindo um comportamento elastico para os grdos, no calculo da

variacado volumeétrica, o carregamento foi descomposto em dois componentes:

(1) Componente 1, que corresponde ao incremento de tenséo efetiva
de Terzaghi (Ao; = Ao + mAp);
(ii) Componente 2, que corresponde ao incremento Ap de presséo

confinante e da presséo de poros.

Para a componente 1, tem-se:

AV 1
—2) =— A A 4.12
(V)1 3ksm(c5+m p) ( )
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A seguir mostram-se as equacdes necessdrias, para continuar com a

demonstracdo da equacédo de estado. Sabe-se que a tenséo efetiva € igual:

=0 ( DTm) 4.13
0=o0 m 3K, p (4.13)

E utilizada uma relac&o constitutiva que considera as tensées efetivas e as
deformacdes do esqueleto independente da presséo de poros p,, € pode ser

escrita como:

o’ =D(e—¢gy) + 0 (4.14)

Substituindo a equacéo (4.13), na equagéao (4.12), tem-se:

(AVS)—l Ao’ + —— m™Dym A 4.15
v 1—31{Sm o 91(zm rmAp (4.15)

S

Substituindo a equacéo (4.14), na equacéo (4.15), tem-se:

(AVS

) —1 D As + ! ™D A (4.16)
m € m m .
v L I 9] 2 T p

" 3k, ]

Para a componente 2, tem-se:

(%) __(-%)

A 4.17
v K p (4.17)

Adicionando-se as componentes 1 e 2 segundo a equacao abaixo:

5)-G),+(5) (419

2

Obtém-se a variagéo volumétrica dos graos:
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(1—do)
kP

AV, 1 1
( S) 3 m DpAs + g m"Dy; m Ap — (4.19)

v/ 3Kk -

Enfim, a variagdo do volume poroso pode ser calculada com base na
variacdo do volume do esqueleto subtraida da expansao dos graos, conforme as

equacdes abaixo:

AV AV,

2=(5)- () (420

Ap = [m — —mTDT] As + l(l — %) _ 91{1 >m"Dy ml Ap  (4.21)
0 [ 1 D Je [(A=gop) 1T o dp

pra m 3k, m Dy +I 9k52m Drm 5t (4.22)

~ s : a
A expanséo volumétrica do fluido (a_rt))q, , pode ser calculada por:
0

b0 p

- 4.23
Po k; Ot ( )

dp
St Po =
Onde:
k¢ Modulo de bulk do fluido.

Fazendo a substituicdo da equacgao (4.10) pelas equacdes (4.22) e (4.23),

temos:

(1—¢o <1>o

mT
D
T kf 91(52

E‘po

Substituindo a equacéo (4.24) na equagao de continuidade (4.4), tem-se a

equacdao de fluxo que considera a analise de tensdes:

1 (1=do) by
T _ = 1T _ L
m ™ T6t+[ K, K Okl ot

A (1 kV(p + pgh)) =
m

(4.25)
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Para ver um estudo mais detalhado das equacbes e do método dos
elementos finitos aplicados a poroelasticidade, podem-se citar alguns trabalhos
na literatura (Frydman, 1996; Ferreira, 1996).

4.3.
Equacdes Governantes do Problema de Tensdes

Neste topico, serd analisada a parcela mecéanica do problema de
poroelasticidade. Combinando as equacdes de equilibrio em termos de tensdes
efetivas e pressdo de poros (considerando o principio das tensfes efetivas de
Terzaghi), relacdo tensdo-deformacéo, relacdo deslocamento-deformacéo,
obtém-se a equacdo de equilibrio em termos de deslocamento e pressédo de

poros.

4.3.1.
Equacgdes de Equilibrio

do, 00y, N 00,

= 4.26
0x dy 0z 0 (4.20)
00y, 00, 00y
= 4.27
0x * dy * 0z (#.27)
0 d 0
Oxz  POyz 992 _ (4.28)

0x dy 0z

N&o foram consideradas as for¢as de corpo nas equacgdes de equilibrio.
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4.3.2.
Relagdes Deformagao-Deslocamento

du (4.29) 1 (au N BV) (4.32)

£ = ox ' v = 2\ay " ox '
av 1/0v ow

&y = a—y (4.30) €y, = E (& + a—y) (4.33)
ow 1/0w Jdu

e, =~ (4.31) e =7 (5 + E) (4.34)

Nas equacbes de equilibrio 4.26, 4.27 e 4.28 ndo foram consideradas as
forcas de corpo bem como efeitos de inércia.

O uso das equacbes 4.29 a 4.34 implica na aceitagdo de pequenas
deformacdes. A presséo de fluido p afeta somente as deformagdes normais e de
uma mesma quantidade, isto em virtude da hipétese de isotropia. As
deformagbes cisalhantes sdo funcdo somente das tensfes cisalhantes
independendo da pressdo de poros p. E mais conveniente expressar-se as
tensbes em funcdo das deformacdes (Ferreira, 1996).

Finalmente, com o sistema de equag¢fes formado por 4.26 até 4.34 chega-

se a:
0, = 2Gg, + Ae — ap (4.35)
0, = 2Gg, + de —ap (4.36)
0, = 2Gg, + Ale — ap (4.37)
Onde:

;i Componentes do tensor das deformacdes.
0;;: Componentes do tensor das tensdes totais

Parametro de Lamé.
Moédulo de cisalhamento.

o Coeficiente de Biot.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921920/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0921920/CA

71

O parametro de Lamé se relaciona com outras constantes elasticas da

seguinte forma:

3vK 2vG 2
— — =K——G (4.38)
1+v 1-2v 3
Onde:
K: Modulo de deformacéo volumétrica drenado do meio poroso.

Substituindo-se as equacdes 4.35 a 4.37, nas equagOes 4.26 a 4.28,
chega-se nas equacdes de equilibrio em termos do campo de deslocamentos e

presséo:
G Ot ap
2 — —— = 4.39
GVu+1_2/16X aax 0 ( )
Gviv+— 05GP (4.40)
V1 220y Yoy~ '
G O¢ ap
2 _ a0 — = 441
GVW+1—2162 O(az 0 ( )
Onde:

u, v, w: Componentes do vetor dos deslocamentos.

4.4,
Solucéo do problema no Abaqus

O problema que seré resolvido é um problema complexo, porque tem que
resolver simultaneamente as equacdes governantes do problema de fluxo e
tensGes (acoplamento hidro-mecénico), como €é mostrado nas equacdes
descritas anteriormente.

A complexidade das equacdes governantes da poroelasticidade torna a
geracao de solugBes analiticas uma tarefa complicada. A técnica numérica é

entdo o0 meio mais apropriado para a obtencdo de resultados. O programa
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Abaqus pode resolver muitos problemas de engenharia, e foi selecionado para
resolver este problema, no presente caso, um problema acoplado.

O acoplamento hidro—mecéanico, consiste na solucdo de um sistema de
equacdes diferenciais de equilibrio e balango de massa de um meio poroso. De
acordo com o manual do Abaqus, 0 meio poroso é constituido por matéria sélida
e seus vazios preenchidos por um liquido e um gas. As equacdes de equilibrio e
continuidade discretizadas séo solucionadas através do método de Newton. No
problema de fluxo, a lei de transporte governante é a lei de Darcy (Manual do
Abaqus-V6.9, 2009).

Segundo o manual do Abaqus as equac¢fes governantes do processo de

deformacéo e difusdo de fluido séo:

Equacéo de equilibrio:

Ku+Lp=F (4.42)
Equacéao de fluxo:
du
B—+Hp=0Q 4.43
a THP=Q (4.43)

Onde:
K" Matriz de rigidez
H: Matriz de fluxo

L’, B": Matrizes que permitem o acoplamento.

Combinando as equacdes descritas anteriormente, se tem um conjunto de
equacdes diferenciais ordinarias no tempo e passam a ser resolvidas de forma
matricial (MEF). Existem dois tipos de aproximacdo para resolver este sistema
de equagdes. Uma aproximagdo seria solucionar primeiro um conjunto de
equacdes, depois com o resultado da primeira equacgédo, resolver a segunda.
Com o resultado da segunda equacéo retorna-se para a primeira e verifica-se a
variagdo de resultados. Se a variacdo € minima, a solugdo por este processo
iterativo termina. Caso contrario, 0 processo iterativo continua até que a variagédo
de resultados seja minima. O segundo tipo de solucdo é resolver as duas
equacdes ao mesmo tempo, este modo € o adotado pelo programa (Silvestre,

2004).
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