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Introducao a Teoria da Informacao

Neste capitulo, apresentamos os conceitos e definicoes basicos de teoria
da informacao utilizados nesta tese. A notacao e conteudo deste capitulo sao
baseados no livro de Thomas M. Cover (Cov2006).

Além dos conceitos de entropia e entropia relativa, apresentamos formal-
mente os c6digos (de prefixo) e a desigualdade de Kraft. Ao final, apresentamos
a codificacao Gama, que ¢é utilizada em todos os capitulos desta tese, e alguns

codificadores populares.

2.1
Conceitos Basicos

Seja X uma variavel aleatéria discreta com alfabeto X e P a distri-
buigao de probabilidade sobre o alfabeto X. Assim, temos uma funcao de
probabilidade de massa P(x) = Pr{X = z}, para todo x € X, que satisfaz
Y wex P(x) = 1. Entropia é uma medida de incerteza de uma variavel aleatéria
definida para qualquer distribuicao de probabilidade, na qual apresentamos a

seguir.

Definicao 2.1 (Entropia) A entropia H(X) de uma varidvel aleatoria dis-
creta X € definida por:

ZP 10g2p @) (2-1)

zeX

A unidade de medida da entropia é bits e a entropia é limitada por
0 < H(X) < log, |X|, onde |X| é o numero de simbolos de X. A entropia é
utilizada para determinar uma série de outras medidas como, por exemplo, o
tamanho médio da menor descricao de uma variavel aleatoria.

Para ilustrar o conceito da entropia, fornecemos o seguinte exemplo.
Suponha que temos uma fonte com alfabeto ternario, X = {0,1,2}, e com
a distribuicdo de probabilidade P = {1/10,4/10,5/10}. Neste caso, a entropia
é dada por H(X) = 1,36 bits por simbolo. Note que se a distribuicao P for
equiprovavel entao a entropia H(X) é dado por log, 3 = 1, 58 bits por simbolo.
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2.2
Compressao de Dados

Compressao de dados pode ser realizada associando descricoes curtas
para dados mais freqiientes na fonte e descrigcoes longas para dados menos
freqiientes. Chamamos de codificacao o processo de associar essas descrigoes
a uma particao dos dados. No entanto, ao fazer isso, existe um limite inferior
que ¢é dado pela entropia dos dados (Definigao 2.1) que se estd comprimindo.

A codificacao que atinge esse limite é dita étima.

2.2.1
Codigos

Seja D* um conjunto de cadeias de comprimento finito de simbolos de
um alfabeto D-ario. Um cddigo para a fonte de dados contdvel (X, P) é um
conjunto de palavras-codigo C' C D* e uma funcao C : X — C, que mapeia
X bijetivamente em C. Para todo z € &X', o membro C(z) do conjunto C' é
chamado palavra-cddigo do cédigo C. A palavra-cédigo é a descricao que nos
referimos informalmente no inicio da Secao 2.2 e, para simplificar, utilizamos
apenas palavra para nos referirmos a palavra-codigo.

O conjunto C' e o cédigo C sao ditos unicamente decodificdveis se e
somente se toda concatenacao de numero finito de palavras de C' é uma
seqiiéncia distinta de simbolos em D*, ou seja, a extensao C* : X* — C*
de C, na qual mapeia uma seqiiéncia de simbolos em X'* em uma concatenagao
de palavras correspondentes, é também uma fungao bijetiva de X* em D*.

Um conjunto de palavras C' é dito ser um conjunto de prefizo e o cédigo
C ¢ dito ser um codigo de prefixo se e s6 se nenhuma palavra em C' é o comego
de outra. Um conjunto de prefixo é unicamente decodificavel pois qualquer
concatenacao de palavras em C* tem apenas um prefixo que é uma palavra em
C.

Seja L¢(x) o comprimento da palavra C(x) para todo x € X. Simplifica-
mos a notagao fazendo L(z) = L¢(x). Finalmente, o comprimento médio das

palavras de C' é dado por:

E[L(x)] =) P(z)L(x). (2-2)

reX

2.2.2
Desigualdade de Kraft

Para descrever uma fonte de dados eficientemente, podemos construir
cédigos de prefixo de comprimento esperado minimo. No entanto, esta claro que

nao podemos associar palavras-cédigo curtas para todos os simbolos e manter
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a propriedade de prefixo. O conjunto de comprimentos de palavras-cédigo para

cédigos de prefixo ¢é limitado pela Desigualdade de Kraft, apresentada a seguir.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Kraft) Para qualquer cddigo de prefizo

sobre um alfabeto D-drio, os comprimentos das palavras L(x) tem que sa-

> Dt <, (2-3)

Reciprocamente, dado um conjunto de comprimentos de palavras que satisfaz

tisfazer a desigualdade:

essa desigualdade, existe um codigo de prefixo cujas palavras tém esses com-

primentos.

Se a desigualdade de Kraft satisfaz com desigualdade estrita entao o
cédigo tem ainda alguma redundancia; se ela satisfaz com igualdade entao o
codigo ¢é dito completo; e se ela nao é satisfeita entao o codigo nao é unicamente
decodificavel. Perceba que a desigualdade de Kraft é uma condi¢ao necessaria
para um codigo ser de prefixo, porém nao é suficiente. Finalmente, ela também

¢é valida para fontes contaveis e infinitas.

2.2.3
Codificacao Gama

A codificagdo Gama, proposta por Elias (Eli75), é utilizada para repre-
sentar qualquer nimero natural N = {1,2,...} eficientemente de forma que
se sabe facilmente em que ponto a representacao de cada nimero comeca e
termina em uma seqiiéncia de bits. A codificacdo assume uma distribuicao
decrescente de probabilidade P sobre N tal que P(1) > P(2) > ...

Para codificar um nimero natural N, executamos os seguintes passos.
Seja n o nimero de digitos na base binaria de N. Entao, o prefixo da palavra de
N ¢é formada por uma cadeia binaria de comprimento n — 1 consistindo apenas
de 0-bits consecutivos como prefixo e o sufixo é simplesmente a representacao
binaria do nimero N. A palavra final de N é a concatenacao do prefixo com o
sufixo. O comprimento da palavra final de N é dado por L(NN) = 2 [log, N | +1
bits para todo N € N.

A simplicidade deste procedimento torna a codificacao Gama bastante
utilizada na pratica. Inclusive, ela é utilizada ou, pelo menos, citada na maioria
dos capitulos desta tese.

Finalmente, Gallager (Gal78) verificou que, de fato, o cédigo Gama é
6timo para fontes com distribuicao geométrica. Vale a pena ressaltar que o
codigo Gama pode ser usado, em certos casos, para codificar eficientemente
fontes com distribuicdo de poténcias, como sera verificado no exemplo da
Definigao 2.3.
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2.2.4
Codificacdo de Golomb/Rice

A codifica¢do de Golomb, proposta em (Gol66), é utilizada para repre-
sentar qualquer nimero natural N = {1,2,...} de forma semelhante ao c6digo
Gama. No entanto, o cédigo de Golomb utiliza um parametro b que pode ser
ajustado a fonte de dados de modo que os nimeros (simbolos) sejam codifica-
dos eficientemente.

Para codificar um nimero natural N usando o parametro b, executamos
os seguintes passos. Seja o quociente ¢ = [(N — 1)/b] eorestor = N —gb—1.
O prefixo da palavra C(N) é formado pelo nimero ¢ na codificagdo undria.
O sufixo é o nimero 7 na representacao bindria usando |log, b] bits para os
valores menores e [log, b| bits para os valores maiores. A palavra final de N é
a concatenacao do prefixo com o sufixo.

Vamos ilustrar a codificagao Golomb com o seguinte exemplo. Suponha
que temos o parametro b = 5. Neste caso, resto r pode ser entre 0 e 4, ou seja,
00, 01, 100, 101 e 110. Perceba que usamos |log, 5] = 2 bits quando o resto é 0
ou 1 e usamos [log, 5] = 3 bits quando o resto é entre 2 e 4. Entao, a palavra
do nimero N = 11 usando o parametro b = 5 é formado pelo prefixo 001 e
sufixo 00.

O cdédigo de Rice, proposto independentemente em (Ric79), é igual ao
codigo de Golomb, com o parametro b é uma poténcia de 2. Desta forma, todas
as operagoes podem ser feitas usando apenas deslocamentos (shifts). Devido a

este fato, o cédigo de Rice é bastante utilizado na pratica.

2.2.5
Taxonomia dos Codificadores

Um codificador pode ser separado em duas partes (Ris79): modelagem
e codificagdo. A primeira parte é responsdvel pela geracao de uma seqiiéncia
de probabilidades enquanto que a segunda, implementada por um codificador,
é responsavel por representar estas probabilidades em bits. Um codificador
projetado para maximizar a taxa de compressao atingindo o limite inferior
da entropia ¢ classificado como um codificador de entropia. Os codificadores
de entropia mais populares sao Huffman (Huf52) e o codificador aritmético
(Ris79).

Em aplicagoes modernas, no entanto, atingir o limite da entropia nao
é necessariamente o objetivo principal. Alguns fatores, como velocidade de
codificacao, limitacoes do hardware e de memoria principal assim como oti-
mizacao do cache podem ser mais importantes. Codificadores que priorizam

alguns destes fatores ao invés de atingir o limite inferior da entropia sao classi-
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ficados como ndo-codificadores de entropia (non-entropy coders) (Mof97). Em
geral, eles usam a mesma representacao independente da distribuic¢ao de pro-
babilidade. Exemplos de nao-codificadores de entropia sao: o codificador Gama
(ELi75), o codificador de Golomb (Gol66) e o codificador de Rice (Ric79).
Codificadores também podem ser classificados como estaticos ou adapta-
tivos. Outra maneira de classificar codificadores é de acordo com o tipo da fonte
que eles podem modelar: binario ou multi-alfabeto; sem meméria ou Markov

(com memoria); estaciondrio ou nao-estacionario.

2.3
Entropia Relativa

Por fim, vale a pena mencionar o conceito de entropia relativa, pois pode
ser utilizado para medir a ineficiéncia de codigos. Entropia relativa é a medida
de distancia entre duas distribuicoes de probabilidade, na qual apresentamos

a seguir.

Defini¢ao 2.3 (Entropia Relativa) A entropia relativa D(P||Q) ou
distancia de Kullback Leibler entre duas funcgoes de probabilidade de massa

P(z) e Q(x) é definida por:

7)

B
Q(z)

D(P||Q) =) P(x)log,

TEX

(2-4)

A entropia relativa D(P||Q)) também pode ser vista como a medida de
ineficiéncia de assumir que a distribuicao é () quando a distribuicao real é P.
Por exemplo, se soubéssemos que a distribuicao real de uma variavel aleatéria P
entao poderiamos construir um coédigo com o comprimento médio das palavras
dado por H(P). No entanto, se usdssemos o cédigo para a distribuigao @) entao
precisariamos de H(P) 4+ D(P||Q) bits por simbolo, na média, para descrever
a variavel aleatoria.

Para ilustrar a entropia relativa, fazemos a seguinte verificacao. Em certos
casos, € possivel utilizar um codigo étimo para uma fonte com distribuicao

~* onde ¢; é uma constante positiva, para codificar

geométrica G(x) ~ ¢
eficientemente uma fonte com distribuigao de poténcias P(z) ~ 2, onde ¢y
é uma constante positiva. A distribuicao de poténcias aparece com bastante
freqliéncia nos grafos web. A ineficiéncia I é calculada pela entropia relativa

COmo segue:
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Cc2

P(z) e x~
I = Ex P(z) logQ@ R~ Ex r~log, o
1
= log, c1 g T2 — ¢y g ogix.
l/17(3

xT

—x

Para ¢ > 2, a ineficiencia [ converge. Para c; > 2.1, I converge
rapidamente. Por exemplo, para x = 1,...,00 e com constantes ¢; = 2 e

¢y = 2.4, a ineficiéncia [ é cerca de 1.5 bits/simbolo.
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