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VibracGes Estocasticas em Sistemas Continuos

6.1
Introducido

Este capitulo da dissertacao ¢ dedicado ao estudo de vibracoes de
sistemas continuos (barras e vigas) submetidos a forgamentos caracterizados
€cOmMo processos estocasticos.

A anélise feita é baseada no método de Monte Carlo. Dadas as caracteris-
ticas estatisticas do forcamento, pretende-se obter aproximacgoes para média e
variancia da resposta em deslocamento. Para cada realizacao do forcamento, o
sistema é discretizado através do Método dos Elementos Finitos e uma aproxi-
macao para solugao deterministica do problema é obtida utilizando o Método
de Galerkin.

Por isso, a primeira parte deste capitulo mostra a modelagem determi-
nistica de vigas e barras, introduzindo os conceitos de modos de vibracao e
frequéncias naturais. E discutido também como as condicdes de contorno do
problema sao incorporadas as equacoes de movimento.

A sec¢ao seguinte trata do método dos elementos finitos, formulacao fraca
do problema, escolha das funcoes base e montagem das matrizes globais e
elementares.

Na tltima secao, ¢ mostrado um exemplo de um sistema mecéanico
(um riser de perfuragio) sujeito a carregamentos considerados aleatorios. Sao
considerados dois carregamentos caracterizados como processos estocasticos
correlacionados.

Devido a correlacao dos forcamentos, as amostras utilizadas no Método
de Monte Carlo sao geradas através do algoritmo de Metrépolis - Hastings

(Monte Carlo com Cadeia de Markov) apresentado no terceiro capitulo.

6.2
Modelagem de Barras e Vigas

Nesta secao do trabalho é apresentado a modelagem matematica dos

problemas de barras e vigas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921514/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0921514/CA

Capitulo 6. Vibracdes Estocasticas em Sistemas Continuos 104

6.2.1
Barras

Uma barra é uma estrutura mecanica descrita pelo deslocamento longi-
tudinal [28]. Considere um corpo unidimensional no intervalo [0, L], com den-
sidade p, area de se¢ao transversal A e modulo de elasticidade E. Seja u(x,t) a
posi¢ao do ponto x no instante ¢t e f(z,t) a forga externa ao sistema. Na figura
¢ mostrado um exemplo de barra (fixa em uma extremidade e livre na outra).

Define-se por:
1. u(+,t) a configuracao do corpo no instante ¢;
2. u(x,-) como a trajetoria do ponto x.

f(x.1) I—)

— — | —> |

x=0 x=L
Figura 6.1: Exemplo de Barra fixa-livre

A equagao da dinamica da barra é dada por (6-1) [24]:

o)A T2 (0 1) — (B AW) (o) = 1), (6)

Considerando-se constantes a se¢ao transversal da barra e as propriedades

do material, a equacao (6-1) reduz-se a:

2 2
pA%(x,t) — EA%(J:,?&) = f(z,1). (6-2)

Na equagdo (6-1) ainda devem ser incluidas as informacoes sobre as
condi¢oes de contorno (ou seja, extremidades 0 e L) e condiges iniciais
(posicao e velocidade de todos os pontos no inicio do processo).

Neste trabalho sao mostradas as seguintes condicoes de contorno: livre -
livre; fixa-livre; fixa-extremidade direita com mola k,; fixa-extremidade direita
com massa M.

Para resolver a equagao diferencial (6-1) no caso em que as forgas atuantes
na barra sao nulas e, poder assim determinar as frequéncias e modos de
vibracao, aplica-se o método de Separacao de Variaveis. Dessa forma, procura-
se uma solucdo u(x,t) que seja o produto de duas fun¢des, uma dependente

apenas da posicao = e outra dependente somente do instante ¢:

u(z,t) = X(x)T(t). (6-3)
Substituindo (6-3) em (6-1) (com f = 0) e representando a derivada em
relacao a t por % ="e, a derivada em relacao a x por 8% =', obtém-se:
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’ Configuracao ‘ x=0 ‘ r=1L
1 EA%(O,t) =0 EAg—Z(L,t) =0
Y —
u(0,t) =0 EAZ(L,t) =0

Ke u(0,t) =0 EAS(L,t) = —kgu(L,1)

e u (9211, )
j w(0,8) =0 | BAZ(L,t) = —mpZuld
S w(0,8) =0 | BAZ(L,t) = —cp2li)

Tabela 6.1: Condicoes de contorno e configuracoes de barras.

. E
XT=—X"T. (6-4)
P
Observando-se (6-4), verifica-se que a equacao pode ser ser separada em

duas equagoes diferenciais (6-5) e (6-6). Fazendo-se ¢* = %:

X"+ XX =0 (6-5)

T+ ANT =0. (6-6)
Para determinar a solucao dessas duas equacoes deve-se considerar as
condigoes de contorno e condicoes iniciais do problema. Por exemplo, supondo

que a barra ¢ livre-livre, e que u(z,0) = ug(z) e 24(z,0) = vo(z):

(6-7)
G(Lt)=0 — X'(L)T(t)=0 — X'(L)=0.

A partir da equagao diferencial (6-5) pode-se determinar as frequéncias
e modos de vibragao da barra, ou seja, determinar o par (A, X) tal que X # 0.
Para isso parte-se da solugao geral da primeira equacao diferencial (6-5) dada

por:
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X(x) = By cos A\x + Bysin \x

(6-8)
X'(x) = =ByAsin Az + Ba A cos \x.
Substituindo a condi¢ao de contorno X’(0) = 0, na equacao de X'
verifica-se que By = 0. Assim, a solugdo de X (x) reduz-se a:
X(x) = By cos Ax. (6-9)
Substituindo a segunda condigao de contorno X'(L) = 0:
_BIASIIAL =0 — sin\L = 0. (6-10)

Como By # 0, e A = 0 corresponde ao movimento de corpo rigido da
barra, é necessario que: sin AL = 0. Existem infinitas possibilidades de A\ que

atendem a essa condicao. Representando cada uma delas pelo indice n:

An:”% n=1,2,--. (6-11)

Para cada A, define-se uma solugao X,, associada (6-12), de forma que a

existem infinitas solu¢oes X, ().

X, (x) = By cos \px n=12---. (6-12)
Para a solugdo geral da segunda equacdo diferencial (6-6), também

existem infinitas sol¢oes na forma:

T, (t) = Ch,, cos Nyt + Coy, sin Ayt (6-13)

Assim, cada a solucao do problema pode ser escrita como:

up(z,t) = Xp(x) T,(t)
(6-14)
up(z,t) = cos A\t (D1, cos Nyt + Doy, sin Ay ct)

onde:

Dln = Blncln Dln = BlnCZn- (6'15)
A solucgao geral da equacao de movimento da barra é dada pela superpo-

sicao de todas as solucoes:

u(a,t) = cos(Ax)(Din cos(Anct) + Doy, sin(A,ct)) (6-16)
n=0
sendo A,c a n-ésima frequéncia natural do sistema e, os coeficientes Dq, e

Ds,, calculados pelas condigoes iniciais de posigao e velocidade da viga, como
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mostrado a seguir.
Substituindo u(z,0) = wug(z) em (6-16), multiplicando a expressao por
sin(\,,x) e posteriormente integrando no dominio de [0, L], chega-se ao seguinte

resultado:

/o ZDM cos(A,z) cos(Apx)dx :/0 uo(z) cos(A\px)dx (6-17)

n=0
O lado esquerdo de (6-17) vale L/2 quando n = m e zero caso contrario.
Dessa forma, o coeficiente Dy, vale:

Dy, = Z/o uo(x) cos(A\,x)dx (6-18)

Substituindo a segunda condi¢ao inicial em (6-16), multiplicando a
expressao por cos(A,z) e integrando no dominio de [0, L], igualmente fez-se

’

anteriormente, pode-se determinar o coeficiente D,

L ©° L
/ S Danchn c05(Ani) cos(Ana)d = / vo(@) cos(nz)da.  (6-19)
0 0

n=0

9 L
Dy, = L)\nc/[) vo(x) cos(Apx)dx (6-20)

Assim, a solu¢ao geral da dinamica da barra é definida por (6-16), (6-18)

e (6-20). As frequéncias naturais e os modos de vibracao deste sistema sao:

nim

Wp = CA\, = 7 n=12--- (6-21)
On () :COS? n=12---. (6-22)
6.2.2
Vigas

Vigas sao estudas usualmente através de dois modelos: Euler-Bernoulli
e Timoshenko [28] [25]. No modelo de Euler-Bernoulli, o cisalhamento e a
inércia de rotacao sao desprezados, ou seja, as secoes transversais planas
permanecem planas e perpendiculares a linha neutra apos a deflexao. Ja
no modelo de Timoshenko, considera-se que as secoes transversais planas
permanecem planas, mas nao necessariamente perpendiculares a linha neutra.

Nesta dissertacao, é utilizado o modelo de Euler-Bernoulli. Considera-se
que a viga possui comprimento L, massa por unidade de comprimento p(z),
area de secao transversal A(z), momento de inércia da area da secdo I(z) e
modulo de elasticidade E(z). Sobre a viga atua uma forga externa f(z,t), e

assim como para as barras supoe-se que:
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1. u(-,t) é a configuragdo do corpo no instante t;
2. u(x,-) é a trajetoria do ponto .

A figura (6.2) mostra uma se¢ao da viga onde atuam forcas cortantes (V)
e momentos fletores (M). Fazendo-se o balanco de quantidade de movimento
na secao e posteriormente fazendo o tamanho dessa secao tender a zero, é

possivel obter a equac¢ao da dinamica da viga (6-25).

‘>M+dM
:[ g C Vi dv
X

Figura 6.2: Secao de viga : forcas cortantes e momentos.

Considera-se as seguinte relagoes:

oM
R (6-23)
M= E(x)](x)% (6-24)
P @)+ o (B 5w ) = ot (629)

[gualmente ao problema de barras, na equagao (6-25) ainda devem ser
incluidas as informacoes sobre as condi¢oes de contorno (ou seja, extremidades
0 e L) e condigoes iniciais (posigao e velocidade de todos os pontos no inicio
do processo).

Neste trabalho sao mostradas as seguintes condi¢oes de contorno:
1. livre-livre;
2. extremidade engastada;
3. extremidade esquerda engastada - extremidade direita com mola k,;
4. extremidade esquerda engastada - extremidade direita com massa m.;

Para resolver a equacao diferencial (6-25) no caso em que as forgas
atuantes na barra sao nulas e poder assim determinar as frequéncias e modos de
vibracao, aplica-se o método de Separacao de Variaveis. Dessa forma, procura-
se uma soluc¢ao u(x,t) que seja o produto de duas fun¢des, uma dependente

apenas da posicao x e outra dependente somente do instante ¢:
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’ Configuracao | xr=0 | r=17L
E— V(0,8) =0 M(0,t)=0 | V(0,¢) =0 M(0,t) =0
T
w(0,6) =0  24(0,t)=0 | V(L,t) =0 M(L,t) =0
Kz
% w(0,6) =0 24(0,t) =0 | V(L,t) = kpu(L,t) M(L,t) =0
E} w(0,8) =0 22(0,¢) =0 | V(L,t) = mpZt(L,t) M(L,t)=0

Tabela 6.2: Condigoes de contorno e configuracoes de vigas.

u(x,t) = X(x)T'(t). (6-26)
Substituindo (6-26) em (6-25) (com f = 0, se¢do transversal da barra e

propriedades do material constantes) e representando a derivada em relac¢ao a

t por % =" e, a derivada em relacao a x por a% =’ obtém-se:
. Bl
—XT = —X""T (6-27)
pA

Observando-se (6-27), verifica-se que a equagao pode ser ser separada em
duas equagoes diferenciais (6-28) e (6-29). Faz-se: ¢* = % e M = w?/c?, onde

w sao as frequéncias naturais do sistema.
X" - MX =0 (6-28)

T+ENT =0 (6-29)

Para X\ # 0, a solu¢do geral da primeira equagao diferencial é |25]:

X(z) = C} cosh(Azx) + Cysinh(Az) 4+ Cs cos(Ax) + Cy sin(Ax). (6-30)
Considerando que a viga é engastada-livre, tem-se que:
X(0) = X"(0) = X"(0) = X"(0) = 0. (6-31)

Assim, substituindo essas condigbes em (6-30), obtém-se o seguinte

sistema de equacoes:
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Ci+C3=0
Co+Cy=0
(6-32)
Ch cosh(AL) + Cysinh(AL) — C3cos(AL) — Cysin(AL) =0
C1sinh(AL) + Cy cosh(AL) — Cssin(AL) — Cycos(AL) =0
cuja solucao é:
1
L h(AL)+ 1= L)= ——F——. -
cos(AL) cosh(AL) + 0 — cos(AL) cosh(AL) (6-33)

Existem infinitas possibilidades de A que atendem a essa condigao (cada
uma delas é representada pelo indice n). Observando o grafico da figura (6.3),

verifica-se que a funcdo —1/cosh(AL) converge rapidamente para zero |25].

3 coshz

COs Z

-1
Figura 6.3: Representagao grafica das fungoes cos, cosh e —1/ cosh

Assim cada A, que atende (6-33) pode ser escrito como:

An = (%—_DW + en> % (6-34)

onde e, é um fator de correcao que rapidamente tende a zero, como mostrado

a seguir:
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e = 0.3192
e; = —0.0724
(6-35)
es = —0.0640
es = 0.0044

Dessa forma, as frequéncias naturais de vibragao sao expressas por:

(2n — 1) 1 |EI
Wyp = (TW + €n ﬁ p_A (6—36)
Para determinar os modos de vibracao associados as frequéncias, é ne-

cessario determinar os valores das constantes C7, Cy, C3 e Cy e posteriormente
substitui-los em (6-30). Arbitrando que Cy = 1:

B sinh(AL)+sin(AL)
C, = "~ cosh(AL)+cos(AL)
__ sinh(AL)+sin(AL)
Cs = SGiDrewdD) (640
c, = —1.

Assim os modos de vibracao da viga sao:

sinh(AL) + sin(AL)
cosh(A, L) + cos(\, L)

X, (z) = sinh(\,L)—sin(\,L)— [cosh(\, L) — cos(A,L)]

(6-38)

6.3
O Método dos Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos (MEF) surgiu nas décadas de 50 e 60
como uma ferramenta para andlise estrutural |[21|. Ele apresenta uma técnica
de discretizacao de um problema descrito na formulacao fraca 28] e, a partir
dessa discretizacao, uma aproximacao de sua solucao possa ser obtida por

exemplo através do método de Galerkin.
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6.3.1
Formulac3o Forte e Fraca de um Problema

A Formulacao Forte de um problema de valor de contorno pode ser por
exemplo definida como:

Determine u : [0, L] — R, tal que

d*u

=0 6-39

i (6-39)
e que a condigdo de contorno seja u(L) = a e, a condi¢ao inicial seja
du/dx = —b. Ou seja, a equagao diferencial deve ser satisfeita em todos os

pontos do dominio.

Para determinar-se a Formulacao Fraca equivalente a essa Formulacao
Forte |24] [26], multiplica-se a equagao diferencial por uma funcao w € V (6-
40) e posteriormente integra-se no dominio (0,L) do problema. Assim, deseja-se

determinar u € U, tal que:

LT

/ {_d - f} w(z)dz = 0 (6-40)
0 x
LT dwdu

/0 {—%% + wf] dr =0 (6—41)

onde U é o conjunto das fungoes teste definido como:

U - {u W) =a o /OL (%)de < oo} (6-42)

e V' é o conjunto das funcoes peso definido como:
L 2
d
V:{w uw(L)=0 e / (_w) dx<oo} (6-43)
o \dx
6.3.2

Método dos Residuos Ponderados

Nos métodos variacionais (incluindo Elementos Finitos), o processo de
discretizacao estd associado a procura de uma aproximacao para a funcao
u. Dessa forma, busca-se em um espaco de dimensao finita uy € Uy C U
(dim(Uy) = N) tal que:

uy = Z cjo;(x) (6-44)

onde ¢; sao coeficientes a serem determinados, e ¢; sao funcoes base de Uy
linearmente independentes e previamente definidas.
Chama-se de residuo, R, da equacao, a medida de quanto uy aproxima

adequadamente o problema, ou seja:
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d2UN
. 6-45
S+ f (6-45)

Observe que se uy = u, entao o residuo R = 0. Assim, no Método dos

R:

Residuos Ponderados, deseja-se que:

/0 " Ruw =0 (6-46)

No Método dos Residuos Ponderados, a funcao teste w também é aproxi-
mada em um espago de dimensao finita Vy tal que dim(Uy) = dim(Vy) = N.
Considera-se como base para esse espago as seguintes funcgoes: ¢y, 19, -+ , ¢y

linearmente independentes. Substituindo uy na integral (6-45), obtém-se:

L ddeUN
_ N dr = 0. 6-47
[ [t s )] s =0 (6-47)
Sabe-se ainda que:
N N
du do;

uy =Y edia) o = et (w). (6-48)

=1 =1

A equacao (6-47) pode ser expressa como um conjunto de N equagoes.

Para cada uma delas pode-se escrever:

L dy S do
/o[_ ' de—xjﬂLwif

dr = 0. 6-49
I z (6-49)

Assim:

Fldeidey) "

J=1
Representando-se por:

[Py do,
L
| it (652

a equacgao (6-50) pode ser escrita como:

N
Z Q5 Cj = bl (6—53)
j=1
Representando-se em forma matricial, tem-se:
[a] {c} = {b} (6-54)

onde o vetor {c} é composto pelos coeficientes a serem determinados, ou seja,

as incognitas do problema. Ele pode ser calculado por:

{c} =[a] 7" {b}. (6-55)
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Dependendo da escolha feita para as funcgoes ¢; e 1;, o método dos
residuos ponderados recebe uma denominacao diferente. No caso de utilizar-se
¢; = 1, ele é chamado de método de Bubnov-Galerkin [10].

6.3.3
Método de Galerkin: Problemas de Regime Transiente

Nesta parte do trabalho é mostrado como o método de Galerkin é
aplicado em problemas de regime transiente (como por exemplo, nos problemas
que envolvem a dinamica de vigas e barras).

Para exemplificar o método, ele serda aplicado ao problema da viga
engastada-livre discutido no inicio desse capitulo. A primeira etapa é projetar
a equagao de movimento (6-25) nas fungdes testes ¢;. Considerando que a area
da secao transversal A, massa por unidade de comprimento p, momento de

inércia da area da secao I e modulo de elasticidade E sao constantes:

9%u 0? 82
Assim:
L 82 64
/0 {pAa—g(x t) + Ela—;: - (x,t)] didz = 0. (6-57)

Integrando por partes duas vezes:

L
2
oA Grode+ f) E1gaE

(6-58)

2 2
00 pro7u)” | @EI

022 02|,

/fxtqﬁldx

Considerando as condi¢oes de contorno do problema da viga engastada

como mostrado na tabela (6.2):

( A Pu
LT) = El—| = — (L, t) =
V(LT) L0 o Shnn-o
(6-59)
0%u 0%u
M(L,T) = FEFl—| = — (L =
ECER EURER
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u(0,t) = Zuj +6;(000=0 — ¢,(0)=0

ou v .
| 5,00 = SLu®F0) - FH0)=0

a equacao (6-58) pode ser reescrita como:

Lo 0% 82¢

Fazendo-se a discretizagao na posicao em u:

0= ui(t) o)

L
/ f(z,t) ¢idx = 0.
0

e substituindo em (6-62):

N
. d*¢; d2¢1
Zuj/ pAG;b; dav—l—Zu]/ EI ; o
=1 70 du
Igualmente foi feito anteriormente, pode-se escrever:
L
mi; = / pAG;; dx
0
d*¢; d*¢;

dx? dx?

/fa:tgzﬁzda:

e, assim, (6-63) é expressa em forma matricial por:

[m] {a@)} + [k {u(t)} = {f ()}

L
:/0 flz, t)p; d.

115

(6-60)

(6-61)

(6-62)

(6-63)

(6-64)
(6-65)

(6-66)

(6-67)

As matrizes [m] e [k] sdo chamadas de matrizes de massa e rigidez globais

do problema e, o vetor {f} de vetor de forga global.

6.3.4
Funcdes Elementares

Observando as equagoes (6-64), (6-65), (6-66) percebe-se que para obter

cada elemento das matrizes globais [m] e [k] é necessario integrar as fungoes

base ¢; em todo o dominio do problema.

Para simplificar esse calculo, uma escolha apropriada de fungoes ¢; pode

ser feita, de tal forma que as funcoes e suas derivadas s6 sejam diferentes de

zero em apenas umas pequena parte do dominio. Assim, a integral precisa ser
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calculada somente nessa parte do dominio onde a funcao é diferente de zero e,
consequentemente as matrizes globais [m] e [k] se tornam matrizes esparsas.
A ideia béasica é discretizar dominio do problema em um conjunto de
subdominios, chamados elementos, como mostra a figura (6.4). A fronteira de
cada elemento é delimitada por pontos (chamados nos). Cada no corresponde

a uma funcgao base ¢; de uy.

L

P(x) |

L J

I I I I I
6 7 8 N1 N

—
[
s
[+

Nos 1

Elementos I@ @ | @ | @ @ I @ :- | N-1

Figura 6.4: Exemplo dominio dividido em elementos lineares: funcgoes de
interpolacao para os nos 4 e 5

Com a discretizacao do dominio, a montagem das matrizes globais é feita
através de matrizes elementares ([m]'® e [k]'?) calculadas em cada elemento
do problema.

Como a forma das fungoes base ¢; é igual para todos os elementos, faz-se
uma mudanca das coordenadas globais para coordenadas elementares. Assim,
no calculo das matrizes elementares, as funcoes ¢; sao descritas em coordenadas
locais. Considera-se que cada elemento se estende de £ = —1 a £ = 1.

Para uma aproximacao linear, cada elemento é formado por dois nos,

como mostra a figura (6.5). Suas fungdes elementares sao dadas por [11]:

HWO="5° &

_1+e

5 (6-68)

da(§)

Figura 6.5: Funcgoes base lineares no sistema de coordenadas local.

Na aproximacao quadrética, cada elemento é formado por trés nos, como

mostra a figura (6.6). Suas funcoes elementares sao dadas por:
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¢1(§) = 6(5—2_1)

oa(§) = LG (6-69)

¢3(§) = —(E+1)(E-1)

a(©, 2 e

-1 —F 1

Figura 6.6: Funcoes base quadréticas no sistema de coordenadas local.

Para aproximar a solucao da equacao da viga através do Método dos
Elementos Finitos, é necessario que cada funcao base ¢ seja continua e com
segunda derivada diferente de zero |11] [6]. Isso garante a continuidade do
deslocamento transversal e rotacao entre dois elementos vizinhos. Para isso,
costuma-se utilizar funcoes base de forma Hermitiana.

No elemento de Hermite com dois nos, sao considerados quatro graus de

liberdade (deslocamento e rotagao em cada n6) como mostra a figura (6.7).

th Vo
Lo o
1~ 2

Figura 6.7: Elemento hermitiano com dois nos.

Fazendo uma aproximacgao para o deslocamento transversal v com um

polindémio de interpolagio ciibico, e considerando-se a rotacao 6 = dv/d€ tem-

se:
v(€) = o+ 1€ + 8 + 58’ (6-70)

0(€) = 1 + 2co€ + 3c3€?. (6-71)

Como os valores de deslocamento e rotacao em £ = —1 e £ = +1 sao

conhecidos:
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’U(—l) = U1 9(—1) = 91
(6-72)
U(+1) = V2 9(+1) = 92

os coeficientes ¢y, ¢1,¢2 € ¢3 podem ser determinados (6-73) e o deslocamento

v pode ser expresso como uma combinacao de funcoes base ¢:

L A R
00—21)1 41 2712 42

cT = ——U — —91 + —vVgy — —92

(6-73)
Co = —%91 + 392
Cy = ivl + i&l — i'UQ + ;162
v(§) = v1901(§) + 01902(8) + v293(8) + Oa04(§). (6-74)

Assim, as fungoes base ¢ sao definidas por (6-75) e, seus graficos obtidos
através da rotina MATLAB HERMITE 2NOS sdo mostrados na figura (6.8).

1 3 1

() = 5—7E+¢

$(€) = T — 26— 8+ 28

(6-75)
83(6) = G+ o6
b6 = —- 36+ 76+ 7€

As derivadas de segunda ordem das func¢oes valem:
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d*¢y
d* ¢y
(6-76)
d*¢3
d® ¢4
ez (&) = 3¢
1
06} .
—
06+ —_— @2 |
o4l — @3 |
—
02t -
0
02t .
_Dd 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- 08 06 404 02 0 D02 04 0B 08 1
g
Figura 6.8: Fungoes base hermitianas: elemento com dois nés.
Cada elemento do sistema pode ser expresso pela equacao:
[m(e)] {a(e)} + [k(e)] {u(e)} — {f(e)} (6-77)

onde o vetor {u(e)} representa o deslocamento e rotacao dos nds do elemento.
Da mesma forma, o vetor de carregamento {f(e)} representa a forca f e

momento m aplicados em cada um dos noés do elemento:

U1 fb.l fl
01 . él my
(1} = oy =0 = (679
Vo U2 f2
(92 é2 mao

Vale observar que apesar de cada elemento ser composto por dois nos,
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os vetores {u(e)} e {f(e)} tém dimensao 4 x 1. Consequentemente as matrizes
elementares [m] e [k] tém dimensio 4 x 4.

Caso utilize-se N elementos hermitianos de dois nés para discretizar o
dominio, por exemplo, de uma viga, as matrizes globais de massa e rigidez
([m] e [k]) possuirao dimensao 2(N + 1) x 2(N + 1).

Para uma melhor aproximacao da solucao obtida com elementos finitos,
pode-se introduzir um no6 intermediario no elemento de Hermite (em & = 0).
Assim, o elemento é composto de seis graus de liberdade (deslocamento e

rotagdo em cada n6) como mostra a figura (6.9).

i Vg (b
NP NN
1~ 3 2

Figura 6.9: Elemento hermitiano com trés nos.

Em um procedimento analogo ao feito para o elemento de Hermite com
dois nos, faz-se uma aproximacao para o deslocamento transversal v com um

polindémio de ordem cinco. E considera-se a rotagao 6 = dv/d¢.

v(f) = Cp + Clg + C2£2 + 0353 + 0452 + 0553 (6—79)
0(&) = c1 + 2¢2€ + 3c3E% + 4ca&® + Hestt (6-80)
Como os valores de deslocamento e rotacao em £ = —1 e £ = +1 sao

conhecidos (6-81), os coeficientes cg, ¢1,c2, ¢3, ¢4 € ¢5 podem ser determinados

e, o deslocamento v pode ser expresso como uma combinacao de fungoes base

¢ (6-82).

v(—=1) =, v(0) = v3 v(+1) = vg
(6-81)
6(—1) =6, 6(0) = 65 6(+1) = 6,

v(&) = v101(&) + 0102(&) + v303(&) + O304(&) + v205(&) + Oa06(§)  (6-82)

As fungoes base ¢ mostradas na figura (6.10) (rotina MATLAB HER-
MITE _3NOS) sao:
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1 3
BiE) = €26 -8+ 38
_ e e Lla 1o
B = 78—+
P3(€) = 1-28+¢
(6-83)
$a(§) = £€-28+¢€
_ o2y 0 la 3
6s(6) = €428 -6 —2E
1 1 1 1
P6(§) = —Zfz - 153 + 154 + 155
e suas derivadas de segunda ordem:
d2
O = 2= B0 9
d2
O = b-fe-ag e ge
d2
dgf’ € = —4+12¢2
) (6-84)
d
%24(5) 126 + 2063
d2
O = 2+ 9o - 9
d2
2O = —i-f-e ¥
Cada elemento do sistema pode ser expresso pela equacao:
()] {d(e)} + (k)] {u(e)} — {f(e)} (6-85)

onde o vetor {u(e)} representa o deslocamento e rotacao em noés do elemento.

Da mesma forma, o vetor {f(e)} representa a forca f e momento m aplicados

nos nos do elemento:
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V1 'b‘l fl
91 él mq
@1 _ | V3 (e)] U3 (e /3 6-86
U o I U S Il A B Il AT
Uy U Jo
_92_ _é2_ _m2_

Vale observar que apesar de cada elemento ser composto por trés nos,
0s vetores {u(e)} e {f(e)} tém dimensao 6 x 1. Consequentemente as matrizes
elementares [m] e [k tém dimensdo 6 x 6. O procedimento de calculo de

cada uma dos elementos de mg),

kz(;) e f) ¢ mostrado na préxima secio da
dissertacao.

Caso utilize-se N elementos hermitianos de trés nos para discretizar o
dominio, por exemplo, de uma viga, as matrizes globais de massa e rigidez

([m] e [k]) possuirdo dimensao 2(2N + 1) x 2(2N + 1).

6.3.5
Mudanca de Coordenadas

Na descricao elementar do problema, faz-se uma mudanca de coordenadas
global para coordenadas locais. Dessa forma, para o problema da viga, cada
elemento das matrizes globais de massa [m] e rigidez [k] e do vetor de forga
global {f} deve ser reescrito nas novas coordenadas elementares.

E necessario definir as matrizes [m(®], [k9] e o vetor {f(©} em coorde-

nadas locais. Assim, as equacoes (6-64), (6-65) e (6-66) se tornam:
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. ple) 1
m) = pA%- [ iy (6:87)
‘ 2\ [1 d6; ¢
k§j):El(W> /_1 R (6-88)
. ple) 1
719 = 1075 [ ot (689

onde h(® representa o tamanho do elemento. O céalculo dos coeficientes das

matrizes elementares requer o calculo de integrais no elemento, da forma:

/_ 9(€)de (6-90)

1
Implementando o método dos elementos finitos, essa integral deve ser

feita de forma sistematica através do método da Quadratura Gaussiana
[29] |26]:

1 NGP
/ 9= 3 gl (6-91)

onde NGP é o numero de pontos utilizados para a integracao e w; 0s pesos
utilizados para cada ponto. Quanto maior o nimero de pontos, melhor sera a
aproximagao obtida. A tabela (6.3) mostra os valores de &; e w; para diferentes
NGP.

NOP] & | w ]
1 0.0 2.0

2 £0.57735 1.0

3 £0.77459 | 0.555
0.0 0.888

4 +0.86113 | 0.347
£0.33998 | 0.652

6 £0.93246 | 0.171
+0.66120 | 0.360
+0.23861 | 0.467

Tabela 6.3: Quadratura Gaussiana: valores de £ e w em funcao do ntimero de
pontos utilizados para a integracao.
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6.4
Calculo dos Modos e Frequéncias Naturais através dos Elementos
Finitos

Observando a equacao de movimento da viga engastada-livre discretizada
a partir dos elementos finitos (6-67), verifica-se que a equacao (6-25) foi
transformada em um sistema de equagoes diferenciais.

Assim, através do problema de autovalor definido em (5-12) é possivel

calcular aproximacgoes para os modos e frequéncias naturais da viga:

det(—w?[m] + [k]) = 0 (6-92)
onde [m| e [k] sdo as matrizes de massa e rigidez globais obtidas a partir do
método dos elementos finitos.

Quando maior for o namero de elementos utilizados para discretizar
o sistema, melhor serd a aproximacao obtida para os modos e frequéncias
naturais.

A figura (6.11) mostra os quatro primeiros modos calculados a partir da
equagao analitica (6-38). A figura (6.12) mostra as aproximagoes desses quatro
primeiros modos obtidas com o Método dos Elementos Finitos implementado
em MATLAB. Na discretizacao foram utilizados 50 elementos de Hermite com
2 n6s, o que permitiu obter-se boas aproximacoes.

Foram considerados os seguintes valores de parametros da viga: modulo
de elasticidade E = 200 GPa, densidade do material de 7850 Kg/m?, diametro
d = 0.05 m e comprimento L = 0.5 m.

Vale observar que quando trabalha-se com N elementos de hermite,
os vetores obtidos para a aproximagao dos modos de vibragao {v} possuem

dimensao:

— 2(N +1) x 1, caso o elemento seja composto por dois nos;

2(2N 4 1) x 1, caso o elemento seja composto por trés nos.

Isso se deve ao fato de que cada no esta associado a dois graus de liberdade
(deslocamento e rotagao). Como foi assumido que as componentes do vetor
{u(e)} representariam o deslocamento e rotagao de forma intercalada (6-78)

(6-86), cada elemento v; do vetor de modo de vibragao representa:

o deslocamento de um no, se i for impar;

a rotacao de um no, se ¢ for par.
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Figura 6.11: Quatro primeiros modos da viga engastada-livre.
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x [m]
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Figura 6.12: Aproximacao dos quatro primeiros modos da viga engastada-livre
(FEM) obtida com 50 elementos de Hermite de 2 nos.
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6.5
Modelo Reduzido

Considerando que a maior contribuicao para o movimento da viga esta
associada aos primeiros modos de vibracao da viga [28], é possivel reduzir a
dimensao do problema através dos modos normais.

Construindo uma matriz [v] composta pelos vetores colunas dos n pri-

meiros modos de vibracao calculados pelo método dos elementos finitos:

| |
= | {v}, {v}, -+ {v}, (6-93)
| |

o deslocamento {u} pode ser representado através das coordenadas modais

{y}. Para isso, faz-se a mudanga de coordenadas:

{u(®)} = [vl{y(®)}. (6-94)

Substituindo (6-94) na equagao de movimento discretizada pelo método
dos elementos finitos (6-67):

(m][ol {§(0)} + [K][ol {y()} = {f(®)} - (6-95)

Multiplicando por [U]T, obtém-se:

] Tm][o] {i(0)} + o] (K[0] {y(8)} = [o]" {f ()} (6-96)

Pelas definigoes do capitulo anterior (5-22) e (5-23), em que as matrizes

de massa e rigidez foram diagonalizadas por [v], a equa¢do de movimento pode
ser transformada em um sistema de equacoes diferenciais desacopladas (modelo

reduzido):

[ma] {#(t)} + [ka] {y()} = {a(t)} (6-97)

onde {¢} representa o vetor de forcas escrito nas coordenadas modais:

{a()} =[] {7 (1)} (6-98)
O modelo reduzido é uma poderosa ferramenta de reducao no esforco
computacional exigido para o céalculo da resposta de cada um dos graus de
liberdade ao longo do tempo. Como exemplo, suponha que o método dos
elementos finitos tenha sido aplicado ao problema de uma viga, e tenham sido
utilizados N = 10 elementos Hermitianos de trés nos para fazer a discretizagao
do dominio.
Nesse caso, as matrizes globais de massa e rigidez ([m] e [k]) tém dimensao
22N +1) x 2(2N 4+ 1) =42 x 42 e, o vetor {u} 42 x 1. Considere também que
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nesse exemplo que somente os quatro primeiros modos de vibragao possuam
significativa contribuigdo para a resposta da viga, ou seja, a matriz [v] é

composta somente pelos vetores colunas dos quatro primeiros modos:

{u} = ] (v} (6-99)

Dessa forma, ao invés de ter que ser resolvido um sistema com 42

equacoes diferenciais acopladas, basta resolver quatro equacoes desacopladas

para yi, Y2, Ys € Ya.

maii(t) + ka,yi(t) Q1 (t)
mdzg%Q(t) + ke (t) = qft) (6-100)
md3y3(t) + kdl(t) - Q3(t)
ma,Ja(t) + ke (t) = qlt)

Modelando-se o amortecimento do sistema como uma combinacao linear

entre as matrizes de massa e rigidez (amortecimento de Rayleigh) [21]:

[c] = a[m] + BA] (6-101)

a matriz [c] pode ser diagonaliza através da relagao:

[ca] = [v]" [el[v] = [v]" (afm] + BIK))[v] = alma] + Blkd). (6-102)

Assim, a equacao de movimento do sistema torna-se:

(mal {§(1)} + [eal {90} + [ks] {y()} = {a(D)}- (6-103)

Escrevendo-se como um sistema de equagoes, obtém-se:

mai(t) + catn(t) + kan(t) = alt)
: : : : (6-104)

Ma, Gn(t) + Cartn(t) + kayalt) = ga(t)

6.6
Exemplo: Riser de Perfuraciao

Para exemplificar o estudo das vibracoes aleatorias em sistemas conti-
nuos, foi desenvolvido um exemplo envolvendo um riser hipotético de perfura-
¢ao de uma plataforma de petroleo, mostrado na figura (6.13). Na modelagem

adotada para o riser, considera-se que uma de suas extremidade esta engastada


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921514/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0921514/CA

Capitulo 6. Vibracdes Estocasticas em Sistemas Continuos 128

no fundo do mar, e a outra presa a uma plataforma de petroleo que flutua no

oceano. Sobre o riser atuam carregamentos devidos a:

1. movimentacao da maré, ondas e correntes maritimas;

2. movimentacao da plataforma.

Figura 6.13: Riser de perfuragao de uma plataforma de petroleo.

O riser foi modelado como uma viga de Euler-Bernoulli com equagao
da dinamica dada por (6-25). Supds-se como condigoes de contorno a viga
engastada-livre (6.2). O carregamento causado pela movimentacao da plata-
forma foi modelado como uma forca concentrada na extremidade superior do
riser, caracterizada pelo processo estocastico Fj(t), cujo parametro ¢ esta as-
sociado ao tempo. O forcamento causado pela maré foi modelado como um
carregamento uniformemente distribuido ao longo do comprimento do riser.
Ele é caracterizado pelo processo estocastico Fy(t, z) de parametro ¢ associado
ao tempo, A figura (6.14) mostra um esquema do riser e dos dois corregamen-
tos.

As expressoes adotadas para Fi(t) e Fy(t,z) sao simples e tem como
objetivo somente exemplificar a analise de vibracgoes estocasticas em sistemas
continuos. Modelagens mais realistas para o forcamento causado por correntes
maritimas podem ser encontrados em [20], [3] e [2].

Foi considerado que os processos estocasticos Fi(t) e Fy(t,z) sao da

forma:
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Figura 6.14: Carregamentos aplicados no riser de perfuracao.

Fi(t) = Ay cos(wt) (6-105)

Fy(t,z) = Ay cos(wt) (6-106)
onde A; e A, sao variaveis aleatérias correlacionadas.
Define-se entao o vetor aleatorio {A} = [A; As] e, supde-se que a
distribui¢do de probabilidade de {A} é uma distribui¢do de probabilidade
conjunta de A; e Ay dada por:

K z(ay, as)
palar,az) = omoroad T 2 exp [—m 1 (0,400) % (0,200) (@1, a2)  (6-107)

onde nao se conhece o valor de K e, tem-se:

(a1 —m)®  2p(a; — ) (ag — p2)  (ag — po)?

= — 6-108
z(ay, as) 2 pp + 2 ( )
p=212 (6-109)

0102

A funcao densidade de probabilidade foi multiplicada pela funcao
10,400) (0,200) Para garantir que as variaveis aleatorias A; e Ay possam ter so-
mente valores positivos no intervalo (0,400) e (0,200). Como A; e Ay represen-
tam a amplitude dos forcamentos F}(t) e Fy(t,x), essa restri¢ao é importante.

Sabendo-se as caracteristicas estatisticas de Fi(t) e Fy(t,x), foram de-
terminadas aproximacgoes para média da resposta de deslocamento e rotagao
da viga. Utilizou-se o método de Monte Carlo com Cadeia de Markov (algo-
ritmo de Metropolis - Hastings multidimensional) apresentado no capitulo 3
da dissertacao.

Através do algoritmo de Metropolis-Hastings foram geradas amostras
para as variaveis aleatorias A; e A,. Para cada uma das amostras, obteve-se
uma realizac¢do dos forcamentos Fi(t) e Fy(t,x) e, calculou-se o deslocamento

e rotacao da viga ao longo do tempo pelo método de Galerkin.
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O programa em MATLAB (ELEMENTOSFINITOSVIGA) desenvolvido
para fazer as simulacoes ¢ explicado no apéndice B. Como movimento do
riser é submerso e, consequentemente amortecido pela dgua, uma matriz de
amortecimento foi adicionada & modelagem do riser. Para a construcao dessa
matriz, foi utilizada a hipotese de amortecimento proporcional.

Assim, a equacao da dinamica da barra discretizada pelos Elementos

Finitos utilizada é:

[m}{a(t)} + [c] {at)} + [k {u(t)} = {f (1)} (6-110)
onde [c] = a[m] + B[k]. E importante observar que como o vetor de forcas
globais {f} varia no tempo, na simulacdo por elementos finitos, ele deve ser
recalculado a cada instante de tempo.

Para reduzir o custo computacional do calculo do deslocamento e rotacao
da viga em cada realizacao do forcamento, no programa MATLAB foram

utilizadas coordenadas modais.

(o] [l [w] {3i(6)} + [0 [el[o] {5(D)} + [o] k][] {y (D)} = []" {F(O)} (6-111)

[ma] {3i(6)} + [cal {9 ()} + [kl {y(t)} = {a(t)} (6-112)
onde a matriz [v] é composta pelos vetores colunas dos primeiros modos de
vibragao calculados pelo método dos elementos finitos (6-93). As dimensoes do
riser, propriedades do material, caracteristicas do forcamento e dos elementos
finitos utilizados nas simulagoes sao mostrados na tabela (6.4). Esses valores
sao hipotéticos e foram escolhidos arbitrariamente a titulo ilustrativo.

Outros valores de niimero de elementos N utilizados para discretizar o
dominio foram testados. Verificou-se que a partir de N = 5, a malha apresen-
tava uma concentracao de elementos suficientes para descrever o movimento
da viga.

Os valores das frequéncias naturais associadas aos 4 primeiros modos de
vibracao do riser de perfuragao estao na tabela (6.5).

Nas figuras (6.15), (6.16), (6.17) e (6.18) sao mostrados os valores de
deslocamento e rotagao médios ao longo do tempo para os pontos © = L e
r = L/2. E possivel observar que assim como nos sistemas deterministicos,
podem ser identificadas duas fases distintas na resposta em deslocamento
e rotacao do riser. Uma fase correspondente ao movimento transiente, e
outra correspondente a um movimento periédico com frequéncia w igual a

do forcamento.
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Comprimento L=50 m
Diametro externo d. =08 m
Diametro interno d;=05 m
Modulo de Elasticidade E =200 GPa
Densidade do Material 7850 Kg/m?
Amortecimento: « 0.5
Amortecimento: (8 0.0

Numero de Elementos 10

Elemento hermitiano 2 nos

Numero de modos considerados | 4

Frequéncia w=02 Hz
H1 200 [N]
i 100 [N/m]
g1 50

g2 25

012 10

Tabela 6.4: Valores de parametros utilizados na simulagaio MATLAB: programa
de elementos finitos.

Modos Frequéncias [Hz]
Primeiro Modo 18.06
Segundo Modo 113.21
Terceiro Modo 317.06
Quarto Modo 621.74

Tabela 6.5: Frequéncias Naturais do riser de perfuracao associadas aos 4
primeiros modos de vibracao.

Observa-se também que somente ha dispersao dos resultados em relagao
a amplitude do deslocamento e rotacao. Essa caracteristica esta de acordo com
os modelos de carregamentos F(t) e Fy(t,z) adotados. Em (6-105) e (6-106),
a frequéncia w foi considerada deterministica, e somente as amplitudes foram
modeladas como variaveis aleatorias.

A escolha do nimero de modos utilizados para escrever a equacao da
dinamica de um sistema continuo em coordenadas modais deve ser feita de
forma criteriosa. E necessario garantir que erro da resposta obtida seja menor
um erro previamente determinado.

Uma forma de fazer essa validacao é obter a resposta do sistema para dois
numeros consecutivos de modos, e verificar se a diferenca entre as respostas é

aceitavel.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921514/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0921514/CA

Capitulo 6. Vibracdes Estocasticas em Sistemas Continuos 132

Deslocamento Medio de v = L

0.15

0.1

0.05

o
=
m

u(L.t) [m]

Envelope: 95

— Melin

15 20 24 30

t[s]

Figura 6.15: Riser: deslocamento ao longo do tempo para x = L.

i )
—
s

Deslocamento Medio de x = 1./2

0.04 p---ee-- RRCEEEE RRREEE Euvelope: 9570
E E — Medin E

005 H H I I I i
5 10 15 20 25 0

U]
Figura 6.16: Riser: deslocamento ao longo do tempo para x = L/2.

No exemplo do riser, para mostrar que os quatro modos utilizados nas
simulacoes foram suficientes para caracterizar as respostas de deslocamento e
rotagdo, tragou-se os graficos do deslocamento da extremidade da viga (x = L)
com 1 modo e 2 modos. Verificou-se que os graficos obtidos (mostrados nas

figuras (6.19) e (6.20)) sao equivalentes.
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Rotacao Media dex = L
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Figura 6.17:
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Figura 6.18: Riser: rotagao ao longo do tempo para x

L)2.

Nessas simulagoes, as forgas Fi(t) e Fy(t, z) foram consideradas determi-

nisticas, valendo cada uma delas 200 N e 100 N/m respectivamente. Os outros

valores de parametros utilizados nos célculos sdo mostrados na tabela (tah6.4).
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01 Deslocamento de x = L.

0.0s
0.06
0.04 |

0.0z2

u(L.t) [m]

002 F

-0.04
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Figura 6.19: Deslocamento da extremidade do riser considerando-se apenas um
modo de vibracao.

01 Deslocamento de x = L.
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Figura 6.20: Deslocamento da extremidade do riser considerando-se dois modos
de vibracao.
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