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2
Formulacoes Matematicas

2.1
Introducao

Neste capitulo sao apresentadas e referenciadas as principais formulagoes
ja existentes na literatura para o TOP. Em seguida, sao apresentadas trés
formulacoes de Programacao Inteira aqui propostas para o TOP. A primeira
delas é uma formulacdo baseada em arcos. A segunda, uma formulacao
estendida. E a terceira, uma formulacao baseada em rotas nao elementares

e que é utilizada no algoritmo Branch-Cut-and-Price proposto neste trabalho.

2.2
Formulacoes da literatura

A literatura especifica para o TOP ainda é escassa. Anteriormente a este
trabalho, haviam sido propostas quatro formulagoes para o problema.

A primeira formulacao para o problema, anteriormente conhecido como
Multiple Tour Mazimum Collection Problem, foi proposta por Butt e Cavalier
(BC94). As varidveis de decisdo nesta formulacao representam os arcos que
conectam os nés no grafo. Assim, a solucdo étima consiste em selecionar o
conjunto 6timo de arcos para cada rota.

Conforme os testes realizados por Butt e Cavalier (BC94), resolver este
problema utilizando essa formulacao é extremamente custoso em termos de
tempo computacional, especialmente quando se utiliza um resolvedor comercial
genérico, sem considerar a estrutura peculiar do problema.

Posteriormente, Butt e Ryan (BR99) propuseram uma nova formulagao
para o problema com uma leve diferenca na definicao do problema. Eles
definem que, para cada veiculo, ha um tempo méaximo de duragao da sua
respectiva rota. Nessa formulagao é definido um conjunto V' = {i|1,...,n}.
Desse conjunto nao participam os depdsitos (nés 0 e n + 1). Desde que haja
um numero finito de subconjuntos de V', define-se A; como sendo o j-ésimo
subconjunto. Os m veiculos sao divididas em ¢ subconjuntos, de modo que

para cada um desses ¢ subconjuntos ha uma duracao maxima de rota permitida
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pré-definida Li. O ntimero de rotas dos veiculos do conjunto k& é denominado
ty.

Isso permite que se tenham as seguintes defini¢oes:

L(A;) = tempo de viagem total do ciclo 6timo do Problema do Caizeiro

Viajante para todos os nés pertencentes ao subconjunto A; além do depdsito.

m = o numero total de veiculos da frota
n = o numero total de vértices (|V])
s; = tempo de servico no vértice i € V'
p; = prémio associado a visita do no ¢
L, = duracao maxima permitida para a rota a ser realizada pelo veiculo &
Q¥ = LK)+ s < Ly}
iEN;

{ 1 sei€Xeje”
QU =

0 caso contrario

1 se os nds em \; devem ser visitados por uma das t; rotas
T, = dos veiculos do conjunto k

0 caso contrario

Finalmente, é calculado o valor c;? que corresponde ao lucro total coletado

dos noés em A;:

Pi=Y = paijeQ k=1,...m (2-1)

iEN; i=1

Dadas essas definigoes, o problema pode ser formulado da seguinte forma:

maximizar > ph-ak (2-2)
k=1 jeQ*
DY dfab <, i=1...n (2-3)
k=1 jeQ*
> k<, k=1...m (2-4)
JEQF
afe{0,1}, VieQ%k=1...m (2-5)

Nessa formulagao, a funcdo objetivo (2-2) visa a maximizar o lucro total
coletado. A restricao 2-3 garante que cada nd é visitado somente uma vez

por rota e aparece em no maximo uma rota. A restricao 2-4 garante que no
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maximo tj rotas de tamanho L, podem ser realizadas. Finalmente, as restricoes
2-5 forgam as varidveis a assumirem um valor inteiro 0-1. A viabilidade das
rotas é definida e satisfeita implicitamente. Essa é, portanto, uma formulacao
de Generalized Set Partitioning e possui um numero exponencial de variaveis.

Mais tarde, Tang e Miller-Hooks (TMHO05) propuseram uma nova for-
mulagao para o TOP. Eles elaboraram uma formulacao inteira utilizando a

seguinte notacao:

L = a duragao maxima permitida para as rotas
1 se o vértice ¢ é visitado pelo veiculo k
k pu—
v 0 caso contrario
z;jr = o numero de vezes que a arestas (i, ) é percorrida pelo véiculo k
zijr € {0,1} se 4,7 € V\{0}, 25, € {0,1,2} se i =0 e j € V\{0}
li; = tempo de viagem gasto no arco a = (i,j) € E
s; = tempo de servigo no vértice 1 € V'
U um subconjunto de vértices de V,U C V
n—1 m
maximizar Z Z pi- Yix (2-6)
i=1 k=1
n—1 m

Tojk = 2m (2—7)
1

lejk+2lek>2yjk,j=1,27n—la k:1727m (2_8)

<
Il
—
=~
Il

1<j i>]
n—2 n—1
Zzlljxljk + Z SiVYik < L, k= 1,2, oo, (2—9)
j=0 j5>i i=1

d yw<li=1,2,...n—1 (2-10)
k=1

Z zijr < Ul =1, (U CV\{0}in=2>|U| > 2k =1,2,...,m) (2-11)
i,j€UL,j
vor €10,1,2), G =1,2,...n— Lk=1,2,...m), (2-12)
v € {01}, (1<i<j<n—1Lk=12,..m), (2-13)

v €4{0,1}, 1 =1,2,...n— 1k =1,2,...m) (2-14)

A funcao objetivo maximiza o prémio total coletado por todas as rotas.
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A restrigao 2-7 assegura que hd m veiculos partindo e retornando ao depdsito.
A restricao 2-8 garante a conectividade de cada rota, enquanto que o limite de
duragao das rotas é garantido pelas restrigoes 2-9. A restricao 2-10 assegura que
todos os vértices devem ser visitados no maximo uma vez, exceto o depésito.
Subciclos sao proibidos pela restrigao 2-11. Finalmente, as restrigoes 2-12, 2-13
e 2-14 garantem a integralidade das variaveis de decisao. Essa formulacao tem
(n?-m+(n—2)-m)/2 varidveis inteiras. A primeira formulagao elaborada para
esse problema, que ¢ descrita em Butt e Cavalier (BC94) tem 2n?*m varidveis
inteiras.

Mais recentemente, Vansteenwegen et al. (VSBO09) propuseram uma
formulagao compacta para o TOP. Para essa formulacao, foi utilizada a

seguinte notacao:

— T; é o tempo necessario para visitar o vértice ¢

— u; € a posicao do vértice ¢ na rota k

1 se, na rota k uma visita ao vértice @
Tijk = é seguida de uma visita ao vértice j
0 caso contrario

Yik =

1 se a rota k visita o vértice ¢
0 caso contrario

m n—1

max Z Z Si - yik (2-15)

k=1 1=2

[y
[y

n— n—

Z Z Lojk = Z Tingyk = m (2-16)

m
k=1 1= k=1 i=

>y <LVji=2...n (217)
k=1
n—1 n
Z%‘k = Z%‘vk =y, Vj=1,..n,Vk=1,...m (2-18)
=1 v=2

n—1 n
Z (Tz?/zk + Z tz‘j%’jk) <L, VkE=1,...,m (2-19)

i=1 j=2
2<ugp<n,Vi=1,...n+ 1;Vk=1,...,m (2-20)

Wig — Ui +1 < (n—1)(1 —x%), Vi, g =1,...,n+ L;Vk=1,...m (2-21)
Tije ik € 0,11,V 5 =0,....n+Lk=1,...,m (2-22)
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A fungao objetivo maximiza o lucro total recolhido nas visitagoes. A
restricao 2-16 garante cada rota tem inicio no vértice 1 e termina no vértice
n. A restrigao 2-17 assegura que cada vértice é visitado no maximo uma vez.
A restricao 2-18 impoe que, se um vértice é visitado em uma data rota, essa
visita deve ser antecedida por exatamente uma visita e, da mesma forma, deve
ser sucedida de exatamente uma visita, ambas na mesma rota. A restricao
2-19 forca as rotas a terminarem antes do tempo maximo pré-estabelecido.
As restrigoes 2-20, 2-21 e 2-22 sdo necessarias para evitar subciclos. Essas
restricoes de eliminacao de subciclos foram formuladas de acordo com a
formulagao para o Problema do Caixeiro Viajante proposta em Miller et al.
(MTZ60).

Além dessas formulacoes, ha ainda a formulacao proposta por Boussier
et al. (BFGOT), que é uma formulagao baseada em rotas elementares, cuja
relaxacao é resolvida pela técnica de geracao de colunas.

Nesta formulacao que segue, () é o conjunto de todas as possiveis rotas

vidveis e p; € o lucro total coletado pela rota j.

max Yoopic A (2-23)
)\J‘GQ
> XA <LveV U (2-24)
a€d— (v) JEQ
> g A <m, (2-25)
acst(0) j€Q
yo €40, 1}, Vv eV (2-26)
)\j € {07 ]-}7 Vj S Q (2_27)

Esta formulacao é muito semelhante a formulagao do Problema Mestre
Restrito (subsecao ) que foi utilizada neste trabalho. A diferenca entre as duas
formulacoes esta no fato de que a formulacao desta tese é baseada no grafo
estendido, com um indice extra indicando o tempo de inicio do percurso dos
arcos. Utilizar o grafo estendido permite que se identifique cortes que nao

teriam como ser separados utilizando-se apenas o grafo original.

2.3
Novas formulacoes

Esta secao apresenta as trés formulagoes propostas neste trabalho para
o TOP.

A primeira formulagao é equivalente a que foi apresentada em Vansteen-
wegen et al. (VSBO09), que utiliza varidveis indicando se uma rota percorre ou

nao um determinado arco. Com a indexacao por veiculos, é necessario consid-
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erar na formulacao a restricao de duracao maxima das rotas. Essa formulacao
foi denominada de Formulacao Baseada em Arcos.

Na segunda formulacao, essas variaveis indexadas sao também indexadas
pelo instante no qual elas iniciam na rota. Isso permite que seja evitada a
indexacao por veiculos, pois nao serd considerada nenhuma variavel indicando
um arco que termine apds o tempo maximo de duragao das rotas. A primeira
formulagao é dita ser baseada em arcos. O nimero de varidveis é polinomial e,
embora o nimero de restricoes seja exponencial, elas podem ser separadas em
tempo polinomial (restri¢oes de eliminacao de subciclos).

A segunda formulacao tem um ntimero de variaveis pseudo-polinomial e,
portanto, é menos compacta do que a primeira e foi denominada de Formulagao
Estendida.

Por fim, é apresentada uma formulagao com um nimero exponencial de
colunas. Cada coluna representa uma possivel rota e essa formulacao pode ser

vista como uma decomposicao da primeira.

2.3.1
Notacao

A notacao usada nessas formulagoes pode ser descrita da seguinte forma:

— G(V, A) é um grafo completo orientado, onde V' é o conjunto de vértices

e A é o conjunto de arcos;

- V= ={1,...,n} é conjunto dos vértices clientes que possuem prémio

associado;
— vp € o depdsito inicial e v, 11 o depdsito final;

— p, denota os prémios nao negativos, sendo v € V7

l, representa o tempo de viagem nos arcos, sendo a = (i,j) € A;
— m é o numero de veiculos da frota;

— L é a tempo maximo de duragao das rotas.
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2.3.2
Formulacao de arcos

28

Essa formulagio para o TOP usa varidveis bindrias 2% e y, de modo que:

o
Il
—
o =

caso contrario

indica que o vértice v é visitado
Yo =

—
o =

caso contrario

max 3 5ot

veV =
Z ¥ —y,=0,YweV-
k=1 a€dé— (v)
oY db-y,>05cVwes
k=1 acs—(S)
YooY ak<is|-1,5cV
k=1 aco(S)
Zx’; <1l,Vac A
k=1
Zlax§<L,k: s, M
a€A
Z =1 k=1,...,m
a€dt (vo)
Z x’;:l,kzl,...,m
a€d™ (Vp+1)

y, € {0,1}, Yo € V'~
* € {0,1},Vac AVE=1,...,m

indica que o arco a é percorrido pelo veiculo k

(2-28)

(2-29)

(2-30)

(2-31)

(2-32)
(2-33)
(2-34)
(2-35)

(2-36)
(2-37)

A fungao objetivo maximiza (2-28) a soma dos prémios associados aos

vértices visitados. Restrigoes (2-29) asseguram quem um cliente é visitado por

no maximo um veiculo.

A conectividade das rotas é garantida pelas restrigdes (2-30), enquanto

que a eliminacao de subciclos é assegurada pelas restri¢oes (2-31), onde o(.5)

denota todos os arcos com ponto inicial e final em S. O conjunto de restri¢oes

(2-32) proibe o uso de um arco por duas ou mais rotas. A dura¢do méxima

das rotas é imposta pela restrigao (2-33). Os conjuntos de restrigoes (2-34) e

(2-35) forgam m veiculos a sairem do depésito inicial e retornarem ao depdésito
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final.

2.3.3
Formulacao Estendida

Nessa formulacao, cada arco tem um indice extra [. Esse indice representa

o tempo de partida do veiculo ao utilizar esse arco.

= 1 indica que o veiculo k percorre o arco a
x, = com [ unidades de tempo consumidas.

= (0 caso contrario

= 1 indica que o vértice v é visitado
Y =

= (0 caso contrario
Como cada arco pode ser utilizado somente uma vez, entao ele ele sé
pode iniciar o percurso em uma tnica ocasiao com um [ unidades de tempo ja

gastas: L
o= alf (2-38)
1=0

Com o intuito de considerar a duracao associada aos arcos, o grafo
original foi modificado. Foi criado um vértice intermediario w, para cada arco
a € A. Esses vértices artificiais tém uma demanda igual ao tempo gasto no
percurso do arco original a. Por exemplo, seja w;; o ponto intermediario do
arco a = (7,7). O arco original da origem a dois novos arcos a; = (i,w;;) e
as = (wy;, 7). O grafo modificado resultante possui portanto o conjunto de
arcos Ay |JAq, onde Ay = {(4,w;j), (4,)) € A} e Ay = {(wy;,7),(i,75) € A}. O
conjunto de vértices é dado por V' J A. A Figura 2.1 mostra a transformagao do
grafo. O vértice intermedidrio (ponto cinza) consome uma demanda (tempo)
que corresponde ao tempo de viagem do arco original (7, j). Nesse caso, o tempo

de viagem do arco (,7) é 2.

Figura 2.1: Transformacao sobre o grafo

A formulagao sobre as variaveis z'¥ é obtida substituindo varidveis z* de
acordo com a equagao (2-38) na restri¢ao (2-29) na formula¢do baseada em
arcos 2.3.2. Como mencionado acima, restri¢oes (2-33) nado sao necessarias,

desde que a duracao limite das rotas pode ser respeitada considerando-se
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somente os indices [ apropriados. Além disso, impoe-se que m arcos deixem
o vértice 0 e retornem ao vértice n + 1. Dessa forma, cada rota é unicamente

identificada e, consequentemente, isso nos permite a remocao do indice k£ das
!

a’

variaveis z!¥. Essa segunda formulagio é entdo escrita sobre as varidveis x
ac€ A |JAs 1=0,1,..., L. De fato, seria mais preciso que usar com sendo o
maior valor de [ a diferenca entre L e o tempo de viagem do arco conectando
o ultimo vértice visitado pela rota ao depdsito final n + 1. Todavia, usa-se

simplesmente L no intuito de simplificar a notacao.

max > DoV (2-39)
veV —
L
> o> ab—y,=0, YoeV~ (2-40)
1=0a€cd~ (v)
S oab— Y #b=0, VI=0,..LVveV" (2-41)
a€d~ (v) acdt (v)
2oy = a0 =0, L LV €A (242)
L
X 3w, =m, (2-43)
1=0 a€é+(0)
> ae=m, (2-44)
a€d~ (n+1)
Yo € {0, 1}, Yoe V™ (2-45)
7o € {0, 1}, Vae A JA VI=0,..,L (2-46)

Essa formulagao pode ser vista como uma formulagao baseada em fluxo.
A conservagao de fluxo é garantida pelas restrigoes (2-41) sobre os vértices
originais, enquanto que as restrigbes (2-42) tém a mesma fun¢do no que
diz respeito aos vértices intermediarios. Elas também impoem o consumo de
unidades de tempo associado ao percurso dos arcos. Finalmente, restrigoes

(2-43) e (2-44) determinam o nimero de rotas.

234
Formulacao de Geracao de Colunas

Como o (pseudo-polinomial) ntiimero de varidveis na formulacao apresen-
tada pode vir a ser muito grande, foi aplicada uma decomposicao de Dantzig-
Wolfe. O problema mestre considera somente as restricoes que mantém o con-
trole dos vértices visitados e a restricao que assegura o numero de rotas m. As
colunas representam as rotas que ja sao geradas garantindo a conservagao de
fluxo, evidentemente. Para solugoes inteiras da segunda formulacao, as colunas

sao rotas elementares. Por outro lado, quando a relaxacao linear é considerada,
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a formulacao menos compacta é equivalente a essa formulagao de geracao de
colunas, quando as rotas podem também ser nao-elementares, ou caminhos no
grafo.

Todas as possiveis colunas podem ser expressas em termos dos seus arcos
indexados pelo seu instante inicial da rota, independente da rota ser elementar
ou nao-elementar. O coeficiente g% indica que o arco a iniciando com [ unidades
de tempo sobrando é utilizado na rota j. O conjunto () representa todas as
possiveis rotas. Finalmente, A; representam as varidveis que indicam se a uma

rota j (elementar ou nao elementar) é selecionada. Pode-se portanto, escrever:

gl N=al YaeA VI=0,..,L (2-47)
JjeQ
A formulacao de geracao de colunas é entao obtida pela substituicao

l
a

acima (2-47). A nova formulacao é dada por:

das varidveis &, nas restrigoes (2-40) e (2-44) de conformidade com a equagao

max Y DuYp (2-48)
veV ~
L N
Y 229 A=y, Y0EVT (2-49)

acd— (v) JEQ I1=0

S 2 gl A =m, (2-50)

a€dt(0) jEQ
y, € {0,1} Yo eV (2-51)
)\j € {07 ]-}7 \V/] € Q (2_52)

Restrigoes (2-49) garantem que se um vértice é visitado, alguma rota
selecionada deve visitd-lo. As restrigoes (2-50) forgam que m rotas partam do
deposito inicial.

Esta formulagao é utilizada na fase geracao de colunas do algoritmo BCP,

como problema mestre restrito.

2.4
Conclusao

Este capitulo apresentou as trés formulacoes propostas para o TOP. A
primeira delas, é semelhante a formulagao de Vansteenwegen et al. (VSBO09).
A segunda, é uma formulacao estendida. Essa formulagao é til pois os cortes
utilizados no algoritmo BCP proposto neste trabalho sao descritos em termos
das variaveis de arcos desta formulacao. A terceira formulacao é baseada em
rotas nao elementares. Essa formulacao é relaxada e usada como problema

mestre restrito na fase de geracao de colunas. Os cortes gerados em termos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711298/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0711298/CA

Capitulo 2. Formulacées Matematicas 32

das variaveis de arcos da segunda formulacao sao traduzidos e adicionados a

terceira formulacao.
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