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2
Preliminares

Um problema classico em geometria é determinar quando uma variedade
M pode ser imersa isometricamente em uma variedade Riemanniana A. Neste
capitulo temos como objetivo apresentar alguns conceitos e notagoes basicas
da teoria de variedades imersas, em particular para hipersuperficies imersas no

espago produto H"” x R, n > 2.

2.1
Generalidades sobre as imersées isométricas

Sabemos que uma imersao f : M" — N™"=k entre duas variedades ¢

dita isométrica, se
(u,v)p = (dfp(u), df,(v)) fp), V v, v € T,M, ¥ p € M". (2-1)

Se f : M™ — N™™=F § uma imersdo e A é uma variedade Riemanniana,
entdo a métrica Riemanniana de N induz de maneira natural uma mdétrica
Riemanniana em M dada pela equacao (2-1). A métrica assim definida em
M ¢é chamada métrica induzida por f. Vale ressaltar que por f ser localmente
um mergulho, podemos identificar localmente M com f(M) e cada campo
X € TM com a sua imagem df(X). Usando esta identificagao, para cada

p € M, podemos escrever

Tf(p)N = dfp(TpM) D [dfp(T/p/\/l)}L
=T,M& (T,M)".

Assim se indicarmos T'’M como o fibrado tangente a M e T M+ sendo o

fibrado normal a M, temos que
fH(TN)=TMa&TM*,

onde f*(TN') é o fibrado induzido por f. Relacionada a esta decomposi¢ao
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podemos definir a projecao tangente
0" TNjsmy = TM
e a projecao normal
07 TNy = TM

Dados campos de vetores X,Y € TM, temos que VxY = (VxY)T +
(VxY)*, onde V é a conexdo de Levi-Civita de A.
Segue da unicidade desta conexao que (VxY)T é a conexdio Riemanniana

de M, que sera denotada por V.
Definigao 2.1 Seja o : TM x TM — T M+ definida por:
a(X,Y)=VxY — VxY,

A aplicagao o € chamada a seqgunda forma fundamental da imersao f (as

vezes indicada por 1), e a equagdo
VxY =VxY +a(X,Y)
¢ denominada Formula de Gauss.

Das propriedades das conexdes Riemannianas V e V segue que a é
bilinear e simétrica.

Vamos considerar campos de vetores X de TM e & de TM™*, e denota-
remos S¢X a componente tangencial de —Vx&, isto é SeX = —(Vx&)T.

SeY € TM e & € TM* entao (Y,€) =0.

Como para todo Y € T'M temos

0= X<§7Y> = <vX£aY> + <§7vXY>a
a formula de Gauss déa que
(SeX,Y) = (a(X,Y), ).

Agora, como « é uma aplicacao simétrica, a expressao acima mostra
que S¢ : TM — TM é um operador linear sobre C*°(M) (anel das fungoes
diferenciaveis em M) e simétrico, isto é, (S X,Y) = (X, SY) VXY € TM.

A aplicacao Sg é chamada operador forma ou operador de Weingarten.
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Tomando a componente normal de V x¢, denotada por V&, temos uma
conexao compativel com a métrica no fibrado normal 7M™, chamada de

conexao normal da imersao f. Assim obtemos a Formula de Weingarten
Vxé=—8:X + Vi

No caso em que a codimensao da imersao é 1, ie., f : M" — N7
f(M) C N éentdo denominada uma hipersuperficie. Sejam p € M, & € T, M*
e |{] = 1. Como S¢ é linear e simétrica, entao pode ser diagonalizada por
uma base ortonormal de autovetores {ej,...,e,} com valores proprios reais
{1, ., Ay isto 6, See;) = Ne;. Se M e N sdo ambas orientdveis e estao
orientadas entao o vetor ¢ fica univocamente determinado se exigirmos que
sendo {ey, ...,e,} uma base na orientagao de M, {eq, ..., e,,£} seja uma base
na orientacao de N. E neste caso, denominamos os e; direcoes principais e os

A; curvaturas principais de f.

Defini¢ao 2.2 Dizemos que uma hipersuperficie 3 imersa € localmente (estri-
tamente) convexa se e somente para todo p € X3, a sequnda forma fundamental

¢ positiva definida.

2.2
Modelos para o espaco hiperbdlico H"

O espaco hiperbdlico n - dimensional consiste de uma variedade Rieman-
niana completa de curvatura seccional constante negativa -1. Passamos agora

a descrever trés modelos cldssicos para este espago:

1. Modelo do semi-espacgo superior

Para cada inteiro n > 2 definimos o espaco hiperbdlico H" sendo o

conjunto
H" =R} = {(z1,...,zn) € R"; 2, > 0}

munido com a métrica Riemanniana

_dai +das+ . 4 dal

ds?

2
Tn

O bordo infinito de H", denotado por 0, H" é definido por

O H"™ = {(21, ..., ) € R" 2, = 0} U {o0}.
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Observe que a menos da projecao canonica de R™ sobre R"!

(01,0 Tp_1,2,) — (21,..., 7, 1), podemos identificar d,,H" a R*~* U
{o0}. O bordo assintético ou bordo infinito de um conjunto U C H" é de-
finido como O U = UNO.H", onde U é o fecho de U em x,, > 0 U {oc}.

As retas perpendiculares ao hiperplano z,, = 0, e os circulos de H" cujos
planos sao perpendiculares ao hiperplano z, = 0 e cujos centros estao

neste hiperplano sao geodésicas de H".

As subvariedades totalmente geodésicas sao as intersecoes com H"™ dos
hiperplanos de R™ ortogonais a R"™!, e as intersecoes com H" das esferas

de R™ com centro no R*~ 1.

As isometrias do espaco hiperbdlico neste modelo sdo as restrigoes a
H"™ C R" das transformacoes conformes de R" que levam H" sobre si

mesmo. Para detalhes ver [9] e [20].

. Modelo de Poincaré (ou modelo da bola)

Neste modelo H" é representado como a bola aberta centrada na origem,

B" = {(21,....,7,) € R" -2} + ... + 27 < 1},

e introduzimos em B" a métrica

dr?+ ...+ dz?

ds* =4
(1= [2[2)?
onde |z]* = 2%+ ... + 2.
Vamos denotar o bordo infinito de B" como 0,,B" = S:o! =

Temos que a variedade Riemanniana B"™ com tal métrica é isométrica
ao espaco H". Podemos considerar a translacao 7' de R™ definida por
T(x) = 2+ (0,...,0,—1) e S a inversao de R™ com respeito a esfera
centrada no ponto py = (0, ...,0, —2) e de raio 2. Colocando Iy = SoT

temos entao:

T(z) —po

—————— 4 po, YV € R".
T(z) — po2 " P

[B(Qf) =
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Figura 2.1: Isometria no Modelo da Bola

As geodésicas neste modelo sdao os diametros e os arcos de circulos

ortogonais ao bordo infinito.

As subvariedades totalmente geodésicas neste modelo sao as intersecoes
de B™ com um plano ou esfera que intersecta o bordo de B"™ ortogonal-

mente.

Toda aplicacao conforme f : B" — B"™ de B" sobre si mesmo ¢ uma

isometria de (B", ds?) sobre si mesmo.

. O Modelo do Hiperboléide ou modelo de Lorentz

Em R"*! considere a pseudo-métrica <, >, definida por
<2,y >= —2oYo + T1Y1 + - + Tn-1Yn-1 + TnYn, (2-2)

onde © = (zg,....,x,) € ¥y = (Yo, ..., yn) € R Esta pseudo-métrica é

induzida pela forma quadratica
Q(@o, ocer ) = —(x0)* + Y _(x:)>.

O produto interno definido pela equagao (2-2) é chamado produto interno
de Lorentz e (R"™!, <, >) é chamado Espaco de Lorentz e indicado por

L™+, Dado um ntmero real r > 0, considere a hipersuperficie
{r el < 2,0 >=—1/r%).

Essa hipersuperficie (hiperboldide de duas folhas) tem duas componentes

conexas. Escolhemos a componente conexa correspondente a x, > 0 e
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pomos
H'={z €L 20 >0e <x,2>=—1/r?},

com a métrica induzida <,>= —daf + > | dx? pelo produto interno
Lorentziano. Vale ressaltar que esta métrica em H" é de fato Riemanni-

alna.

Cone Luz

Figura 2.2: Modelo do Hiperboldide

O bordo infinito de H", 0,,H", esta identificado com o conjunto de retas
contidas no cone luz V" = {(xo, ..., x,,) € L™+ —(2)?+>_1" (z;)* = 0}.

As geodésicas neste modelo sao intersecoes de 2—planos passando pela

origem de L"*! com H", ou seja, ramos de hipérboles.

As subvariedades totalmente geodésicas de H" sao H™ N P, onde P é

subespaco vetorial de L™+,

As isometrias positivas de H" sao as restricoes a H" das isometrias
positivas de L"*!. Por consequéncia, o grupo de isometrias positivas de
H" é SO(n,1) = {N € M, 1(R)|detN > 0, N'QN = Q} onde Q é a
—-1]0
I,

matriz
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2.3
Métrica Produto

Sejam M e N variedades Riemannianas e considere o produto cartesiano
M x N com a estrutura diferencidvel produto. Sejam 7 : M x N' — M e
T: M x N — N as projecoes naturais. Definimos uma métrica Riemanniana

em M x N da seguinte maneira:
< U0 > =< dmu,drv >, + < d7u, dTv >,

para todo (p,q) € M XN, u,v € T (M x N). Denominamos a métrica
definida acima de métrica produto. Sejam M e N variedades Riemannianas e
considere o produto M x A com a métrica produto. Sejam V! e V? as conexdes,
respectivamente, de M e N. Denotaremos por V a conexao Riemanniana de
M x N definida por

VY1+Y2(X1 + XQ) — v%/le + V%/QXQ,
V X1,Y) € X(M) e Xy, Y € X(N). Tal conexao chama-se conexao produto.

2.4
O espaco H" x R

Denotando por 1, ..., x, as coordenadas de H" e por ¢ a coordenada em

R definiremos o espaco H" x R sendo o conjunto
{(z1, 000 T, t) € R o d 22 < 1},
munido da métrica produto

<, >=ds* + dt*, onde

4(da? + ... + dx?)

ds? —
ST - @@+ .. +a2))

¢ a métrica de H" e dt? é a métrica de R.

Denotamos por 7 : H* x R — H" x {0} a proje¢ao usual. Chamaremos
de slices cada cépia de H", ou seja, para cada t € R temos o slice H" x {t}.
Se 7 é uma geodésica contida no slice H” x {0} = H", chamaremos v x R o

2-plano vertical em H" x R. Observe que um plano vertical é isométrico a R2.
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Definigao 2.3 Seja ¢ um (n — 1) — plano hiperbolico em H". Chamamos

P" =0 xR o hiperplano vertical em H™ x R.

Dizemos que > C H" x R é totalmente geodésica se as geodésicas de
Y também sao geodésicas do espaco ambiente. Dai concluimos que os slices
H"™ x {t} e os hiperplanos verticais sao totalmente geodésicos.

No decorrer do trabalho, usaremos com frequéncia folheagoes por hiper-
planos verticais em H" x R. Tornaremos a partir de agora esta definicao mais

precisa.

Defini¢ao 2.4 Seja P"™ um hiperplano vertical em H™ x R, e seja v(t) uma
geodésica horizontal orientada em H"™, com t parametro de comprimento de
arco ao longo de 7, ¥(0) = po € P e 7/(0) ortogonal a P em py. Definimos a
folheagdo orientada de hiperplanos verticais ao longo de vy, denotada por P, (t),

sendo hiperplanos verticais ortogonais a vy no ponto y(t) com P = P,(0).

E importante observar que as isometrias de H" x {t} seguidas de isome-
trias de {p} x R sao isometrias de H" x R. Desta forma, como as isometrias
de R sao as translacoes e reflexoes, temos que as isometrias de H" x R sao
as isometrias provenientes das isometrias de H" seguidas de uma translacao

vertical ou uma reflexdao sobre um slice.

Em particular no caso n = 2, temos que se f : H? — H? ¢ uma isometria

positiva segue que:
1. Se f tem um tnico ponto fixo em H?, entdao f é isometria eliptica.

2. Se f tem um unico ponto fixo no 9, H? e nenhum em H?, entao f ¢é

isometria parabolica.

3. Se f tem dois pontos fixos no 9, H? e nenhum em H?, entdo f é isometria

hiperbdlica.

Por exemplo, as rotacoes hiperbdlicas em torno de um ponto de H?
caracterizam uma isometria eliptica. Como exemplo de isometria parabdlica,
podemos citar as translagoes euclidianas horizontais: f(z) = z + a. E no caso
de isometria hiperbédlica as homotetias: f(z) = 2o+ (2 —2p), com foco no bordo
assint6tico. Para um estudo mais aprofundado veja [19)].

Lembramos ainda que H"” x R é um espago homogéneo, isto é, para cada

x,y € H" x R existe uma isometria de H" x R que leva = a y.
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Definicao 2.5 Seja Q2 C H" um dominio e seja u : 0 — R uma funcao de

classe C* em Q. O grdfico vertical de u é o subconjunto de H" x R dado por

Gr(u) = {(z1,....,xn,t) € H" X R; (21,...,x,) € Q € t =u(x1,..., )}

2.4.1
Conexoes

Utilizando o modelo do semi-espago superior para H" vamos encontrar

os colchetes entre os campos Fj;, F;, com 4,7 = 1,2,...,n + 1. Neste modelo
temos que A = —.

n
A partir de agora, vamos encontrar os colchetes [E;, E;| e as conexoes

VEZ.E]-. Estes calculos serao usados na secao 3.2.

Seja {E, Es, ..., E,, E, 11} o referencial ortonormal em H" x R dado por:

1 0
EBy= -
! )\8.%17
1 0
By =~
2 ax27
1 0
A Oz,
0
Enp = YR
+1 at

o 0 o 0

onde )\ é o fator conforme da métrica e , - ,—} é o referencial
{8551 0xs oz, at}
natural de H" x R.
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De forma geral temos que:

[Ei7 Ej] = inEJ - ijEi

10 Xoz;, 19 Xow,
A0z, A0z,
1— 1 0 1— 1 0
=3V 0 Xor, AY.9 Non
@xi al’j
1.0 1.0 1— 0 1.0 1.0
EUTASU N e RN P Vs

= xan, WE g, WE
0,1 0 1
= gy B+ g (E

Assim obtemos:

0 para i,j#n
Ei,E]=<¢ 0 se i=n+1 ou j=n+1
E; se i=n e j#nn+1

| —F; se i#n,n+1 e j=n

+ LV

(0 se i=j com i=1,..,n+1

23

1= 0

8:16]-

Encontraremos a seguir as conexoes Vg, E; usando a férmula seguinte:

QQ(WXYa Z) = g([X7 Y]’Z) - g([Y7 Z]vX) +g([Z7 X],Y)

Para isso, observe que:

2(Vp,E;, E;) = 0;

2(Vi,Ei, E;) = ([E;, Ei], E;) — (B, Ej], Ei) + ([Ej, Eil, Ei)

= (2[E}, Ei], E).

2(Vi, By, Ei) = ([E;, Ei], B;) — ([Ei, Ei], Bj) + (B, Ejl, Ei)

(—|Ei, B + |Ei, E;), E;) = 0
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2V, Ei, Ej) = ([E), B, B;) — ([Ei, Ej], Ej) + (B}, By, Ey)
(B, B3] — B3, Ej], Ej)

(—2[Ei, Ej], Ej)

2(Vi, By, Ey) = ([Bj, Ei], Ex) — ([Ei, Exl, Ej) + ([Ex, Ej], E;)

Portanto,
( E, se i=35 com 1=1,...n—1;
0 se 1=73 com 1=n,n+1;
— 0 se 147 com 1=1,...n—1 e j=1,...n+1;
Vo — 7 J J

—FE; se i#j, com i=n e j=1,.,n—1;

0 se i#j com i=n e j=n,n+1;

| 0 se i#7 com i=n+1¢e¢ j=1...,n+1

2.4.2
Curvatura

Como é bem conhecido, se N' é uma variedade Riemanniana orientdvel
de dimensao n + 1 e M é uma subvariedade de N de dimensao n, V e V as
conexoes Riemannianas de M e N, R e R o tensor de curvatura de M e N/,

le.,
R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z,

e S o operador forma de M associado ao seu normal unitario N, i.e.,
SX = —VxN, entao as seguintes equacoes sao validas para todo campo de
vetores X,Y, Z em M:

o R(X,Y)Z — R(X,Y)Z = (SX,Z)SY — (SY, Z)SX,

e VxSY — VySX — S[X,Y] = R(X,Y)N.

Estas equacoes sao chamadas equacoes de Gauss e Codazzi respectiva-

mente e sao conhecidas como equacoes de integrabilidade. No caso em que N
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¢ um espaco forma, estas equagoes podem ser escritas como:

o (RIX,Y)Z, W) — k((X, Z)(Y, W) = (Y, Z)(X,W))
= (SX,Z2)(SY,W) — (SX,W)(SY, Z),

oVxSY —VySX — S[X,Y] = 0,onde k é a curvatura seccional de
N, ouseja, k = 1,0, —1 para S*™1 R H"*! respectivamente. Estas equacoes
envolvem a métrica e a segunda forma fundamental de M e elas estao definidas
intrinsicamente sobre M. Neste caso estas equacoes sao condigoes suficientes
para que uma imersao em A seja isometria. Para detalhes veja [9] e [24]. Benoit
Daniel em um de seus trabalhos [6] mostrou condigoes necessarias e suficientes
para uma variedade Riemanniana de dimensao n ser imersa isometricamente
em S” X R ou H"” x R em termos da primeira e segunda forma fundamental e
da projecao de um campo vetorial vertical sobre seu plano tangente.
Assim, no caso mais geral de uma variedade N' = S™ x R ou H" x R,
as equagoes de Gauss e Codazzi nao estao definidas intrinsicamente sobre M,
j4 que o tensor curvatura de Riemann de N estd envolvido. Neste caso as

equacoes de Gauss e Codazzi sao escritas como:

e R(X,Y)Z = (SX,Z)SY — (SY, Z)SX + r((X, Z)Y — (Y, Z)X —
Y, TUX, Z)T — (X, TWZ,T)Y + (X, T)Y, Z)T + (Y, TYZ,T)X),

oV SY — VySX — S[X,Y] = kv((Y, T)X — (X,T)Y,

onde Kk = 1 ek = —1 para S" Xx R e H" x R respectivamente, T" é a
- . .0 ,
projecao vertical do vetor vertical gy sobre o espago tangente de M e v é a
componente normal de — i.e., v = (N, —).

A equacao de Gauss pode ser formulada da seguinte maneira: A curvatura
seccional K (P) (para a métrica de M) de todo plano P C T'M satisfaz

K(P) =detSp + r(1— || Tp ||*)

onde Sp ¢é a restricao de S sobre P e T ¢é a projecao ortogonal de T sobre P.

O resultado a seguir foi obtido por Benoit Daniel em [8, Teorema 3.3].
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Teorema 2.1 (Benoit Daniel) Seja M uma variedade Riemanniana simples-
mente conexa de dimensdo n, ds* sua métrica e V sua conexdo. Seja S um
campo de operadores simétricos Sy : TyM — T, M, T um campo vetorial sobre
M e v uma funcao suave sobre M tal que || T ||* +v* = 1. Seja 9" = S™ ou
9" = H". Assuma que (ds?,S,T,v) satisfaz as equagoes de Gauss e Codazzi

para 9" X R e as sequintes equagoes:
VxT =vSX, dv(X)=—-(SX,T).

Entao existe uma imersao isométrica f : M — 9" x R tal que o operador

forma com respeito ao normal N associado a f é
df o Sodf!
e tal que

0

Além disso a imersdo € unica a menos de uma isometria global de 9" x R

preservando as orientacoes de V" e R.
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