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Apêndices 

Apêndice A – Medidas de deformação de Green-Lagrange 

Nesta seção detalhes da dedução das equações (3.39), na seção 3.7, referente 

às componentes das medidas de deformação de Green-Lagrange do modelo de 

viga 3D com seção reta tubular. A definição de cada um dos vetores e matrizes 

utilizados nas deduções apresentadas neste Apêndice está mostrada na seção 3.7 

deste trabalho de tese. 

Referindo-se à Fig. 3.6, o vetor incremento de deslocamento de um P sobre 

a seção tubular entre dois instantes sucessivos t e t+Δt pode ser expresso como 

1 2 3

0T

P P P P P Pu u u⎡ ⎤= = −⎣ ⎦u X X                               (A.1) 

onde os correspondentes vetores posição são definidos como 
0 0

2 2 3 3P G x x= + +X X r r                                      (A.2) 

2 2 3 3P G x x= + +X X a a                                     (A.3) 

Substituindo-se (A.2) e (A.3) em (A.1), tem-se 

( ) ( )2 2 2 3 3 3P G x x= + − + −u u a r a r                         (A.4) 

onde [ ] 0
1 2 3

T
G G Gu u u= = −u X X  é o vetor deslocamento do centróide da seção 

reta do elemento. Pode-se observar que para a definição da eq.(A.4) é necessário 

estabelecer a relação entre as tríades de vetores orto-normais ai e ri, sendo isto 

obtido mediante a matriz de rotação R, assim  

2 2=a Rr                                                  (A.5) 

3 3=a Rr                                                  (A.6) 

Substituindo (A.5) e (A.6) em (A.4) resulta  

( ) ( )2 2 3 3P G x x= + − + −u u R I r R I r                         (A.7) 

onde referidos ao sistema móvel co-rotacionado, podem-se expressar os vetores r2 

e r3 como 

[ ]2 0 1 0 T=r                                           (A.8) 
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[ ]3 0 0 1 T=r                                           (A.9) 

Uma aproximação, até segunda ordem, para R está mostrada na seção (3.7) e é 

definida como 

( ) ( ) ( )1
2

= + +R I S Ψ S Ψ S Ψ                              (A.10) 

onde ( )S Ψ  é uma matriz anti-simétrica definida em função das componentes de 

um pseudo-vetor rotacional como 

( )
3 2

3 1

2 1

0
0

0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

S Ψ
v v

v v
v v

                                      (A.11) 

Substituindo o resultado de (A.11) em (A.10), tem-se 

3 2 3 2 3 2

3 1 3 1 3 1

2 1 2 1 2 1

0 0 0
10 0 0
2

0 0 0

v v v v v v
v v v v v v
v v v v v v

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = − + − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

R I  

que, depois das correspondentes operações algébricas, resulta na equação 
2 2
2 3 1 31 2

3 2

2 2
1 3 2 31 2

3 1

2 2
1 3 2 3 1 2

2 1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

v v v vv vv v

v v v vv vv v

v v v v v vv v

⎡ ⎤+
− − + +⎢ ⎥

⎢ ⎥
+⎢ ⎥

− = + − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥

+⎢ ⎥− + + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

R I                  (A.12) 

Levando-se os resultados de (A.8), (A.9) e (A.12) em (A.7), obtem-se 

1

2

3

1 2 1 3
3 2

1 2 2
1 3 2 3

2 2 3 1

2 23
2 3 1 2

1

2 2

2 2

2 2

P

P

P

v v v vv v
u u

v v v vu u x x v
uu v v v vv

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + − + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

              (A.13) 

Que pode ser decomposta em duas parcelas (linear e não-linear) na forma: 

( )

( )

1

2

3

1 2 3 3 2 2 1 2 3 1 3

2 2
2 3 1 2 1 3 3 2 3

2 2
3 2 1 2 2 3 3 1 2

linear
não-linear

1 1
2 2
1 1
2 2
1 1
2 2

P

P

P

u u x v x v x v v x v v

u u x v x v v x v v

u u x v x v v x v v

= − + + +

= − − + +

= + + − +
1442443

14444244443

              (A.14) 
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As componentes de deformação de Green-Lagrange são então expressas em 

função das componentes do vetor incremento de deslocamentos do ponto 

apresentadas nas eqs.(A.14) e resultam na forma seguinte: 

( ) ( ) ( )1,1 1,1 2,1 3,1

1,2 2,1 1,1 1,2 2,1 2,2 3,1 3,2

1,3 3,1 1,1 1,3 2,1 2,3 3,1 3,3

2 2 2

11

12

13

1 1 1
2 2 2P P P P

P P P P P P P P

P P P P P P P P

u u u u

u u u u u u u u

u u u u u u u u

ε

γ

γ

= + + +

= + + + +

= + + + +

                (A.15) 

Na equação acima a vírgula seguida de um índice indica a diferenciação da 

componente do incremento de deslocamento em relação à coordenada 

correspondente. No elemento de pórtico, as componentes do vetor incremento de 

deslocamento variam apenas na direção longitudinal (coordenada ξ, na Fig.3.6) e 

somente as derivadas 
1,1Pu ,

2,1Pu e 
3,1Pu  na eq.(A.15) são não nulas. Assim, tem-se as 

medidas deformação no elemento de pórtico referidas ao sistema coordenado local  

( ) ( ) ( )1,1 1,1 2,1 3,1

2,1

3,1

2 2 2

11

12

13

1 1 1
2 2 2P P P P

P

P

u u u u

u

u

ε

γ

γ

= + + +

=

=

                (A.16) 

onde 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1,1

2,1

3,1

1,1 2 3,1 3 2,1 2 1,1 2 1 2,1 3 1,1 3 1 3,1

2,1 3 1,1 2 1 1,1 3 3,1 3 2,1 3 2 3,1

3,1 2 1,1 2 2,1 3 2 3,1 3 1 1,1 2 2,1

1 1
2 2

1
2

1
2

P

P

P

u u x v x v x v v v v x v v v v

u u x v x v v v v x v v v v

u u x v x v v v v x v v v v

= − + + + + +

= − − + + +

= + + + − +

         (A.17) 

Substituindo-se (A.17) em (A.16), as componentes de deformação expressas com 

termos até 2a. ordem resultam em 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,1 2 2
11 1,1 2 3,1 1,1 3 2,1 1,1 2,1 3,1

2 1,1 2 1 2,1 3,1 1,1 3 1,1 3 1 3,1 2,1 1,1

2 2 2 2 2 2 2
2 3 1,1 2 3,1 3 2,1 2 3 3,1 2,1

12 2,1 3

11 1 1
2 2

1 1       
2 2

1 1       
2 2

u
u x v u x v u u u

x v v v v u v x v v v v u v

x x v x v x v x x v v

u v

ε

γ

⎛ ⎞
= + − + + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ + + + −

= − ( ) ( )

( ) ( )

1,1 3 1,1 1 2 3,1 1 3 2,1 3 2 3,1

13 3,1 2 1,1 2 1,1 1 3 2,1 1 2 2,1 3 2 3,1

1 11
2 2
1 11
2 2

u x v v v u v x v v v v

u v u x v v v u v x v v v vγ

+ − + + − −

= + + + + − + −

          (A.18) 
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Assumindo-se desprezível a variação do comprimento do elemento de riser 

comparada com o seu comprimento original, i.e. 1,11 1u+ ≈  e 1,11 2 1u+ ≈ , as 

equações em (A.18) reduzem-se a 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2
11 1,1 2 3,1 3 2,1 2,1 3,1 2 1,1 2 1 2,1 3,1 1,1

2 2 2
3 1,1 3 1 3,1 2,1 1,1 2 3 1,1

2 2 2 2
2 3,1 3 2,1 2 3 3,1 2,1

12 2,1 3 3 1,1 1 2 3,1 1 3 2,1 3 2 3,1

1 1
2 2

1 1
2 2

1
2

1 1
2 2

ε

γ

⎡ ⎤= − + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ + −

= − − + + − −

u x v x v u u x v v v v u v

x v v v v u v x x v

x v x v x x v v

u v x v v v u v x v v v v

( )

( )
( )

13 3,1 2 2 1,1 1 3 2,1 1 2 2,1 3 2 3,1

linear e
não-linear 

1 1
2 2

η

γ = + + + − + −
144424443 1444444442444444443

ij
ij

u v x v v v u v x v v v v

         (A.19) 

e que foram utilizadas na dedução das equações de equilíbrio resultantes da 

aplicação do Princípio dos Trabalhos Virtuais. 
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Apêndice B – Formulação Lagrangeana Total 

Na Fig. B.1 é mostrada a configuração deformada de uma viga no plano x-y 

sob grandes deslocamentos e rotações, mas pequenas deformações. A 

configuração de referencia corresponde à linha central I-J de um elemento de viga 

de comprimento L, estendendo-se sobre o eixo local x. 

Cada ponto sobre o eixo da viga esta submetido a deslocamentos axiais 

( )u x  e transversais ( )v x , e está associado a uma seção transversal genérica S, na 

qual a sua vez pode experimentar rotações finitas ( )xθ , onde a abscissa [ ]0.x L∈  

é medida sobre a configuração de referencia. A linha central da viga I’-J’, na 

configuração deformada pode ser descrita por meio do vetor de posição ( )xr , 

definido como 

( ) ( ) ( )x x u x v x= + +⎡ ⎤⎣ ⎦r i j                                       (B.1) 

onde i e j são vetores unitários nos eixos fixos x e y, respectivamente.  

 

 
Figura B.1 – Configurações inicial e deformada da viga no plano. 

 

O vetor tangente à linha central da viga I’-J’ ( )x x∂ ∂r  relativo à base 

ortogonal ( ),a b , pode ser escrito em termos das medidas de deformação como 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,
x x

x x x
x x

θ
ε γ κ

∂ ∂
= + + =⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∂

r
a b                                   (B.2) 

onde ( )xε , ( )xγ  e ( )xκ  são as deformações linear, angular e curvatura, 

respectivamente, e 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x cos x sen x , x sen x cos xθ θ θ θ= + = − +a i j b i j               (B.3) 

são vetores unitários ortogonal e paralelo à seção transversal deformada S’. Em 

geral, os vetores ( )x x∂ ∂r  e a não estão alinhados (ver Fig. B.2). No entanto, o 

alinhamento é conservado se a deformação angular ( )xγ  é desprezada, como 

ocorre em vigas descritas pelas hipóteses de Euler-Bernoulli. 

Combinando as eqs.(B.1), (B.2) e (B.3) são obtidas as medidas de 

deformação, em termos dos deslocamentos da viga, como 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 cos 1

1 cos

u x v x
x x sen x

x x

u x v x
x sen x x

x x

x
x

x

ε θ θ

γ θ θ

θ
κ

∂ ∂⎡ ⎤
= + + −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∂ ∂⎡ ⎤
= − + +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∂

=
∂

                    (B.4) 

 

 
Figura B.2 – Forças internas e momento fletor sobre a seção transversal da viga. 

 

De acordo com a Fig. B.2, N e T são, respectivamente, as componentes 

normal e transversal da força interna F atuante sobre uma seção genérica S’, e M é 

o momento fletor. Na forma vetorial, estes são expressos como 

,N T M= + = ×F a b M a b                               (B.5) 
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onde “x” denota a operação do produto vetorial. Impondo as condições de 

equilíbrio sobre as tensões resultantes e assumindo uma relação constitutiva linear 

de um material homogêneo, pode-se escrever 

( ) ( )
( )2

, ,
A A

zA

N E dA EA T G dA GA

M Ey dA EI

ε ε γ γ

κ κ

= = = =

= =

∫ ∫
∫

             (B.6) 

onde EA , GA  e zEI  são as rigidezes resultantes da seção transversal da viga 

axial, ao cisalhamento e à flexão, respectivamente. Para materiais com gradação 

funcional como mostrado nos exemplos seguintes, a gradação do material é 

incorporada na formulação na avaliação das propriedades da seção transversal. A 

energia de deformação do elemento U é dada como 

( )2 2 2

0

1
2

L
U EA GA EI dxε γ κ= + +∫                                (B.7) 

onde ( )xε , ( )xγ  e ( )xκ  foram definidos na eq.(B.4). Para evitar o problema de 

travamento (locking), a integral na eq.(B.7) é numericamente avaliada usando um 

ponto de quadratura de Gaussiano no ponto médio do elemento (Pacoste e 

Ericksson [61]). Também, o campo de deslocamentos ( )u x , ( )v x  e ( )xθ  são 

linearmente interpolados ao longo do comprimento relativo aos graus de liberdade 

nodais [ ], , ; , ,T
e I I I J J Ju v u vθ θ=u . Uma vez que as funções de interpolação e as 

estratégias de integração são definidas, pode-se usar  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

, 1

J I J I

J I
I J

u x u u v x v v
x L x L
x x xx

x L L L
θ θ θ

θ θ θ

∂ − ∂ −
= =

∂ ∂
∂ − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                   (B.8) 

para avaliar a eq.(B.7). As componentes do vetor de forças internas elementar 

[ ], , ; , ,T
e I I I J J JN T M N T M=f  e a matriz de rigidez tangente eK são obtidas de 

diferenciações sucessivas de U relativo ao vetor de componentes eu  (Pacoste e 

Ericksson [61]), na forma 
2

, , 1 6
i ij

i i j

e e
e e e

U Uf K i j
u u u
∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

K                       (B.9) 
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