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3
Formulagdo do Problema da Dinamica de Risers
Empregando-se o Método dos Elementos Finitos

3.1.
Fenomenologia do Comportamento Estrutural de Risers

O comportamento ndo linear de estruturas pode ser de origem geométrica,
fisica ou de condicdo de vinculacdo. A nao-linearidade fisica resulta do
comportamento do material da estrutura que, quando submetido a tensdes
crescentes passa a plastificar, adquirindo dessa forma tensdes residuais apods
descarregado.

Pela sua geometria esbelta risers t€ém o seu comportamento estrutural
similar ao de vigas de se¢@o tubular cujos deslocamentos ultrapassam em varias
magnitudes o didmetro da se¢do reta. Considerando-se o movimento de risers cuja
deformagdo mais significativa —longitudinal- ¢ ainda pequena, restrita ao
comportamento linear do material, este resulta em grandes deslocamentos. Neste
caso a ndo-linearidade geométrica ¢ resultado da interagdo axial-transversal, a
qual ¢ introduzida na teoria da elasticidade através das equagdes de equilibrio,
especificamente pelos termos de mais alta ordem —segunda ou acima— das
relagdes de compatibilidade geométrica [15]. Estes efeitos sdo mais pronunciados
em sistemas estruturais do tipo linha de ancoragem e risers, fazendo-se necessario
considerar a imposi¢cdo das condi¢des de equilibrio na configuracdo deformada.
Um segundo efeito importante de ndo-linearidade geométrica € o da instabilidade
por compressao (flambagem eléstica).

A andlise de estruturas maritimas estd invariavelmente associada a
consideracdes dos efeitos de ondas que induzem na estrutura cargas variaveis no
tempo, de carater periodico. A resposta de uma estrutura a um dado carregamento
periodico depende de suas caracteristicas intrinsecas, que podem ser traduzidas
por seus modos e frequéncias naturais de vibracdo (desde que a resposta linear
seja considerada). Um sistema estrutural apresenta resposta dinamica significativa

quando o carregamento se da a uma frequéncia ou componente harmonico
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préximo a uma de suas frequéncias naturais ¢ em uma distribuicdo espacial nao
ortogonal ao modo natural correspondente. No caso especifico de linhas
maritimas, devido ao comportamento nao-linear, os modos e as frequéncias
naturais do sistema estrutural sdo modificados, a medida que este responde ao
carregamento (modulados no tempo € no espago).

Os carregamentos tipicos aos quais estd submetido um riser estao mostrados
na Fig. 3.1, responsaveis pelo comportamento nao-linear. Estes carregamentos sdo
classificados em dois tipos: 1) cargas estaticas, devidas a peso proprio, ao empuxo,
a correnteza € ao movimento imposto correspondente ao offset estatico da
plataforma e, ii) cargas dinamicas, devidas a onda, movimento imposto no topo
devido ao efeito da onda no flutuante e for¢as induzidas por desprendimento de
vortices (ndo consideradas neste trabalho). Os efeitos da acdo direta das ondas,
juntamente com o movimento do flutuante, atuam mais proéximos da extremidade
superior da linha, podendo-se propagar até a extremidade inferior [56]. No
presente trabalho as for¢as hidrodinamicas devido as ondas e correnteza sdo
avaliadas usando a forma modificada da equacdo de Morison [54]. Finalmente, o
efeito da pressdo do fluido estitico interno e externo ¢ incluido usando os

conceitos de tracdo efetiva e peso.
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Figura 3.1 — Carregamentos sobre um riser.
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3.2
Analise Incremental Nao-Linear

Em uma andlise ndo-linear o problema bésico é determinar a configuragao
de equilibrio de um corpo, resultante do carregamento aplicado. Na configuracao
de equilibrio de uma estrutura, obtém-se um sistema de equacdes algébricas a ser
representado na forma seguinte:

'‘R-'F=0 (3.1
onde o vetor dos esforgos externos 'R deve ser equilibrado pelo vetor dos

esforgos internos da estrutura ‘F. O indice superior t na eq.(3.1) indica o instante
de tempo em que a condi¢do de equilibrio ¢ verificada, no caso de analise
dindmica, ou o passo de carregamento, no caso de analise estatica independente
do tempo.

A andlise incremental passo-a-passo consiste em obter-se a solugdo
correspondente ao equilibrio no instante t+At a partir da solu¢do conhecida no
instante t, na eq.(3.1). Assim:

TAR-"MF =0 (3.2)
e, conhecida a solugdo no instante t pode-se escrever, combinando-se as duas
equagdes acima,
AR = AF (3.3)
onde AR ¢ o vetor incremento das forcas externas ocorrido entre os instantes t e
t+At e AF ¢ o vetor incremento das forgas internas como rea¢ao ao incremento nas
forcas externas AR. O vetor AF pode ser aproximado utilizando-se a matriz de
rigidez tangente 'K correspondente as condigdes geométricas € do material da
estrutura no instante t; para um vetor incremento U, tem-se
AF = 'KU
ou
UAR_'F='KU (3.4)

Substituindo-se o resultado obtido em (3.2) na eq.(3.4) obtém-se:

‘KU= "“*R-'F (3.5)
que ¢ a forma aproximada da condi¢do de equilibrio no instante t+At expressa em
(3.2). A solucdo da eq.(3.5) fornece o vetor incremento U e o vetor deslocamento

total entre os instantes 0 e t+At pode ser, entdo, avaliado na forma incremental
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U=, U+U (3.6)
onde o indice inferior 0 indica a configurac¢do indeformada, de referéncia do vetor
deslocamento considerado. O vetor U é uma aproximagio do incremento de
deslocamento correspondente ao vetor incremento do carregamento "R —'F.
Devido & dependéncia da matriz tangente K em relagdo ao vetor deslocamento “{ U,
para a obtengdo deste vetor faz-se necessaria a utilizagdo de um processo iterativo de

solugdo de forma que a equagdo de equilibrio em (3.5) seja representada na iteragao

(i-1) para a obten¢@o do incremento dos deslocamentos em uma iteragao (i)
wag (gl o AR gl j=12 . (3.7)
conforme esta mostrado na Fig. 3.2, para o problema reduzido com apenas um

grau-de-liberdade

Carregamento
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Figura 3.2 — Procedimento incremental iterativo para um grau de liberdade.

Para a primeira iteracao (i = 1) considera-se que o vetor de esforgos internos
no instante t+At ¢ o mesmo vetor que no instante t:
e A (3.8)
e esta mesma consideragdo ¢ feita quanto a aproximacdo da matriz de rigidez no
instante t+At, isto é,
B (U (3.9)
O vetor incremento do deslocamento U" , obtido da equacao (3.7), ¢

acumulado a cada iteragdo para obter-se, em aproximacdes sucessivas, 0 vetor
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deslocamento incremental total, correspondente ao intervalo compreendido entre

os instantes t ¢ t+At, i.e., U= ZU(i) onde n ¢ o nimero de iteragdes necessarias
i=1

para convergéncia. A técnica iterativa descrita pelas equacdes (3.7) a (3.9)

corresponde ao método de Newton-Raphson padrio.

3.3.
Consideragoes Basicas da Formulagao Lagrangeana Co-rotacionada

Na descricdo linear do movimento de vigas, considera-se que o0s
deslocamentos sdo pequenos relativamente ao comprimento € que o material €
linearmente elastico. Além disso, as equagdes de equilibrio sdo obtidas usando-se
a posi¢ao indeformada como configuracdo de referéncia devido ao fato que a
geometria da viga ndo muda com o carregamento. No entanto, na andlise ndo-
linear geométrica de estruturas, as mudangas geométricas sdo significativas e a
geometria da viga deve ser atualizada durante o processo de deformagdo.
Conseqiientemente, torna-se necessaria a distingdo entre as medidas de tensdo e
deformacdo e a descricdo do movimento. Na descricdo Lagrangeana, o
movimento do corpo € referido a configuragdo inicial indeformada (formulagao
Lagrangeana Total) ou a tltima configuragcdo conhecida (formulacdo Lagrangena
Atualizada). Por outro lado, na formulagdo Lagrangeana co-rotacionada, o
movimento espacial do elemento ¢ decomposto em movimento de corpo rigido e
movimento de corpo deformavel (o qual efetivamente causa as deformagdes). Esta
ultima aproximagao proporciona uma visao ndo-linear na qual as medidas lineares
de deformagdo e tensdo podem ser aplicadas localmente (deformagdes
linearizadas e tensdes de Cauchy), assim simplificando as equagdes Lagrangeanas
governantes do problema, sem perda significativa da precisdo.

A formulagdo Lagrangeana co-rotacionada ¢ essencialmente idéntica a
formulagdo Lagrangeana total, removidos os movimentos de corpo rigido, porque
também emprega a configuracdo indeformada como referéncia [55]. Algumas
simplificagdes na formula¢do Lagrangeana atualizada sdo utilizadas, ja que o
sistema de referéncia indeformado co-rotacional move-se espacialmente com o
corpo deformavel. Sdo as seguintes -caracteristicas que a distingue das

formulacgdes Lagrangeanas tradicionais:
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a) As tensdes e deformagdes acumuladas, referidas ao sistema de eixos co-
rotacionados, ndo necessitam ser obtidas em incrementos e contabilizadas ao
longo da analise, mas sim integralmente calculadas a cada passo de tempo.

b) Para cada elemento na configuracdo final deformada, referida a configuragao
indeformada co-rotacionada, a adog¢do do tensor de deformacdo de Cauchy se
faz de forma consistente e independente do tamanho do incremento de
deslocamento porque as deformagdes admitidas sdo infinitesimais e o
movimento de corpo rigido removido [55].

Estas caracteristicas tornam a formulagdo incremental co-rotacionada menos
suscetivel ao tamanho do incremento de deslocamentos nodais da estrutura, o que
possibilita que sejam empregados intervalos de tempos maiores na andlise

dinamica [55].

3.4.
Sistemas de Referéncia na Formulagao do Elemento de Pértico Co-
rotacionado

Na formulacdo Lagrangeana co-rotacionada as grandezas estaticas e
cinemadticas (forgas, deslocamentos, velocidades e aceleragdes) do corpo
considerado sdo referidas a uma configuragdo co-rotacionada Cc, obtida de
transformagdes de movimento de corpo rigido (associadas a translacdo e rotagdo
da configuracao indeformada Cy), proxima da configuracdo deformada Cp, como ¢
mostrada na Fig. 3.3. Nesta figura pode-se distinguir trés configura¢des do
elemento:

e Configuracdo inicial €y: ¢ representada pelo elemento em sua posi¢do inicial,
indeformada;

e Configuragdo co-rotacionada C¢: é representada por uma configuracdo virtual,
correspondente a do elemento livre de deformagdes e submetido aos
movimentos de corpo rigido, relativamente a configuragao inicial €o;

e Configuracdo deformada €p: ¢ representada pelo elemento em sua

configuragdo atual, sob carregamento externo.
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Figura 3.3 — Descrigdo do movimento de um elemento de viga usando-se um Sistema de

Coordenadas Co-rotacionado.

Os sistemas de coordenadas empregados na formula¢do do elemento de

portico e representados na Fig. 3.3 estdo descritos a seguir:

Sistema global: Definido pela triade de vetores ortonormais e;, i=1,2,3 e
corresponde a um sistema de coordenadas espaciais em relacdo ao qual a
estrutura considerada ¢ referida. Mantém-se imovel durante toda a analise. Em

uma abordagem Lagrangeana total, ¢ neste sistema que as equagdes de

equilibrio da estrutura sdo escritas;

Sistema local fixo: Definido pela triade de vetores ortonormais e? ,1=1,2,3, esta
associado ao elemento em sua configuragdo inicial €. Nesta configuracdo, a
linha central do elemento de viga, segundo a formulagdo descrita neste
trabalho, apresenta-se como um segmento de reta. Neste sistema a origem das
coordenadas estd em uma de suas extremidades. O vetor unitério e] coincide
com o eixo longitudinal e os demais sdo paralelos as dire¢des principais de
inércia (de area) da se¢do transversal;

Sistema local moével: Definido pela triade de vetores ortonormais r;, i=1,2,3,

estd associado a configuracdo co-rotacionada Cc. Na configuracdo indeformada
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este sistema coordenado coincide com o sistema local fixo. O sistema local
movel acompanha os movimentos de corpo rigido do elemento de viga, em que
as deformagdes nao afetam a orientagdo do sistema. O vetor unitario ry €
definido pela diregdo obtida unindo-se as extremidades da viga. E sobre este
sistema que toda a formulagdo do elemento ¢ escrita;

Sistema convectivo: Definido pela triade de vetores ortonormais a;, i=1,2,3,
estd associado a configuragdo deformada Cp. Este sistema acompanha a linha
central na configuragao deformada e estd vinculado ao centro da mesma. O
vetor unitario a; define a orientacdo da secdo transversal e os vetores a, ¢ a3

sdo escolhidos nas dire¢des principais da se¢do transversal. Um caso particular
do sistema convectivo sdo as triades de vetores ortonormais t: e tiz, 1=1,2,3,

com origem em cada um dos nés do elemento de poértico, respectivamente.
Antes do carregamento da estrutura, ambos sao paralelos ao sistema local fixo.
Estes sistemas sdo solidarios ao elemento, mantendo-se unidos aos nos aos
quais estdo associados e acompanhando seus deslocamentos (translagdes e

rotagoes).
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3.5.
Deformagoes no Elemento de Viga Considerado

3.5.1.
Matriz de transformagao do sistema global para o sistema local fixo

A transformagdo de coordenadas do sistema global para o sistema local fixo,

mostrada na Fig. 3.3, faz-se com a matriz de rotacdo R, através da seguinte
transformagao linear

e/=R, e (3.10)

Na eq.(3.10), ¢; € €] sdo os vetores unitarios escritos nos sistemas global e

local fixo, respectivamente. Gere ¢ Weaver Jr. [29] demonstram a obten¢do da

matriz R, como

| m n
m |
R =|- 0 (3.11)
’ \/12+m2 \/12+m2
In mn
- 1> +m?
VE+m? VP +m? i

Na equacgdo acima, 1, m, n s3o os co-senos diretores do eixo do elemento de

portico, em sua configuragdo inicial €. Considerando-se X{'

0s vetores

posicdo dos nos do elemento nesta configuracdo, expressos no sistema global,

tem-se

onde Ly ¢ o comprimento do elemento na configuragdo indeformada.

1

mi|=
n

Xy - Xy

L,

(3.12)
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3.5.2.
Atualizacdo do sistema de coordenadas convectivo associado aos
noés

A atualizacdo do sistema convectivo dos nds do elemento de viga na Fig.
3.3 ¢ obtida ao término de cada passo de carregamento da estrutura, a partir da
combinagdo dos efeitos de cada rotagdo incremental. Esta operagdo ¢ feita através
do produto das respectivas matrizes de rotagdo. Considerando-se A@ o vetor de
rotagdes incrementais correspondente ao no i do elemento, no sistema coordenado

global tem-se

A©

AO=| A0, |. (3.13)
AO

A matriz de rotacdo incremental R para cada nd é calculada considerando a
sequéncia dos angulos de Euler [56] (Fig.3.4), ou seja, calculada considerando-se
que as rotacdes que compdem o vetor A@ de rotacdes incrementais, A0y, Ay e AO,

ocorrem nesta sequéncia.

Figura 3.4 — Angulos de Euler

Da sequéncia de rotagdes indicada na figura de acima, a matriz de rotacao
R pode ser obtida do produto das matrizes rotagdo obtidas individualmente para
cada componente do vetor de rotagdes incrementais A@. Desta forma tem-se:
e) A transformacao Rotacdo Ry em torno do eixo x:
1 0 0

R, =0 cosAO, -—senAO, (3.14)
0 senAO, cosAO,
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f) A transformagdo Rotagdo Ry em torno do eixo y:

cos A@y 0 senA@y ]
R = 0 1 0 (3.15)
—senAGy 0 cos Aey

g) A transformagdo Rotag¢do R, em torno do eixo z:

cosAD, —senAd, O]

R, =|senAf, cosAB, 0 (3.16)
0 0 1
€
R=R,-R-R| (3.17)

Como as rotagdes incrementais sdo expressas em um sistema de coordenadas fixo,
mas representam a evolucao de um sistema movel, Argyris [11] demonstra que a
operacao de acumular as rotacdes ¢ feita pds-multiplicando a matriz resultante do
passo anterior pela matriz de rotacdo incremental do passo corrente. Assim, para
configuracdes sucessivas do sistema nodal movel (Fig. 3.5), a transformagdo de
coordenas pode ser feita na forma

t'. =R,t, =R,R,e, =R,e¢, (3.18)

t'

t's

Ry

€3

Figura 3.5 — Rotagbes do sistema de coordenadas convectivo associado aos nés.

A sequéncia de transformagdo a partir dos angulos de Euler ¢ largamente
utilizada e fornece resultados confidveis dentro de analises onde as rotagdes
incrementais sao pequenas e, portanto as diferencas de segunda ordem se tornam

despreziveis [56]. No entanto esta consideragdo pode ndo ser valida em uma
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analise de longa duracdo, assim na versao atual do programa Anflex ¢ usada na
atualizagdo do sistema de coordenadas convectivo associado aos nds a formula de

Rodrigues, descrita mais adiante pela eq.(3.32).

3.5.3.
Atualizagao do sistema de coordenadas local mével

Na Formulagdo co-rotacionada decompde-se o movimento do elemento a
partir da configuragdo inicial €y, até a configuragdo deformada €p em
componentes de corpo rigido e de deformagdo. A componente de corpo rigido
resulta da translagdo e da rotacdo da linha central do elemento, medidas no
sistema local fixo. Da Fig. 3.3, a origem do sistema local fixo ¢ tomadanond 1 e,

portanto, a translagdo de corpo rigido uf € a translagdo do né 1, onde o indice

superior direito indica que a quantidade é expressa no sistema global.
A rotagdo de corpo rigido ¢ tal que a orientagdo do sistema local movel €
definida pela matriz de rotag@o ortogonal R,, dada por
Ry =[r1 r2 13] (3.19)
O primeiro eixo coordenado do sistema local movel ¢ definido pela linha
que conecta os nos 1 e 2 do elemento. Conseqiientemente, r; ¢ dado por
X‘z} +uf —(X? +u?)

L

n

r (3.20)

onde XmG , o = 1,2 sdo os vetores de posi¢do nodais na configuragao inicial Gy e L,
¢ o comprimento atual do elemento de viga (ver Fig. 3.3), assim

L, =[X§ +uf —(XF +uf) (3.21)

A orientacdo dos dois eixos remanescentes sdo determinados com ajuda do

vetor auxiliar q. Na configuragdo inicial €y, o vetor q tem a mesma dire¢ao que o

eixo local fixo eg, enquanto que, na configuracao deformada €p sua orientagdo é

obtida como

1
qzz(ql""qz) qa:RaGRO[O 1 O]T a=12 (3.22)

onde RY e R} sio as matrizes de rotagio ortogonais usadas para especificar a

orienta¢do das triades nodais ti1 e ti2 , 1 =1,2,3, respectivamente, ¢ a matriz de

rotagdo Ry especifica a orientagdo do sistema de coordenadas na configuragdo
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inicial €y (ver se¢dao 3.5.1). Os vetores unitarios r, € r3 sdo calculados pelos

produtos vetoriais

=24 r, =1, xT, (3.23)
e, < q

e, assim, a matriz ortogonal R, em (3.19) fica completamente definida.

3.5.4.
Calculo das Deformagdoes Angulares

O movimento de corpo rigido descrito na se¢do anterior ¢ acompanhado de
uma parcela de deslocamentos deformacional (que efetivamente causa as

deformagdes). Neste contexto, as deformagdes angulares sdo dadas pelas
diferengas entre os sistemas convectivos associados aos nés t! e t> e o sistema
local movel r;, i=1,2,3, para os nds 1 e 2, respectivamente. Da Fig. 3.3, a relacao
entre estes sistemas é dada pela matriz de rotagdo ortogonal R, a=1,2 referida ao
sistema local mével. Conseqiientemente, a orientagdo das triades nodais t! e t’

pode ser obtida por meio do produto RrI_{u . Por outro lado, esta orientacdo pode

também ser obtida através do produto RER,, conforme mostrado na Fig. 3.3.
Assim
R,R, =R¢R, (3.24)
que resulta em
R,=(R,)' R°R,, a=12 (3.25)
onde a matriz l_la ¢ obtida de um pseudo-vetor 9 [61], cujas componentes
representam as deformagdes angulares, i.e.,
% =log,(Ra), a=12 (3.26)
Na se¢do 3.7, estas expressOes serdo utilizadas e explicitadas na definicdo das
quantidades referentes a cinematica de deformagdao do elemento de viga co-

rotacionado, tema do presente estudo.
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3.6.
Hipéteses Basicas da Formulagao

Na derivagdo das equagdes de movimento representativos do
comportamento do elemento de portico co-rotacionado, as seguintes hipdteses sao
utilizadas:

e As deformagdes do elemento correspondem a condi¢do do comportamento do
material no regime elastico linear, onde a relagdo constitutiva distribui-se na
geometria da se¢do reta representando um comportamento com gradagdo
funcional.

e Em consonancia com a hipdtese anterior ocorrem na viga apenas pequenas
deformagdes, mas grandes deslocamentos sao permitidos.

e Da condi¢do anterior, a nao-linearidade geométrica do modelo numérico
resulta de:

a) Grandes deslocamentos em que a rigidez da estrutura ¢ dependente da
configuracdo geométrica espacial a cada instante da analise;

b) Acoplamento entre os mecanismos de deformacao a tragdo e a flexdo. Em
risers como em linhas de ancoragem, o aumento de tragdo corresponde a
um enrijecimento do sistema.

e As secoes transversais do elemento de viga, inicialmente planas, permanecem
planas e perpendiculares a linha central apds a deformacdo (hipotese de Euler-
Bernoulli).

e As variacdes de area e de volume devido as deformacgdes presentes sdo
despreziveis em relacdo as demais deformagoes.

e Na presenca de torcdo da secdo reta esta permanece plana, ndo havendo o

empenamento.
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3.7.
Cinematica de Deformacgao do Elemento de Viga Considerado

Nesta secdo sera apresentado o procedimento empregado para a obtengdo
das relacdes de compatibilidade geométrica do modelo de portico tridimensional,
usadas na formula¢do de elementos finitos do presente estudo. Considerando-se o
elemento de viga mostrado na Fig. 3.6, representativo do comportamento

cinematico do movimento de risers, as posigdes espaciais de um ponto P da se¢do

transversal tubular em dois instantes sucessivos em que X denota o vetor de
posicdo do ponto P na configuragdo co-rotacionada €c no instante t e X,

representa o vetor de posi¢do deste mesmo ponto P na configura¢dao deformada Cp
no instante t+At. Estes dois vetores sdo expressos nas coordenadas x; referidas ao

sistema coordenado local movel (co-rotacionado) r; (com r, dirigido ao longo da

linha do centroéide e r, e r; nas diregdes principais da se¢do reta) como

X)) =X +x,1, + X1, (3.27)
X, =X, +x,a, +x;a,

X; e X, denotam os vetores de posigdo do baricentro G da se¢do reta nas

configuragdes co-rotacionada e deformada, respectivamente, a, € a3 sdo os vetores
unitarios nas dire¢des principais da se¢do transversal na configuragdo deformada.
As coordenadas locais x; e x3 consideradas para a secdo tubular de risers de raios

interno 1; e externo r, devem satisfazer a condigao,

pe(x2exd)’ <o, (3.28)
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Sec¢do Reta

Cc

V3

r3

_ e
( GLOBAL )

€3 A7

r
ry z
V2

Figura 3.6 — Cinematica do modelo de portico co-rotacionado.

A relacdo entre as triades de vetores ortonormais a; e rj, i = 1,2,3, é expressa

por
a,=Rr, (i=123) (3.29)
onde R ¢ uma matriz de rotagdo a ser definida a seguir, nesta secao.

Na andlise nao-linear geométrica de elemento de viga 3D uma de suas
importantes consideragdes ¢ o tratamento apropriado das rotagdes. Quando
infinitesimais estas podem ser consideradas grandezas vetoriais, satisfazendo as
operacdes classicas da algebra linear. No entanto, quando as rotagdes assumem
valores finitos ndo podem mais ser consideradas como entidades vetoriais, ndo
atendendo, inclusive, a propriedade comutativa dos vetores [50]. Desta forma faz-
se necessaria a introdugdo do conceito de pseudo-vetor rotacional, definido por

V]
¥Y=vr+vr,+vr=|v, |=ey (3.30)
V3
onde v,, (i=1,2,3) sdo os incrementos das rotagdes em torno dos vetores unitarios

rj.
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O significado geométrico desta defini¢do estd ilustrado na Fig. 3.7 e
expressa-se por [61]: “qualquer rotacdo finita pode ser representada por uma
rota¢do Unica com um angulo y ao redor de um eixo L definido pelo vetor unitario

e”. A magnitude desta rotacdo, i.e. do vetor ¥, ¢ dada por

W=V Vi +vi (3.31)

’ (L)
S

X

X1

X3

Figura 3.7 — Vetor rotagéo.

Esta matriz de rotacdo R, expressa em termos do vetor ¥, admite a seguinte

representacao [61]

R=I+%s(w)+%{%} S(¥)S(¥) (332)

onde I ¢ a matriz identidade (3a. ordem) e S(‘I’) ¢ uma matriz anti-simétrica

obtida com as componentes do vetor rotagao e é expressa por

0 v v,
S(W)=|v, 0 -y (3.33)
-v, v, 0

Expandindo-se em serie de Taylor as fungdes trigonométricas na eq. (3.32), R

pode ser ainda re-escrita na forma [61]
R:I+S(‘I’)+%S(‘I’)S(‘I’)+...:exp(S(‘I’)) (3.34)

Com auxilio da eq.(3.34) uma aproximacao, até segunda ordem, para R pode ser

construida como
R:I+S(‘P)+%S(‘I’)S(‘P) (335)

que, substituindo-se a expressao da eq.(3.33) em (3.35), resulta em
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V2+V2 V.V vV

2 3 172 173

- —v + ,+ =2

2 2 2

v,V V2+V2 v,V

R=| y,+t2 (-4075 B (3.36)

2 2

2 2

v,V v,V v, +Vv

—v, + 173 v, + 273 . 2

2 2

Utilizando-se o resultado acima em (3.29) e substituindo-se em (3.27), uma

aproximacgdo de segunda ordem para o vetor incremento dos deslocamentos

T
- - 0 g :
up—[up1 up u%] =X, — X, ¢ avaliado na forma,

1 1
Up =U =X,V + XV, + X0V, + X0V,
2 2
Up =, — X3V, ——X, (vl +v3)+—x3v2v3 (3.37)
2 2
1 1 2 2
Up =Uy + X,V +Exzvzv3 —ExS(v1 +v2)
%/—/

linear
nao-linear

onde u,,u,,u; sdo os deslocamentos do centroide G do elemento,

correspondentes as componentes do vetor u, =X, —X{,, como apresentado na

Fig. 3.6.

Em relacdo ao sistema local movel ri, as componentes de deformacdo de
Green-Lagrange [16], que contribuem para a energia de deformacao na aplicagdo
do Principio dos Trabalhos Virtuais, sdo expressas em relagdo aos deslocamentos

de um ponto P da viga na forma

RS (7 R (0

Yo = uP],z +uPz.1 +uP|.| uPl,Z +uPz.1 uPz,z +uRzJ uP.z‘z (338)

Vig TUp, FUp tUp Up FUp Up FUp Up

Na eq.(3.38) a virgula seguida de um indice indica diferenciagdo da componente
do incremento de deslocamento em relagdo a coordenada correspondente. Em
(3.37) as medidas dos incrementos de deslocamentos estdo expressas por termos
completos até a aproximagdo de segunda ordem. Naturalmente, o procedimento
numérico incremental assim descrito permite acompanhar-se a solugdao exata das
equagdes de movimento desde que os incrementos considerados na analise
(representados pelos passos temporais da andlise) sejam suficientemente

pequenos.
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Substituindo-se os resultados de (3.37) em (3.38) e eliminando-se os termos
algébricos de ordem superior a segunda ordem, as medidas dos incrementos de
deformacdo, expressas em fun¢do dos incrementos de deslocamentos da se¢do

transversal, do modelo de viga resultam nas equacdes seguintes
_ Los o 1
& U T XV T XY, E(“m Ty, ) X, E(Vl,lvz WV ) TUs Vi

1 _ 105 oy
X 2(V1,1V3+V1V3,1) Uy V1 +2 Xy X5 )0,

oo, 2 2
+E(xz"s,l +Xx3 Vz,l)_(x2x3)"3,1vz,1 (3.39)
1 1
Vo =y =V =Xy, + TV, UV T (V2,1V3 - V2V3,1)
2 2
1
Vis =Uy TV, £ 50, + 5"1"3 —Uy vt Exz (V2,1V3 - V2V3,1)

linear (e,y) ndo-linear (nu)

que caracterizam a compatibilidade geométrica da cinematica de deformacao
relevantes, definida a partir das hipdteses explicitados na se¢do 3.6, e dos campos
de deslocamentos espaciais do modelo numérico, definidos ao longo da linha
central do elemento. Uma dedugdo mais detalhada da eq.(3.39) ¢ deixada para o
Apéndice A, para evitar-se que extensas transformacodes algébricas sejam

incluidas no corpo principal do texto deste trabalho.
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3.8.
Formulagao de Elementos Finitos

Como apresentado nas expressoes em (3.39) as componentes de deformacao

estdo decompostas em termos lineares (e;) e ndo-lineares (77,) — 2a. ordem —,

indicadas nesta forma para atender a imposi¢do do Principio dos Trabalhos
Virtuais, utilizando-se a formulacao Lagrangeana co-rotacionada. Esta condicao ¢
equivalente a determinar-se a equagdo matricial corresponde a verificagdo do
equilibrio da estrutura no instante t+At tendo como referéncia a configuragao co-

rotacionada da estrutura no instante t. Esta condi¢do ¢ expressa por

j t+AtS“ §I+At8“ dtV — t+AtSR (340)

0 t7y
v

onde o indice inferior esquerdo indica o instante correspondente a configuragdo
co-rotacionada de referencia e os indices superiores indicam os instantes em que
as varidveis estdo sendo avaliadas. Desta forma a expressdo do trabalho virtual
externo considerando-se as for¢as de corpo e de superficie no instante t+At resulta

€m

R =[S ou d A [ L u d Y (3.41)
04 °y

onde JSu, ¢ a variagdo virtual nas componentes de deslocamento “*u, .

Na equacdo (3.40) quando as configuragdes nos instantes t e t+At estdo

muito proximas, o segundo tensor de Piola-Kirchhoff, ”AfSl./. pode ser
descomposto na soma do tensor de Cauchy ’rl.j, avaliado no instante t, com o

tensor incremento S, [56]. Similarmente, a medida de deformagdo de Green-

t+At
t

Lagrange "¢, ¢ também descomposta na soma da deformagéo de Cauchy ‘e

)

com o incremento de deformagdo &, .

Considerando-se a decomposicao expressa na eq.(3.39) para o incremento
das deformacoes tem-se

5 =€ (3.42)

i i

Das discussdes acima, a eq.(3.40) pode ser expressa na forma

j(’g., +,8,)8(1e,+ e, + m,)dV =""R (3.43)

v
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'‘c. =0 e, considerando-se a aproximacdo linear eldstica entre os

em que 9J,¢;

incrementos de tensédo e deformagdo S, = ,C,,, e, chega-sea

ijrs trs

[.CpiendiedVe [T, 8m,dV=""R-["s,5,e,dV (344
v v v

Na equacao (3.44) se desprezando os termos de alta ordem, os termos a esquerda
resultam na rigidez linear e geométrica do modelo, a primeira parcela a direita o
vetor carregamento e a segunda parcela o vetor desbalanceamento conforme
avaliacdo mostrada no capitulo 4.

O principio dos trabalhos virtuais, empregado na deducdo das equacdes de
equilibrio (eq. 3.40), esta relacionado ao problema estatico apenas. Na formulagao
de problemas dinamicos, envolvendo a inércia da viga, € possivel estender o
principio empregando-se do principio de D’Alembert [52]. Desta forma,
utilizando-se a segunda lei de Newton junto ao termo correspondente as forcas

externas de corpo nas equacgdes (3.40) e (3.41), tem-se

jHAttSij 5:+A:gij dV = J’ r+A0zfis §uiS d0A+I(t+AOz iB_OpH—AtI;ii)é‘ui 4V (3.45)
v 04 v

Tomando-se a equagdo de equilibrio em sua forma incremental, equagdo (3.44), e
acrescentando o termo correspondente ao amortecimento viscoso, obtém-se a
equagao incremental do equilibrio dindmico no instante t+At, baseada na

conjugacao do principio dos trabalhos virtuais e no principio de D’ Alembert,

[ o™i, Su, dV + [ ki, 6u, dV + [ C,,, e, 8,6,dV+ [T, 8,m,d'V =
v v v v

ijrs trs

[ursou d®as [ 51" oudV [z, 5,edV (3.46)
v

04 oy
No préximo capitulo a equagdo de equilibrio incremental (3.46) serd escrita na sua
forma matricial a partir da discretizagdo da estrutura e usando fungdes de
interpolacdo para relacionar os campos de deslocamentos incrementais num ponto
qualquer do elemento com os deslocamentos nodais do modelo de elemento de

viga de dois nds e doze graus de liberdade.
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