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Apêndice I – Especificação da Regressão (Capítulo 6) 

 

 

Considerando um sistema de V equações de regressão (sendo V o número 

de vértices fixos escolhidos da ETTJ) com t = 1...N observações temporais, 

podemos representar a i-ésima equação na forma: 

 iiii uXy    (AI.1) 

Onde iy é um vetor N x 1 de observações da i-ésima variável dependente, 

iX é uma matriz N x ki observações de ki variáveis independentes (no caso 

presente três: constante, desvio de corpo e assimetria de caudas), i  é um vetor ki 

x 1 de coeficientes de regressão desconhecidos e iu é um vetor de ruído (média 

zero) com dimensão N x 1. 

Podemos descremos o sistema completo de V equações por uXy   , 

ou: 

 













































































VVVV X

X

X

y

y

y






















2

1

2

1

2

1

2

1

00

00

00

 (AI.2) 

Assumindo que iu  na equação (AI.1) siga um processo autoregressivo 

estacionário de primeira ordem: 

 ititiit uu   1  (AI.3) 

E especificando o valor inicial de iu : 

 iiiu  2
12

1 )1(


  (AI.4) 

Podemos reescrever (AI.1) como: 

 iiiii PXy    (AI.5) 
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Onde E[ i ]=0;  E[ i i ’]= Iii  e iP  é dada por: 
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O sistema (AI.2) fica: 
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 (AI.7) 

Regredindo por MQO (AI.1) e (AI.3), podemos encontrar o estimador î , 

que fornece a estrutura para cada matriz iP̂ . Tratado o problema de autocorrelação 

temporal, a matriz de covariância contemporânea c pode ser estimada através da 

regressão transformada: 

 iiiiiiii PPXPyP  111 ˆˆˆ    (AI.8) 

Equivalente a: 

 ***
iiii Xy    (AI.9) 

Encontrados os resíduos por MQO de (AI.9), cada elemento ijs  de ĉ é 

dado por: 

 
2

1
2

1

****

)()(

)ˆ()'ˆ(

ji

jjjiii
ij

kNkN

XyXy
s







 (AI.10) 

E a matriz de covariância total, corrigida temporal e espacialmente, é 

estimada pela relação (usando como operador do produto de Kronecker): 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621280/CA



 
Apêndice I – Especificação da regressão (capítulo 6)   
 

123

 'ˆ)ˆ(ˆˆ PIP c  (AI.11) 

Onde P̂ é a matriz diagonal em blocos de iP̂ , com dimensão VN x VN. 

 

Finalmente, o vetor de betas de (AI.2) é dado por: 

 yXXX 111 ˆ')ˆ'(ˆ    (AI.12) 

No caso da regressão restrita, para atender às condições de não arbitragem 

foram feitas as simplificações necessárias ao modelo acima, impondo 1 = 

2 =...= V . Os resíduos da regressão final restrita e irrestrita geraram a 

estatística F para o teste de hipótese da tabela 12.  

O modelo de Parks foi questionado por Beck e Katz (1995), sob o 

argumento de que a correção em dois tempos leva a uma propagação de erros que 

pode comprometer a estatística dos estimadores. As objeções levantadas valem 

particularmente para quadros em que a dimensão espacial das observações se 

aproxima da dimensão temporal (comum em panels geopolíticos, por exemplo). 

No caso da curva de juros, a relação entre N e V nas sub-bases usadas é de 5/1 

aproximadamente, uma razão que sustenta a eficiência da estimação.  

O problema da correlação defasada entre fatores de risco e inovações do 

prêmio foi abordado através de um algoritmo iterativo, seguindo o processo 

sugerido por Cochrane e Orcutt (1949) para o caso unidimensional. A regressão 

final usando o vetor beta encontrado em (AI.12) gera novos resíduos que podem 

realimentar as etapas de estimação da matriz de covariância total a partir de 

(AI.3), em um processo numérico de refinamento. Betancourt e Kelejian (1981) 

observam que o algoritmo utilizado, mesmo na presença de endogeneidade 

defasada, converge para um valor de máximo local da função de verossimilhança 

dos estimadores. Testando diferentes parâmetros iniciais de correlação temporal, 

podemos obter o máximo global de verossimilhança, estimador consistente dos 

betas. Na implementação prática, o processo de parametrização inicial (AI.1 a 

AI.4) se mostrou suficiente para a convergência global dos estimadores (usando a 

invariância da segunda casa decimal como sinalizador de saída), obtida 
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geralmente após seis a dez iterações. O estimador dos betas, embora consistente, 

não possui as mesmas propriedades assintóticas de um modelo puramente 

exógeno, e particularmente no caso de estruturas de panel data, suas métricas de 

eficiência ainda constituem uma frente aberta de pesquisa na literatura corrente. 
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Apêndice II – Algoritmo de Maximização de Entropia 

 

 

O algoritmo implementado é uma adaptação dos passos sugeridos em 

Zellner (1988) e Mohammad-Djafari (1990). A maximização apresentada em 

(112) pode ser generalizada a N +1 restrições da forma: 

   nn dSSS  )()(  (AII.1) 

onde n = 0,..., N; 10  ; 1)(0  S  e )(Sn  é uma função conhecida de S. 

A solução do problema é dada pelo uso de multiplicadores de Lagrange na 

sua forma tradicional: 

 







 



N

n
nn SS

0

)(exp)(   (AII.2) 

Os lambdas representam N+1 parâmetros Lagrangianos,  n ,...,0  e 

podem ser resolvidos por um sistema de N+1 equações não lineares: 

 n

N

n
nnnn dSSSG  








  

0

)(exp)()(  (AII.3) 

No algoritmo as equações são solucionadas pelo método de Newton, 

usando a expansão de Taylor sobre os valores de partida dos lambdas, 

desprezando termos de ordem quadrática ou maior e resolvendo o sistema linear 

resultante iterativamente. Considerando o vetor de lambdas iniciais como 0 , 

temos: 

   nnnn GgradGG   )(
'00

0)()()()(  (AII.4) 

O vetor de diferenças entre lambdas estimados segue a notação: 

 0  (AII.5) 
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E o vetor de diferenças das esperanças de funções: 

   '00
00 )(,),...(  NN GkGk  (AII.6) 

Considerando ainda n,i = 0,... ,N; vamos definir a matriz simétrica X: 

 
)( 0

)(















i

nG


 (AII.7) 

Em notação matricial temos (AII.4) representado por: 

   (AII.8) 

O sistema é resolvido iterativamente, refinando o vetor de lambdas até que 

o vetor de diferenças se torne suficientemente pequeno, dentro da precisão 

pretendida. A cada iteração: 

  
0

1
0

tt  (AII.9) 

A matriz X requer o cálculo de N(N-1)/2 integrais a cada iteração, dada a 

sua forma funcional: 

 dSSSS n

N

n
nin 








 



)(exp)()(
0

  (AII.10) 

Os passos do algoritmo envolvem determinar inicialmente Smax, Smin e o 

intervalo de discretização de S. Este é o ponto mais delicado do processo, que tem 

convergência rápida para funções polinomiais simples. O intervalo [Smax, Smin] 

pode truncar uma parte relevante da distribuição, se for muito curto, ou criar um 

problema de condicionamento da matriz X, se for muito extenso em relação ao 

núcleo da distribuição.  

A solução que melhor se adequou à base estudada foi dada por um 

intervalo móvel para cada série, com a seguinte especificação: 

  ;)22()12((10min encndnS    

 encndnS  )22()12((10max   (AII.11) 
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