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Metodologia

O método de estimacdo por minimos quadrados estd fundamentado em algumas
premissas, que sdo necessarias para realizar inferéncias estatisticas sobre a
variavel dependente Y. As principais premissas sdo, [23]:

(1) Linearidade, isto €, a esperanga condicional de Y, E(Y/X;), deve ser
uma fungdo linear nos parametros, mas ndo precisa ser linear nas
variaveis explicativas.

(i) A esperanga condicional dos erros aleatdrios ¢&; € zero, E(g;/X;) = 0.
Isso significa que os fatores ndo incluidos no modelo e, portanto,
agrupados em ¢;, ndo afetam sistematicamente o valor esperado de Y.
Além disso, a auséncia de correlagdo entre ¢ e X;, indica que X ¢ ¢
exercem influéncias separadas e aditivas sobre Y.

(ii1)) Homocedasticidade, ou seja, a varidncia condicional dos erros
aleatorios ¢ igual para todas as observagdes, Var(e;/X;) =
E(e? /X)) — E* (&i/X;) = E(¢7/X;) = o°.

(iv) Auséncia de correlacdo serial nos erros, dados dois valores quaisquer
de X, X; e X; (i #), a correlagdo entre ¢; e & € zero, Cov(ei, ej/Xi,j) =
E(g; - ej/Xl-J-) — E(ei/Xi,j) . E(sj/Xl-,j) = E(¢g; - ej/Xi_j) = 0. Isso
significa que, dado o valor de X, os desvios de quaisquer dois valores
de Y em relacdo a sua média ndo apresentam padrdes sistematicos de
comportamento.

(v) Os valores de X ndo devem ser uma constante, portanto a Var(X) deve
ser um numero positivo finito.

(vi) Auséncia de multicolinearidade perfeita, ou seja, ndo ha dependéncia

linear perfeita entre as varidveis explicativas.

Dadas as premissas, os estimadores de minimos quadrados apresentam
caracteristicas desejaveis como linearidade, ndo tendenciosidade, varidncia
minima e consisténcia, que podem ser resumidas pela classe de melhor estimador

linear ndo tendencioso.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912942/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912942/CA

69

Para realizar inferéncias estatisticas acerca dos parametros estimados pelo método
de minimos quadrados, através de testes de hipdteses, ¢ necessdrio relacionar os
estimadores (varidveis aleatorias) a uma distribuicdo de probabilidade. Por isso,
inclui-se a premissa de normalidade dos erros, £;~N(0,02). Dada a premissa de
que & segue a distribuicio Normal, os estimadores de minimos quadrados
ordinarios, que sdo funcdes lineares de ¢, também apresentam distribuigdo
Normal. Esses estimadores, agora, pertencem a classe de melhor estimador ndo

tendencioso, sejam lineares ou ndo.

Todas as premissas citadas sdo consideradas hipoteses simplificadoras que
facilitam o desdobramento da teoria, porém na pratica nem sempre replicam a
realidade. Por isso foram desenvolvidos métodos alternativos, como o método de
minimos quadrados ponderados, que contorna a violagdo da premissa de

homocedasticidade, que sera o foco da metodologia deste trabalho.

A utilizagdo do método tradicional de minimos quadrados ordinarios sem
considerar o efeito heteroceddstico nos erros, ndo altera as propriedades de nao
tendenciosidade e de consisténcia do estimador, porém anulam sua eficiéncia
(variancia minima). Desta forma, as inferéncias e os testes de hipdteses passam a

ndo ter validade.

4.1

Minimos Quadrados Ponderados

A presenca de varidncias desiguais ¢ uma das violagcdes mais comuns, em que a
matriz de covariancia condicional dos erros ( , ndo é da forma Io?, e sim uma
matriz diagonal com elementos desiguais of. Existem casos em que a matriz
apresenta valores ndo nulos fora da diagonal, indicando erros correlacionados.
Para ambos os casos, os estimadores de minimos quadrados ponderados sdao

eficientes, e pertencem a classe de melhor estimador linear ndo tendencioso, [14],

[39].
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A idéia ¢ aplicar transformagdes apropriadas nas variaveis Y e X, de forma que ao
estimar os parametros do modelo por minimos quadrados ordinarios
p = (XTX)"1XTY, produzam um novo vetor de erros, u, com variancia constante

Var(u/X) = Io2. Considere o modelo com erro heterocedastico:

Y=XB+e (@.1)
Onde:
E(e/X) =0, Var(e/X) = HX)o? =W~ 162 e &~N(0,W~10?) (4.2)

Sendo H(X) uma fungdo das varidveis explicativas, que determinam a
heterocedasticidade. Essa funcdo compde uma matriz simétrica (n xn) e, para
facilitar a interpretacdo de célculos adiante, serd denominada W-I. Através da
fatoracdo de Cholesky, ¢ possivel escrever a matriz W como fun¢do de uma matriz

triangular superior P, de forma que W = PTPou W~1 = p~1p-T,

Multiplicando ambos os lados da Eq.((4.1) por P, obtém-se as variaveis
transformadas:

PY = PXf +Pe ou
Z=QB+u (4.3)

Dessa forma o novo erro é u = P& com variancia constante:

Var(u/X) = E(uu”/X)
= E(Pee™PT/X)
=P-E(ee™/X) - PT
= PP=1p~TPT . g2
= Jg? (44)

Portanto, o estimador dos parametros por minimos quadrados ponderados é:

B = (XTPTPX)"1(X"PTPY)
= XTWX)"1(XTWY) (4.5)

Os residuos que devem ser analisados sao estimados através da equagao:
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a=PY-Y) (4.6)
Onde: ¥ = XB, entdo:

=PI - X(XTWX)IXTW)Y (4.7)

41.1

Recursividade

Existem varias formulag¢des para H(X), que variam de acordo com a especificacao
do modelo e com o comportamento das variaveis. A formulagdo mais utilizada

assume que os erros sdo nao-correlacionados, porém com variancias desiguais:

62 0 0 0
2;i—i |0 62 0 - 0

Var(e/X) = E(e€"/X) = {‘; A j’ o : 4.8)
0 0 0 o2

1

2
4

Define-se W, como a matriz diagonal de pesos w;, onde w; = =

w, 0 0 0
0 w, 0 ~ 0

W=l: : : (4.9)
0 0 0 W,

Na pratica ¢ muito dificil obter informagdes especificas sobre a estrutura da matriz
W e as estimativas para cada o7. Uma solugio para esse problema ¢ utilizar o
algoritmo de minimos quadrados em estdgios ou recursivo. Em um primeiro
estagio, supde-se W=I. Embora seja uma suposi¢do erronea, o intuito ¢ examinar
os residuos gerados, identificar algum padrao de comportamento e formular uma
fungio H(X). Essa funcio ira estimar ¢/, por meio das variaveis X consideradas
relevantes, e esses valores invertidos irdo fornecer w;. Neste contexto, a matriz W
pode ser escrita em funcdo da matriz diagonal P que recebe v’u?l-l/ %, Esse
procedimento pode ser executado em dois estagios, ou de forma iterativa

obedecendo algum critério de parada.
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4.1.2

Estimacé&o e Inferéncia

A matriz de covariancia do estimador ¢ dada por:
Var(p) = o? - (XTWX)™1 (4.10)

A precisao ou erro padrao do estimador pode ser obtido aplicando a raiz quadrada
na Eq.((4.10). Outras medidas da qualidade do ajuste sdo: SSR (Regression Sum
of Squares), que mede a variagdo do valor esperado de Y, E(Y), ou a variagdo de Y
que pode ser explicada pela variagdao de X através do modelo; SSE (Error Sum of
Squares), que mede a variagdo dos erros ou a variacdo de Y ndo explicada pelo
modelo; SSTO (Total Sum of Squares), que mede a variagdo total de Y, e ¢ a soma

de SSR e SSE.

ssr = (0f)"(0B) = (PXB) (PXE)

= @:x:PTP{(B
: 5TI)/(VXM(/))((TﬁWX)XTWY (4.11)
SSE = uTu = eTPTPe = e™We = (Y — XB)TW(Y — XB) (4.12)
SSTO = Z7Z = (PY)TPY = Y"WY (4.13)

O fator de correcio nZ? representa a variacdo de Y que pode ser explicada através
do modelo mais simples z; = § + u;, que contém apenas uma constante € o erro.
Seja Z a transformacgdo da varidvel Y (Eq.((4.3)), e, n o numero de observagdes.
Quando o modelo ndo contém o intercepto, S, deve-se subtrair esse termo das
Eq.((4.11) e Eq.((4.13), obtendo o SSTO corrigido. Embora ndo muito usual, o

fator de corre¢io também pode ser escrito sob a forma matricial ZT117Z /n.

A partir dessas medidas, calcula-se um indicador muito utilizado para avaliar o
ajuste do modelo. O coeficiente de determinagdo, R?, mede a propor¢do da

variago total de Y explicada pelo modelo, 0 < R? < 1:
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D y)?  SSR

= = ou
S,y —7)  S5T0 (4.14)
pz o SSE
~© SSTO (4.15)

Uma propriedade do coeficiente de determinagdo, R?, ¢ ser uma fung¢do nao
decrescente do nimero de varidveis explicativas do modelo. A inclusdo de uma
variavel X, ndo reduz o valor de R?. Observando a Eq.((4.15), o denominador
SSTO nao depende do nimero de variaveis X, no entanto, o numerador SSE tende
a diminuir com o aumento de variaveis X, ou pelo menos ndo aumenta. Em vista
disso, para comparar dois modelos desenvolvidos para a mesma variavel Y, mas
com numero diferente de variaveis X, criou-se uma medida ajustada do coeficiente

de determinagdo que considera o numero de parametros do modelo, k.

R§j=1—(1—R2)<Z:]t) (4.16)

O erro padrdo do estimador dos pardmetros na Eq.((4.10) depende de o2, que

pode ser estimado pelo MSE (Error Mean Square):

., uwwu SSE _ MSE
? “n—-k n-k (4-17)

Dada a premissa de normalidade dos erros, a significancia dos coeficientes pode

ser testada através do teste de hipotese, formulado com a hipdtese nula Hy: §; = 0

e hipotese alternativa Hy: ﬁj +0,j =1,2,...,p. A estatistica de teste é:

=ty g1
MSE-c; " 2 (4.18)

Onde ¢;; ¢ o elemento, linha j e coluna j, da matriz (X"WX)™, e t_y1-q/2 ¢ O
quantil da distribui¢do t-Student tabelado, tal que P(T <t) = a/2, também

conhecido como valor critico. Portanto, rejeita-se Ho se |T| > ty_g1-q/2. Com

isso, o intervalo de confianga de nivel (/-a)100% para f; €:
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Bj * th-ki1-as2 fMSE ) (4.19)

Para testar a significancia simultanea dos coeficientes angulares, usa-se o teste de
hipotese formulado com a hipotese nula Hy: f; = f, = -+ = B, = 0 e hipdtese
alternativa Hy: pelo menos um f; # 0, j =1, ..., k. Esse teste esta relacionado a
especifica¢do das variaveis explicativas no modelo, e avalia se as variaveis X, em

conjunto, tém efeito sobre a varidvel Y. A estatistica de teste ¢:

SSR
_SSR/gl =7 MSR

= = = ~fk—1 n—-k,l1-a
SSE/gl _ SSE_~ MSE mk,
=k (4.20)

Onde, MSR (Regression Mean Square) ¢é a razao entre SSR e seus graus de
liberdade (gl), € fx—1n-k1-o € O valor tabelado, ou valor critico, da distribui¢do

F-Snedecor. Portanto, rejeita-se Hose F > fy_1n_k1-q-

Lembrando que o valor esperado de uma observagao pontual de Y, E(Y)), pode ser

definido como:

X (4.21)

Assim, o intervalo de confianca de nivel (1-a)100% para E(Y)) é:

S tn_k,l_a/z\/MSE 14 XTWX) g (4.22)

Onde, g; ¢ a linha j da matriz Q de varidveis explicativas transformadas. Na

Eq.((4.3), Q=PX.

E o intervalo de confianga de nivel (1-a)100% para valores previstos de Y, a partir

de novas observagoes de X, é:
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9t tak11-a/2 \/MSE 1+ qf XTWx) 1] (4.23)

4.2

Testes de Especificacéo

O desenvolvimento de um modelo a partir de dados do tipo série temporal
apresenta algumas particularidades, e outras premissas sdo necessarias a
estimacao. Algumas propriedades que devem ser observadas sdo: estacionariedade
das séries, estrutura de autocorrelagdo, efeitos espurios, entre outras. A seguir,
serdo apresentados os fundamentos dos principais testes estatisticos utilizados no

processo de modelagem.

421

Estacionariedade

Uma série temporal ¢ considerada estacionaria no sentido estrito, quando todos os
momentos de sua distribuicdo de probabilidade ndo se alteram ao longo do tempo.
Na maior parte das situagdes praticas, ¢ suficiente que a série seja fracamente
estacionaria, isto ¢, quando os dois primeiros momentos (média e variancia) sdo
constantes ao longo do tempo. Contudo, se a série for fracamente estaciondria e

com distribuicdo Normal, também ¢ estritamente estaciondria, pois todos os

momentos da distribui¢do Normal podem ser definidos por sua média e variancia.

A estacionariedade da série ¢ uma premissa fundamental, pois garante que os
resultados do estudo do seu comportamento possam ser generalizados para outros
periodos de tempo. As séries que ndo apresentam essa caracteristica devem passar
por transformag¢des em seus dados originais. A transforma¢do mais comum
consiste em tomar diferencas sucessivas da série original, até obter uma série

estacionaria. A primeira diferenga de y, ¢ definida por:

Ay =Y — Vi (4-24)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912942/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912942/CA

76

A segunda diferenca ¢:

Az)’t = AAyy) = AW — Ye-1)
Az)’t = Ay, — Ay;_4

Ay, =y — 24 + Yoz (4.25)

De modo geral, a n—ésima diferenca de y; é A"y, = A(A" 1y)).

4211

Teste de Dickey-Fuller Aumentado

Se uma série deve ser diferenciada d vezes antes de tornar-se estacionaria, entao
ela contém d raizes unitarias. Os testes de raizes unitarias sdo capazes de detectar
se a série foi suficientemente diferenciada para se tornar estacionaria. Considere o

modelo:

Ve =PYe-1t &, —1sp=s1l (4.26)

Onde, &; € o termo que representa o erro € segue um processo de ruido branco. Se
o modelo possui raiz unitaria (p = 1), entdo pode ser classificado como passeio
aleatorio sem deslocamento, que ¢ um processo estocastico ndo-estaciondrio. A
idéia central dos testes de raiz unitaria € verificar se p estimado ¢ estatisticamente
igual a um, através da regressao de Y; contra o seu valor defasado. O modelo pode

ser reescrito conforme Eq.((4.27):

Yt = Vt-1 = PYt-1 — Ve-1 T &
Aye =(p—Dyi1 + &
Ay, = 8yiq + & (4'27)

Na pratica, o teste verifica se Hy: § = 0 com a mesma interpretagdo. Porém, sob a
hipdtese nula, a estatistica de teste da significancia do coeficiente ndo segue a
distribuicdo ¢ usual. Dickey e Fuller demonstraram que o valor estimado do
coeficiente segue a estatistica t (tau), cujos valores criticos sdo tabelados. O teste

de Dickey-Fuller ainda possui outras vertentes de acordo com a natureza do
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processo, com valores criticos distintos para cada um dos casos. Para o caso de

um passeio aleatério com deslocamento, tem-se:
Ay, = By +8yr—1 + & (4.28)
E para um passeio aleatorio com deslocamento e tendéncia estocastica (7):
Ay, = By + Bat + 6y,q + & (4.29)

O caso mais simples do teste ¢ utilizar um modelo AR(1) e estimar o coeficiente &
por minimos quadrados. Porém, o pressuposto de que &; € ruido branco e, portanto
nao-correlacionado, nem sempre ¢ valido. Para esses casos utiliza-se o teste
Dickey-Fuller Aumentado (ADF), que tem a mesma distribuicao assintotica de

Dickey-Fuller. O teste ADF consiste em estimar o seguinte modelo:

m
Ay, = By + Bat + 6yiq + ; Ay, + & (4.30)

Onde, & ¢ um termo de erro de ruido branco puro, e os termos de diferencas
defasadas Ay, 1 = (Vr—1 — Yt-2),AVt—2 = (Ve—z2 — Yt-3),etc, devem  ser
incluidos m vezes para que o erro ndo apresente correlagdo serial. O valor de m ¢
determinado empiricamente, através da significancia de &;, i=1,..., m, ou através
dos critérios de AIC e BIC. A estatistica de teste T ¢ a razdo do coeficiente
estimado & e seu desvio-padrio. Rejeita-se Hy, se |t| > C, e neste caso conclui-se

que a série ¢ estacionaria.

4.2.2

Normalidade

A premissa de normalidade dos erros confere maior eficiéncia aos estimadores e
possibilita inferéncias estatisticas, através da aplicagdao de testes de hipotese.
Porém a justificativa tedrica para inclusdo desta premissa esta relacionada com a
interpretacdo do termo aleatorio &, ¢ o Teorema Central do Limite (TCL). Uma

vez que, & representa a influéncia combinada de um grande niimero de variaveis
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ndo incluidas explicitamente no modelo; o TCL demonstra que a distribui¢do da
soma de um grande niimero de variaveis aleatorias independentes com mesma
distribuicdo, tende a uma Normal na medida em que o numero de variaveis
aumenta. Uma variante do teorema garante boa aproximagdo Normal, para um
nimero menor de variaveis ou para variaveis ndo estritamente independentes. Na
pratica, o pressuposto de normalidade pode ser verificado através de testes

estatisticos aplicados nos residuos gerados pelo modelo.

4221

Teste de Jarque-Bera

O teste de Jarque-Bera ¢ um teste paramétrico e assintotico, e tem o objetivo de
verificar se a distribuicdo de probabilidade de uma varidvel segue uma
distribuicdo Normal, com base na hipdtese nula Ho: distribui¢do Normal e

hipdtese alternativa Hy: distribui¢do ndo é Normal. A estatistica de teste ¢é:

$2 (K —3)?
+( )

JBEnet o (431)

Onde,
n = tamanho da amostra;

S = coeficiente de assimetria amostral;

K = coeficiente de curtose amostral.

O teste compara as medidas de forma da distribui¢do empirica da variavel com as
medidas caracteristicas da curva Normal, que apresenta assimetria igual a zero e
curtose igual a 3. Dessa forma, o termo (K-3) representa o excesso de curtose. A
estatistica JB, assintoticamente, segue a distribuigio y? com dois graus de
liberdade, portanto os valores criticos do teste sdo [)(il_a /27 Xia /2], e rejeita-se

Hy se B estiver fora desse intervalo.
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4222

Teste de Kolmogorov-Smirnov

O teste de normalidade de Kolmogorov- Smirnov é um teste ndo-paramétrico, que
compara a maxima diferenga absoluta entre a fungao de distribui¢ao acumulada da
Normal e a fun¢do de distribuicdo acumulada dos dados, com base na hipotese
nula Hy: distribui¢do Normal e hipotese alternativa Hi: distribui¢cdo ndao é Normal.

A estatistica de teste €é:

KS = max (JF(x) — G(x)]) (4.32)

Onde,
F(x) = fun¢@o de distribui¢ao acumulada empirica P(X < x);

G (x) = fungdo de distribui¢do acumulada da Normal P(Z < z).

Esta fungdo representa a distdncia vertical maxima entre os graficos de F(x) e
G (x) sobre a amplitude dos possiveis valores de x. O valor de F(x) ¢ calculado
através da frequéncia relativa acumulada observada e G(x) pode ser encontrado
na tabela da distribui¢ao normal padronizada. A hipotese nula € rejeitada com (1-
@)100% de confiancga, se KS for maior que o valor critico tabelado. Para a=0,05 e

n > 40, o valor critico ¢ dado por 1,36/v/n.

O teste de normalidade de Kolmogorov- Smirnov possui algumas desvantagens,

. . 11
devido ao seu baixo poder .

4.2.3
Autocorrelacao

A premissa de auséncia de correlagdo serial nos erros pressupde que o erro
relacionado a qualquer das observacdes nao ¢ influenciado pelo erro de qualquer

outra observacdo. Na pratica, os testes estatisticos sdo aplicados nos residuos

0 poder do teste é a probabilidade de rejeitar a hipotese nula quando esta é de fato. Na pratica, é
importante que se tenham testes com nivel de significancia proximos do nivel de significancia
nominal e que o poder seja alto, mesmo em situagdes de amostras pequenas.
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gerados pelo modelo, com o objetivo de verificar se tém comportamento
puramente aleatdrio. A presenca de correlacdo serial nos residuos pode indicar
problemas de especifica¢do, pois alguma caracteristica da série ndo foi captada
pelo modelo, sugerindo a inclusdo de mais defasagens da variavel dependente, ou

defasagens adicionais das variaveis exdgenas, ou novas variaveis causais.

4231
Teste d de Durbin-Watson

O teste de Durbin-Watson verifica a correlagdo serial de primeira ordem. A
facilidade de seu calculo faz com que seja empregado rotineiramente, porém esse
teste possui algumas restrigdes quanto a seu uso. Dentre elas, o modelo ndo deve

conter valores defasados da varidvel dependente como varidvel explicativa.

A sua metodologia consiste em definir as varidveis explicativas e calcular a
regressao por minimos quadrados ordinérios, com base na hipdtese nula Hy: p; =

0 e hipdtese alternativa Hy: p; # 0. A estatistica de teste é:

_ SR, — 8)’

d = 2(1-py)

n i (4.33)
Onde:
i, = residuo calculado pela regressao;

p, = coeficiente de autocorrelagdao de primeira ordem amostral.

Como —1<p; <1, implica em 0<d<4. Se d=2,p; =0, e ndo ha
evidéncia de autocorrelacdo. Portanto, a autocorrelagdo entre os residuos ¢
indicada por valores significativamente diferentes de 2. Os valores criticos para
esse teste sdo tabelados, d; e dy, com base no tamanho da amostra e no nimero de

variaveis, e as regras decisao sdo:
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Tabela 4-1— Teste de Durbin Watson: regras de decis@o.

d [0, di[ [dy, dul [du, 4-dul [4-du, 4-d,[ [4-d., 4(
Decisdo Rejeitar H, Sem decisdo | Nao rejeitar H) Sem decisdo Rejeitar H,
4.2.3.2

Teste h de Durbin-Watson

Uma modifica¢do do teste d de Durbin-Watson foi proposta com o objetivo de
contornar uma de suas limitacdes e detectar a autocorrelagio em modelos
autoregressivos. O teste verifica a autocorrelagdo de primeira ordem para grandes
amostras em modelos com valores defasados da varidvel dependente como
variaveis explicativas. As hipoteses do teste sdo: Hy:p; =0 e Hi:py #0. O

resultado fundamental assintotico de Durbin é:

. ’ n
h= P1 1-— n(Var(bl)) NN(OJ) (434)

n = tamanho da amostra;

Onde:

Var(b1) = variancia do coeficiente de y;_; pelo ajuste de minimos quadrados

ordinarios. O teste ndo ¢é aplicavel se n(Var(bl)) > 1.

Na pratica, o coeficiente de autocorrelagdo de primeira ordem p; pode ser
estimado por (1 —d/2), onde d foi calculado na Eq.((4.33). Assintoticamente
h~N(0,1), e com um nivel de 95% de confianc¢a, tem-se as regras de decisdo:
(1) se h > 1,96, rejeita-se a hipdtese nula — ndo ha autocorrelagdo positiva
de primeira ordem,;
(i1) se h < -1,96, rejeita-se a hipotese nula — ndo héd autocorrelagdo
negativa de primeira ordem;
(ii1) se h esta no intervalo (—1,96; 1,96), ndo rejeita-se a hipdtese nula —

nao hé autocorrelagcdo de primeira ordem positiva ou negativa.

A partir do estudo de Durbin, Breusch e Godfrey desenvolveram o teste LM

(Lagrange Multiplier) que consegue evitar algumas restricdes, e ¢ considerado
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estatisticamente mais poderoso que o teste h de Durbin-Watson, sendo, portanto

preferivel ao teste h.

4.2.3.3
Teste de Box-Pierce-Ljung

Box e Pierce (1970) sugeriram um teste para diagnosticar autocorrelagdes que
apresentassem um valor excessivamente elevado, em diferentes defasagens. Uma
modificacdo deste teste foi proposta por Ljung e Box (1978) e, em vez de testar a
autocorrelagcdo em cada defasagem, testa a autocorrelagdo global de um bloco pré-
definido. O teste de Box-Pierce-Ljung, também conhecido por Ljung-Box,
permite detectar quebras especificas no comportamento aleatdrio. As hipoteses do
teste sdo: Ho:py, Pz, -.pL =0 € Hy:pelomenosump; #0, j=1,..,L, ¢ a

estatistica de teste ¢ dada por:

L A2

Pj
QL) = nop(ngy +2) Y ——
e ;(nef—f) (4.35)

Onde:

L = numero de defasagens das fung¢des de autocorrelagao;
n = tamanho da amostra;

nes = nimero efetivo de observagdes =n — d;

d = ordem de diferenga da série.

A distribuicdo limite de Q foi derivada a partir do pressuposto que os erros
seguem um processo autoregressivo (AR). Assim, a estatistica Q(L) segue a
distribui¢do y? com (L — k) graus de liberdade, onde k é o nimero de parAmetros
estimados no modelo AR para os erros. Rejeita-se Hp para valores elevados de

Q(.). Em geral, ¢ suficiente utilizar L=20.

Segundo [13], o efeito na distribuicdo da estatistica de teste ndo ¢ conhecido
quando aplicado em erros que ndo sigam processos puramente autoregressivos

(AR), ou que possuam variaveis exogenas.
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4234
Teste de Breusch-Godfrey

O teste de Breusch-Godfrey também ¢ conhecido como teste LM (Lagrange
Multiplier) para autocorrelacdo. Apods definir o modelo e estimar seus
coeficientes, o teste consiste em efetuar uma regressao do residuo contra o proprio
residuo defasado no tempo e as variaveis explicativas. As hipdteses do teste sdo:
Hy:py = pp =+ =pp, =0 ¢ Hy: pelo menosum p; # 0, j=1,...,p. Suponha

que o modelo especificado seja:

Ve = Bo + Brxe + u; (4.36)

Suponha que o termo de erro siga um processo AR(p).

Up = PrlUp—q + Pplep -+ PplUp—p T &

(4.37)

ApoOs estimar a equagdo acima, e definir a ordem de defasagem p, obtém-se a

estatistica de teste, que estd baseada na regressao:

Uy = g + Q1 X + PrUe—g + Pollp—p + -+ Pplie—p + 1

(4.38)

Onde os ultimos termos i;_y, U, ...,Us—p s30 os residuos estimados pela

Eq.((4.37). Por isso, o tamanho efetivo da amostra usada para estimar a Eq.((4.38)

¢ (n — p). Assintoticamente tem-se:

i@ — w)?

(n—p) R*=M-p) Thp 3o

Yl (u, —w)? (4.39)
Esse teste possui algumas vantagens, pois permite a inclusdao de valores defasados
de Y como varidveis explicativas; pode ser aplicado mesmo que os erros nao
sigam processos puramente autoregressivos, através da modificacao da Eq.((4.37);
permite a inclusdo de varidveis exdgenas e considera autocorrelagdes de ordens

simples ou mais elevadas.
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4.2.4

Heterocedasticidade

A natureza do problema estudado pode sugerir um padrdo de comportamento na
variancia do erro relacionado a alguma variavel explicativa, porém existem alguns
métodos formais de andlise dos residuos para detec¢do da condicdo de

heterocedasticidade.

4241
Teste de White

O teste de White ¢ o mais utilizado, pois ndo depende da hipdtese de normalidade
e ¢ de facil aplicagdo. Apos definir o0 modelo e estimar seus coeficientes, o teste
consiste em efetuar uma regressao dos quadrados dos residuos contra: as variaveis
explicativas X, seus valores ao quadrado e seus produtos cruzados. As hipoteses
do teste sdo: Hy: Var(s,) = 2 e Hy:Var(s,) = 6. A estatistica de teste esta

baseada na propria regressao formulada:

07 = Bo + Prxy + Poxy + 4 Pyjxi + Pojxs + 4 Bijxyxy + o+ vy (4.40)

Assintoticamente tem-se:

S~ a2
n-R2 = Yim (@ — w) 2

T IS w (4.41)
Onde,

n = tamanho da amostra;

k = nimero de parametros.

O teste de White possui uma limitacdo quanto a um nimero elevado de variaveis
explicativas no modelo, pois a inclusdo de todos os termos e combinagdes,
formulados para o teste, pode consumir rapidamente os graus de liberdade. Uma
opcdo para testar a heterocedasticidade nesses casos ¢ aplicar o teste Koenker-

Bassett.
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4.2.4.2

Teste de Koenker-Bassett

O teste de Koenker-Bassett, assim como o teste de White, estd embasado no
quadrado dos residuos, porém, em vez de realizar uma regressdao contra as
variaveis explicativas e suas combinacdes, o teste realiza uma regressdao dos
quadrados dos residuos contra os quadrados dos valores estimados de Y. A

regressao formulada para o teste é:

ﬁ? =180+ﬁ1(5}t)2 +vt (4.42)

A hipétese nula afirma que os erros sdo homocedasticos, através do coeficiente
B1. Logo, Hy: B = 0 e Hy: B; # 0. Os valores criticos do teste podem ser obtidos

por meio do habitual teste t para significancia de coeficientes.

425
Outliers

Outliers sao considerados observagdes extremas ou discrepantes, que podem ser
provenientes de algum erro de medig¢ao ou de algum efeito adverso. A presenga de
outliers na estimagdo e inferéncia de parametros, em qualquer andlise de dados,
pode comprometer os resultados e levar a conclusdes falsas ou a uma estimagao
enganosa. Em geral, para modelagem de dados em cross-section’, recomenda-se
descartar essas observacgdes, a ndo ser que, exista uma evidéncia direta que estas
observagdes extremas representem uma circunstancia que deva ser considerada.
Porém, quando se analisam dados tipo série temporal, 0 mesmo procedimento ndo
pode ser aplicado. Além das razdes Obvias de discretizacdo da série no tempo, a
observacdo de uma varidvel no tempo ¢ estd correlacionada com outras
observagoes da série. Os outliers em séries provocam efeitos como mudanga,

(abrupta ou suave) no nivel da série, e até alteragdes de sua tendéncia.

12 . ., .
Uma ou mais variaveis coletadas no mesmo ponto do tempo .
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Os outliers podem ser classificados de acordo com os diferentes tipos de efeito
que provocam no processo gerador da série. Em geral, os dois efeitos mais
considerados sdo o aditivo e o de inovagdo, [42]. Considere uma série temporal

estaciondria {Z,}, sem outliers, gerada por um modelo ARMA"(p,q):

¢(B)z, = 0(B)e,

B(B) = 1- 4B — = §,B7, (4.43)
6(B)=1-6,B—--—6,B9, Bz, =7,y
g 0(8) !
Onde e, ~iid (0,0%). Logo, z; = B Ct O 2t = g 6t

O outlier aditivo (AO) pode ser considerado uma grande discrepancia, que incide
apenas na t-ésima observagdo. Num instante /=7, o valor observado y, possui um
termo aditivo, 8,0, que representa a magnitude do outlier, este termo ¢ igual a

zero para t # T. AO pode ser definido como:

6(B)

_6(B) 1, t=T
Y = 5B)

et + 6A0dT! dT = {0 ce

(4.44)

O outlier de inovagao (IO) pode ser considerado um choque extraordinario na
série de inovagdes {e;} no instante /=7. Em outras palavras, IO ¢ o resultado da
aleatoriedade natural do processo. Este tipo de outlier incide nas observagdes
subsequentes, através da memoria do modelo dada pelas defasagens que compde o

termo 68(B)/¢(B). 10 pode ser definido como:

6(B
Ye = %(et + 810dr) (4.45)

Onde §;prepresenta a magnitude do outlier 10.
A ocorréncia de AO, na maioria das vezes, indica um erro no registro, € torna-se

necessaria uma acao no sentido de ajustar o instrumento de medi¢do. No entanto,

se 10 ocorre, nenhum ajuste da operacao de medigao € necessario.

B0s resultados obtidos nesta segio podem ser generalizados para o processo ARIMA(p,d.q),
modificando o valor de m(B), segundo a expressio: ¢p(B)A%y, = 6(B)e,.
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4.2.5.1
Anélise de Intervencéao

O AO pode ser corrigido com intervengdo do tipo pulse, que considera uma
variavel dummy com valor igual a um no momento da ocorréncia do outlier € zero

caso contrario, ¢ # 7. O modelo proposto para AO ¢:
(4.40)

O IO pode ser corrigido com intervengao do tipo step na série de inovagdes, com
valor igual a zero antes do momento da ocorréncia do outlier, e igual a um
posteriormente a ele, £ > 7. O modelo proposto para IO é:

1
Yt=Zt+610de, dT={

0, t<T
1, t=T

(4.47)
Embora o AO afete a série das observacdes apenas no periodo t=7, o impacto na
série de residuos ultrapassa um periodo. Em um processo AR(p), por exemplo, o
IO ir4 afetar apenas o residuo da observacdo em ¢=7. Por outro lado, o AO
detectado na observagdo y,-r, afetard os p residuos subsequentes. Este efeito pode
enviesar a estima¢ao dos coeficientes e sua precisdo, além disso, tem
consequéncias para posteriores analises dos residuos. Em geral, o IO tem efeito
menos prejudicial. Portanto, quando a intervencdo for realizada diretamente nos
residuos, as técnicas se invertem: os residuos terdo o efeito AO eliminado através

da intervencao step, ou o efeito 10 eliminado através da intervencao pulse.

4.2.5.2

Deteccéo de Outliers

Além da andlise grafica da série, a ocorréncia de outliers na série pode ser
avaliada através de um teste baseado na estatistica de razao de verossimilhanca.
Este teste, ndo s6 avalia a presenca de outlier, como determina o tipo de outlier, o
periodo de ocorréncia e a estimativa do impacto ou magnitude do outlier

identificado.
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As Eq.((4.46) e Eq.((4.47) podem ser generalizadas:

Yt =Zt+5l'vl(B)'dT (4.48)
Onde,
i=AO,IO;

§; = impacto inicial do outlier;

1, i— A0
v;(B) = estrutura dindmica do efeito do outlier = {1 / 5y 110
n(B)’

Considere a expressdo geral dos residuos da série com outliers {Y;}:

d(B)y, = 6(B)a,
a, =m(B) -y, (4.49)

Substituindo a Eq.((4.48) na Eq.((4.49), a expressdo dos residuos pode ser

avaliada em cada outlier:

a, = 8;[n(B) - v;(B) - dr] + e, (4.50)

Definindo x; = m(B) - v;(B) - dr, a expressdo anterior fica:
at = 5th + et (4.51)
Através da equagao linear (Eq.((4.51)), o estimador por minimos quadrados para o

impacto do outlier ¢é:

5 = Di=1aX;

i n xt (4.52)
E a variancia do estimador é:
< ol
Var(e) = sm (4.53)

Substituindo x; nas Eq.((4.52) e Eq.((4.53), tém-se os estimadores para o impacto

de cad outlier:
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~ ar — 7;{ T[jaT+j 5 A ) i
0 = oy = aom(Far, Var(8a0) = pZ00 (4.54)
Zj:o Ty
810 =ar, Var(SIO) =02 (4.55)
Onde:
(pio =(1+ 7T12 + 7'[% 4ot n%_T)—l;
T[(F) = (1 - T[lF - T[ZFZ [ — T[TL—TFn_T);

Kk, —
Ffar = ary.

O efeito de um IO no momento 7 pode ser estimado pelo residuo desse periodo
ar, como era esperado, porém o melhor estimador do efeito AO ¢ uma
combinac¢do linear de ar, arsj,..., ponderados de acordo com m do modelo

ARMA(p,q).

Finalmente, as estatisticas de teste sdo dadas pelas razdes:

Moy =20 ¢ gop =0
401 Ppo0e for O¢ (456)

As hipdteses do teste sdo: Hy: 849 = 60 = 0, ou seja, ndo existem outliers na
série, contra Hy: 8,40 # 0 € H;: 850 # 0. Sob Hy, ambas as estatisticas Ayo 1 € Ajo 1

seguem distribui¢do assintotica N(0, 7).

O teste consiste em um procedimento iterativo. Primeiro, estima-se a série {Y;}
pressupondo que ndo existam outliers, ¢ sob esta condi¢do, a; = e;. Os residuos e a
variancia residual serdo utilizados como estimativas dos parametros das
estatisticas de teste. Em seguida, as estatisticas de teste sdo calculadas para todos

os periodos de tempo e obtém-se 0 maximo absoluto:

i’1\40,max = max {l%AO,t' 1<t< n}
AIO,max = max {lAIO,t| 1<t< Tl}

(4.57)
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Determina-se A = max {AAO,max; AIO,max} e compara-se com o valor critico C. Se

A < C, ndo existem outliers. Porém, se 4 > C, ¢ possivel determinar o tipo, o

periodo de ocorréncia e o impacto estimado do outlier.

Os valores criticos, obtidos por simulagdo, foram selecionados por vérios autores
que sugerem C = 3 para alta sensibilidade, C = 3,5 para média sensibilidade e C =

4 para baixa sensibilidade.

Ap6s identificar o outlier, aplica-se a intervengdo na série de residuos de acordo

com o tipo encontrado, AO ou IO. Define-se o novo residuo é;:

t=T

b, P T (4.58)

P o
o
QD
5

|

y S
~
oo}
N/
S

Q
(o

<

A partir da nova série de residuos, livre do efeito do outlier em ¢=T, calcula-se a
nova variancia residual, que serd a estimativa de 2. As etapas anteriores sdo
repetidas até que nenhum outlier seja identificado. As estatisticas de testes sdo
recalculadas, sempre com base na estimativa inicial dos pardmetros, mas alterando

os residuos &, e 62.

4.2.6

Critérios para Selecéo de Modelos

O desenvolvimento do modelo envolve a decisdo de incluir ou excluir variaveis,
de acordo com seu poder explicativo e considerando o principio da parcimodnia.
Alguns critérios de comparacao entre modelos auxiliam essa decis@o, os principais
sdo AIC (4n Information Criterion) ou Critério de Akaike, e BIC (Bayesian

Information Criterion) ou Critério de Schwarz.

426.1
Critério de Akaike

Este critério consiste em aplicar uma penalidade ao acréscimo de novas variaveis

ao modelo, e tem o objetivo de comparar modelos com diferentes estruturas.
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Também tem sido empregado para determinar a extensdao da defasagem em um
modelo autoregressivo. AIC ¢ formalmente definido como a fungdo log-
verossimilhanga negativa avaliada nos parametros estimados, e penalizada pelo
nimero de pardmetros estimados. O menor valor de AIC indica o melhor modelo.

AIC ¢ definido por:

AIC = =2in(V,) + 2k (4.59)
Onde:
k =namero de pardmetros efetivamente estimados;

V}, = fungdo de maxima verossimilhanca do modelo avaliada no maximo.

4.2.6.2

Critério de Schwarz

Este critério esta intimamente relacionado com o critério de Akaike, e consiste em
aplicar uma penalidade ainda maior ao acréscimo de novas variaveis ao modelo. O

menor valor de BIC indica o melhor modelo. BIC ¢ definido por:

BIC = =2In(V}) + k - In (n) (4.60)
Onde,
n = tamanho da série;

k = namero de parametros.

4.2.7

Medidas de Aderéncia do Modelo

Ap0s definir o modelo e realizar o diagnostico dos residuos, a proxima etapa
consiste em avaliar o desempenho do modelo. Em geral, reserva-se um conjunto
de observagdes mais recentes da série para testar a capacidade preditiva do
modelo. Esse conjunto de dados ndo ¢ utilizado na fase do ajuste dos modelos, e ¢
denominado periodo out-of-sample ou periodo de validagdo. Entdo, o modelo final
¢ aplicado no periodo de validagdo de acordo com seu proposito € objetivo, que

pode ser previsao, simulagdo, entre outros. Espera-se que os resultados obtidos
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estejam proximos aos valores reais observados. Assim, algumas medidas de
aderéncia sdo utilizadas como ferramenta para mensurar a proximidade entre o
valor, previsto ou simulado (¥;), e o valor real (y;). As principais medidas sdo:
RMSE (Root Mean Square Error), MAE (Mean Absolute Error), MAPE (Mean
Absolute Percent Error), MPE (Mean Percent Error), SDPE (Standard Deviation

Percentage Error), definidas como:

(4.61)

(4.62)

MAPE = %Z L 3_& 2 ye %0 (4.63)
MPE = %i(yt m %) vz 0 (4.64)
SDPE = %Zn: (% - MPE)2 Ve #0 (4.65)

4.3

Estimacéo Robusta para Outliers

A partir da deteccao de outliers (desenvolvido na Secao 4.2.5.2), o préximo passo

¢ eliminar o efeito dos outliers da série contaminada.

A estimacdo dos parametros por minimos quadrados envolve equagdes para cada
¥: ajustado. No contexto de série temporal, uma observagdo suspeita, yr, sera
incluida nas p+/ equagdes consecutivas. Por isso, desenvolveu-se um
procedimento iterativo que elimina as equag¢des contaminadas pelo outlier e,

obtém uma estimativa robusta de y.
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Se a série {Y;} segue um processo AR(p), este pode ser representado por:

Y=X®+at

?=Xx3 (4.66)

Onde X ¢ a matriz formada pelo vetor Y defasado p vezes, resultando em (n-p)

5}17+1 yP N 61
R
}A’n : : (z)p

(n—-p)x1 (n—p)xp px1

equacoes:

O vetor dos valores ajustados Y pode ser reescrito como:

B =X"X)"1(XTY)
Y =X0 =X[(X"X)"'XT]Y = HY (4.67)

Onde H ¢ a matriz de projecdo. Logo, o vetor de residuos, R, pode ser escrito

como:

R=(I—HY (4.68)

Sabendo que existe um outlier em t=T. A matriz de varidveis explicativas X, e os

vetores Y e R, podem ser decompostos em trés partes:

X1 (T—p)xp
X = XZ kXp
_X3_(n—T—k)Xp

1] T-p)x1
Y=Y, kx1
_Y3_(n—T_k)X1

[Ri] (T—-p)x1
R=|R, kx 1
R —T-k)x1

Onde, k£ ¢ o nimero de equagdes que serdo eliminadas. O vetor de residuos, ainda

pode ser escrito sob a forma mais detalhada:
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I—Hy; —Hyp —Hyiz 11
R=| —Hy;y [I—H,; —Hy ||,
—Hsy —Hs, [ —HssllYs

Onde, H;; = Xi[(XTX)‘lXjT] e i,j=1,2,3. Apos a eliminagdo das k equagdes, o
novo estimador €:

0" = (XTX, + XIX)"1(XTY, + XI'Yy) (4.69)

43.1
Procedimento lterativo

Seja {Z;} uma série temporal estacionaria sem outliers, gerada por um modelo
ARMA (p,q), € sabido que esse processo pode ser aproximado por um AR (p—+q).

Lembrando que os coeficientes m de um processo ARMA sdo obtidos pela

equagdo m(B) = %, e por causa da invertibilidade 8(B)™1, estes coeficientes

decaem e se aproximam de zero para alguma defasagem p*, onde p* = p +q.

As etapas do procedimento incluem: estimar a série {Y;} por um processo AR (p*)
de ordem suficientemente elevada, e obter as primeiras estimativas @ pelo método
de minimos quadrados. Com base nos resultados do teste da razdo de
verossimilhanga, € possivel identificar o conjunto de outliers, o tipo e onde estdo
localizados na série. Seja t=T a posi¢do do outlier, o ajuste da série sera:
(1) Tipo AO: elimina-se (T —p*) equagdes até¢ T e obtém-se @*.
Substitui-se a T-ésima observagdo pelo seu valor esperado condicional

a todas as outras observagoes E(yr/y:,t # T):

= (4.70)
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(i1) Tipo 10: elimina-se a T-ésima equagdo e obtém-se @*. Substitui-se a

T-ésima observagao por:

Y=Yy t<T
yr =yr —dr, t=T

Vi =Ye— 1[);—7‘&% t>T (4-71)

Onde, d; ¢ a série de residuos gerada pela estimativa de @* e Y* € o
coeficiente do polindmio de grau infinito na definicdo 1 — ;B —

Y,B2— =1 —-mB—— n-p*BP*)—l.

A aplicacdo deste procedimento resulta em uma série livre dos efeitos dos outliers

tipo AO e/ou IO, pronta para ser utilizada em metodologias de modelagem.
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