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3 Modelos de Fatoragao Matricial

3.1 Introducgao

Algoritmos baseados em fatoracdo matricial sdo as implementagdes de
maior sucesso dos modelos de fatoragdo latente. Em termos gerais, esta técnica ¢
capaz de caracterizar tanto itens quanto usudrios através de vetores de varidveis
latentes inferidas de padrdes de avaliagcdo dos itens. Uma alta correspondéncia
entre as variaveis latentes de um item e um usuario levam a uma recomendagao.
Ela tem se tornado popular nos ultimos anos por conseguir combinar uma boa
escalabilidade com precisdo nas predicdes. Alem disso, oferece grande

flexibilidade para modelar diversas situa¢des do dia-a-dia.

Os sistemas de recomendacdo dependem de diversos tipo de dados de
entrada, os quais sdo geralmente estruturados numa matriz onde uma dimensao
representa os usudrios e a outra os itens de interesse. O objetivo nesses sistemas ¢
prever como os usudrios avaliariam um item que eles ainda ndo avaliaram para
entdo conseguir recomendar itens para os mesmos. Assumindo, por exemplo, que
temos 5 usudrios e 10 itens, e que as avaliagdes sdo 1 para as positivas e -1 para
as negativas, a matriz que representa o interesse dos usuarios pelos itens toma a

forma abaixo (um hifen significa que o usudrios ainda nao avaliou o item).

In 12 13 14 15 16 17 18 19 110

U1l 1 - -1 1 - -1 -1 -1 -
U2 1 -1 -1 1 1 I -1 -
U3 -1 1 - -1 - -1 1 - - 1
U4 -1 -1 1 1 -1 - -1 1
us 1 -1 1 - -1 - -1 -1 I -1

Tabela 3.1 - Um exemplo de matriz usuario item

Os dados mais convenientes para o bom funcionamento desses sistemas
s30 os que o usudrio fornece explicitamente como, por exemplo, avaliagdes sobre
seu interesse ou desinteresse por um item em questdo. Pilaszy e Tikk [38]
sugerem que mesmo um numero pequeno de avaliagcdes € melhor do que uma

vasta quantidade de atributos e metadados dos itens ou dos usuérios. A Netflix
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coleta estes tipos de dados para seus videos através de um sistema de avaliagdo
por estrelas em seu site numa escala que varia de 1 a 5. No TiVo, os usudrios
indicam suas preferéncias por séries de TV pressionando botdes que indicam
avaliacdes positivas ou negativas sobre o conteudo assistido. Esses dados
explicitos fornecidos pelos usudrios geram uma matriz esparsa, ja que um Unico

usuario tende a avaliar apenas uma pequena parcela dos itens consumidos.

Assim, a tarefa de prever as avaliagdes que faltam pode ser considerada
como preencher as células vazias (marcadas com hifen) com valores que fossem

consistentes com as demais avaliagdes existentes.

A intui¢do por traz do uso da técnica de fatoragdo de matrizes para a
resolugdo deste problema ¢ a de que devem haver algumas varidveis latentes que
determinam como um usudrio avalia um item. Por exemplo, dois usudrios
avaliariam positivamente um filme se ambos gostam os atores daquele filme, ou
se o filme ¢ um filme de agdo, o qual ¢ um género que os dois gostam. Entdo, se
conseguirmos descobrir estas caracteristicas latentes, deveriamos conseguir
também prever uma avaliacdo para um determinado usuério a cerca de um item,
pois essas variaveis latentes associadas a um usuario deveriam casar com as de

um dado item.

O ponto forte dessa abordagem ¢ que ela permite a incorporagdo de fontes
de informagao adicionais. Quando as avaliagdes explicitas dos usudrios nao estao
disponiveis, esses sistemas podem inferir as preferéncias dos usudrios usando
dados implicitos, os quais refletem indiretamente sua opinido através da
observagdo de seu comportamento, como seu histérico de compras, seus videos
vistos, sua navegacao pelo site, suas buscas, ou até mesmo os movimentos do seu
mouse. Esses dados implicitos denotam a presenca ou auséncia de determinados

eventos e também sdo utilizados no preenchimento da matriz.

3.2 Modelo Matematico

O conjunto /= {#,,,...,u,} define os usuarios do sistema de filtragem
colaborativa e o conjunto /"= {1}, 1,,...,v,} os itens disponiveis. O conjunto T é

chamando de conjunto de treino:
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TCUxVxO

com O representado os possiveis valores para as avaliagdes. O conjunto 7 define
todas as avaliacdes conhecidas consistindo de um usuério, um item e a avaliacao

que o usuario deu para um item.

A fungdo e explica o mapeamento de um usudrio #,E{ e um item

v, €V para uma avaliagio 7.

e:UxV =0
e(l//’ V/’) = /;j

A funcdo e ¢ estimada por um modelo é que prevé as avaliagdes para um
dado par usuario-item. O modelo é est4 relacionado com o correto mapeamento e

por
é(”j’ V/) = e(ll/" V/) + Z

onde Z ¢ o erro entre a predi¢do e a avaliacdo de fato. Geralmente, supde-se que

Z segue uma distribuicdo normal
Z~Muo’)
com media u e variancia o”.

A matriz de avaliagdes R, dada por

=1, 0, J=lysq

¢ a matriz com todas as avaliacdes, em que ndo existem células vazias. Na
maioria dos casos esta matriz ¢ desconhecida, pois dificilmente em um sistema
de recomendagdo todos os usuarios avaliam todos os itens. Geralmente,

conhecemos apenas um sub-conjunto desta matriz.

Como falamos anteriormente, o objetivo de um sistema de recomendacao
¢ recomendar novos itens que um usuario pode estar interessado. Para isso, um

preditor € necessario para aprender a partir das avaliagcdes fornecidas de forma a
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prever as avaliagdes que ndo foram dadas ainda. Desta forma, uma possivel
avaliacdo positiva pode ser dada por um usudrio para um item e, por esta razao, o

sistema recomendaria este item para o usuario.

Alguns sistemas de recomendacdo definem o erro médio quadratico
(RMSE, do inglés Root Mean Square Error) como ferramenta para medir os erros
de predicdo. Dessa forma, para um dado conjunto dados de teste
QOC Ux Fpodemos dizer que temos como objetivo minimizar a parte quadratica

do RMSE.

E(é(ui,vj) - rl.j)2 —min

(”,‘ ,V,')EQ

Treinar é requer bons ajustes de é. Estes ajustes poderiam ser encontrados
minimizando o RMSE para o conjunto de treino. No entanto, utilizar apenas o
conjunto de dados de treino para esta validacdo pode nos levar a um excesso ou

especializacao do treinamento.

3.3 Fatoracgao Matricial Incremental

O uso de fatoragdo matricial foi sugerido por Brandyn Webb (também
conhecido por Simon Funk) em seu blog [18] durante a competi¢cao Netflix Prize
[19]. Esta técnica esta fortemente relacionada a decomposi¢do de valores

singulares (SVD, do inglés Singular Value Decomposition) [20] [22] [24].

A idéia por tras de uma abordagem de SVD classica ¢ decompor uma

matriz de avaliagdes P de dimensdo 7 x 7 em um produto de trés matrizes,

P=AK

onde 4 possui dimensdo 7 x 7, X possui dimensdo # x 7 ¢ B possui dimensao
mx m. As matrizes A e B sdo ortogonais. 2 ¢ uma matriz diagonal com k&
entradas diferentes de zero. Assim sendo, as dimensoes efetivas das matrizes 4,
2 e Bsdo nx £, £x £ e £x m, respectivamente. Estas k entradas diagonais ¢,
da matriz X' sdo todas positivas com ¢, =g, =...=2 5, =0. As colunas de 4 e B sdo,

respectivamente, chamadas de autovetores a esquerda e a direita de P.

Se pegarmos apenas os 7 << 4 valores singulares mais significativos, o
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produto destas trés matrizes serd uma matriz de posto r, a qual referenciamos por
P'" e ¢ a melhor aproximacdo de P com posto r considerando a norma de

Frobenius.

2

2 =2y

|- =3
/=1 =1

O uso da técnica SVD também traz a tona alguns problemas quando
aplicada ao dominio aqui proposto. Geralmente, a matriz de avaliagdes R ¢ uma
matriz esparsa e a técnica apresentada ndo funciona com este tipo de matriz.
Algumas adaptacdes tem sido feitas para minimizar este problema, como
preencher as entradas em branco com zeros ou utilizando outras técnicas mais
sofisticadas [21] [23]. Um segundo problema ¢ o fato de R ser, tipicamente,
grande. Calcular o SVD para matrizes grandes requer uma enorme capacidade de

processamento computacional.

A abordagem incremental para o SVD proposta por Simon Funk funciona
consideravelmente bem e ¢ também facil de se implementar, enderecando
diretamente estes problemas. Trata-se de um algoritmo de gradiente descendente

que calcula a aproximacao utilizando apenas os valores conhecidos de R.

A técnica € bem parecida com o SVD original. Ao invés de decompor R

em trés matrizes, focamos apenas em duas matrizes, as matrizes caracteristicas.

Figura 3.1 - Fatoracdo matricial incremental
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R=PO=R

Retornando para o nosso dominio de recomendagdes, podemos formular
o problema da seguinte forma: Suponhamos que temos uma matriz R (u X v)
contemplando as avaliagdes dos usudrios para os itens, e onde u ¢ o numero de
usuarios € v o numero de itens. E assumamos que queremos considerar f

variaveis latentes. Queremos calcular uma aproximacdo R’ da matriz R, tal que
. PN . 4 . . . .

|7 -4, seja minimizada, e &= 7, f(val /) . A i-ésima linha da matriz P ¢ o

vetor de preferéncias do usudrio i, e a j-ésima linha da matriz Q ¢ o vetor de

caracteristicas do item j. Dessa forma, conseguimos extrair uma aproximacao

para os dados desejados, e podemos usa-los para preencher os valores

desconhecidos da matriz R calculando o produto escalar das preferéncias do

usuario pelas caracteristicas do item
/
Py VY V0
#=1

onde p,, e g, sdo componentes dos vetores de preferéncias do usudrio i € do

item j, respectivamente. Em seguida, podemos calcular o erro quadratico entre a

estimativa e a avaliagdo de fato:

s 2
812/—( —Au,v )) /;].—Epﬂq@,
=

O algoritmo de aprendizado que pode minimizar este erro, sfj —min, utiliza o

gradiente descendente estocastico para diferenciar a equagdo em relacdo as
diferentes variaveis latentes e obter as equagdes de atualizacao

p' p1k+a _101/{’+2a8//qk/

dp /3
2

q‘ Qé/+ a—— 07q = Q/r/+2a8yp1t
V74

onde o ¢ taxa de aprendizado. Este nimero controla o quanto do erro entra no

passo de atualizacdo do valor da varidvel latente em questdo. O valor de a

deveria ser consideravelmente pequeno, algo em torno de 0.001. Com a defini¢do
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das equagdes de atualizacdo, podemos definir o algoritmo base abaixo. Esta
abordagem [25, 26, 27] combina uma facil implementagdo com um tempo de
execucao relativamente rapido. Sua pseudo-implementacao pode ser conferida a

seguir.

Algoritmo 1 - Algoritmo base

Entrada: Matriz de avaliagdes R e nimero de variaveis latente f.

1: Inicialize as matrizes P e Q pela primeira vez com um numero fixo ou de
forma randémica

2: parak=1 até ffaca
3 repita
4 para Y(u,v,,7,)E 7 faca
5: calcule ¢,
6 atualize p, e g,
7 fim
8 2
recalcule E(u,,v,,r,,)gf/'
9: até alguma condi¢do de convergéncia ser atingida

10: fim

Saida: Matrizes P e Q com os vetores de varidveis latentes.

Algoritmo 1 - Versdo basica

Existem diversas variagdes deste algoritmo. Alguns sugerem treinar uma
variavel latente de cada vez, outras consideram treinar todas simultaneamente.
Esta ultima forma tende a convergir mais rapido com rela¢do a quantidade total
de iteragdes necessarias. No entanto, em nossa implementacdo notamos que,
apesar de precisarmos de uma quantidade maior de iteragdes, o primeiro método
foi mais rapido pelo fato de conseguirmos otimizar o cddigo cacheando as
variaveis latentes conforme elas forem sendo calculadas. Uma vantagem do
treino simultdneo € que a variadncia de cada varidvel latente ndo se altera tanto
quanto no caso do treino independente. Isto significa que a primeira variavel
latente acaba tendo um peso bem maior na predi¢do enquanto que as demais

tentam apenas prever residuos menores.

3.4 O Fator de Regularizagao

Alguns incrementos a este modelo de fatoracdo matricial tem sido
propostos. Um deles consiste em adicionar um fator de regularizacdo S as

equagoes de atualizacdo. A inclusdo deste parametro visa suprimir o problema de
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sobre-treino e, portanto, melhorar a performance das predi¢des. As equacdes de

atualizagdo ficam assim:

de,
Ad /71/6 +al— 0710 [))pzi 1”//( + a(zg//qé/ /31”//r)

%

e,
7=yt 7. Bay|=ay+ a(Zgl,/pM - /3717‘)

£

E a equacdo de erro passa a ser:

2

Ep'ﬂk/ gé(ﬁff*—quf/) rz‘/‘_ép/‘ﬂkj +§ﬂdz +42]

A
/372(0/'“'7/27)

Chamamos 4=l de termo de regularizagdo. Assim como a variancia

das varidveis latentes tende a cair durante o treino, a do pardmetros de

Br.ie Py,
regularizag¢do também cai a medida em que uma nova variavel latente

¢ treinada. Isto significa que a adicdo deste termos introduz um erro artificial as
equacdes, especialmente para as primeiras varidveis e sua alta variancia. E este
erro decai com o passar do tempo. Resumindo, este fator desloca o peso na
predicdo das primeiras varidveis latentes para as seguintes e o algoritmo pode

treinar com mais iteragdes € com menos sobre-treino.

3.5 Adicionando Vieses ao Modelo

Um dos beneficios de se utilizar uma abordagem de fatora¢do matricial
para filtragem colaborativa ¢ a flexibilidade em lidar com diversos aspectos dos

dados do contexto e outros requisitos especificos do dominio de aplicagao.

Muito das variagdes observadas nos valores das avaliagdes ¢ devido a
vieses associados aos usudrios ou aos itens em questdo, independente de qualquer
interacdo. Por exemplo, alguns dados de sistemas de filtragem colaborativa
demonstram uma tendéncia sistemdtica de alguns usuarios a avaliarem os itens
melhor do que outros usudrios. Dessa forma, alguns produtos sdo percebidos

como melhores, ou piores, que outros.
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Ao invés de explicar uma avaliagdo por uma interagdo na forma p’g s

tentamos identificar a por¢do destes valores que os vieses dos usuarios e dos
itens poderiam explicar, deixando para as matrizes P e Q apenas a por¢do da

interagcdo em si.

Paterek [26] sugere a adi¢ao desses vieses ao modelo de predigdo através
da inclusdo de duas varidveis, uma para cada item e outra para cada usudario, no
calculo de é. Estas constantes sdo treinadas simultaneamente. Propomos uma
pequena modificagdo no calculo de é. Para cada varidvel latente,
disponibilizamos duas varidveis da forma proposta por Paterek e treinamos as

mesmas juntamente com as matrizes de varidveis latentes dos usudrios e itens.
/
v = X2t + b+,
=1

Assim, as avaliagdes observadas sdo quebradas em trés componentes:
vieses dos itens, dos usudrios e a interacdo entre o usudrio e o item. Isto permite

que cada componente indique o seu peso na avaliagdo prevista.

As equagdes de atualizagcdo para os elementos das matrizes de variaveis
latentes dos usuarios e itens permanecem inalteradas. As equacdes de atualizagdo

para 4,e b, sdo

Jde;,
— _U — — —
8= b+ K 5 ~08) =4 (e, -5,
2

Je;,
b =b.+xy—2-8b

oYy J bj 7= é_/ X (281’/’ - 6&/’ ]

onde y ¢ a taxa de aprendizagem e 6 um outro pardmetro de regularizacao.

A equagdo para o erro de predi¢do incluindo os novos parametros de

vieses e regularizagdo passa a ser

2 < 2 /3 2 2 o 2 2
&=\ 7= Do+ b)) (A A Y56+ 5)
#=1

Como esses componentes de viés tendem a ter um peso grande na
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predicdo das avaliagdes, uma boa precisdo em sua modelagem ¢ fundamental.

3.6 Adicionando Dinamicas Temporais ao Modelo

Até entdo, os modelos apresentados sdo todos atemporais. No mundo real,
a percepgao e a popularidade de um item estd mudando constantemente a medida
que novos itens surgem. Da mesma forma, as preferéncias dos usudrios evoluem,
levando-os a redefinir seu gosto. Sendo assim, o sistema deve levar em
consideracdo esses efeitos temporais no mapeamento da natureza dindmica e

variavel das intera¢des entre usuarios e itens.

A abordagem de fatoracdo matricial se adapta bem a modelagem desses
efeitos temporais, permitindo que tenhamos uma precisdo ainda maior na
predicdo das avaliagdes. Decompor as avaliagdes em termos distintos permite ao
sistema tratar cada efeito temporal separadamente. Especificamente, podemos

considerar os seguintes efeitos: os vieses dos usudrios 4(7/) mudam com o

tempo, assim como os vieses dos itens bj(/‘) e as preferéncias dos usudrios

2A7). Por outro lado, ndo ¢ de se esperar uma significativa variagdo temporal

nas caracteristicas dos itens ¢ ,(7), ja que os mesmos sdo estaticos por natureza.

Neste trabalho, demos uma atengdo especial a variagdo temporal da
relevancia dos itens. Por exemplo, videos podem se tornar populares ou
impopulares devido a eventos externos como, por exemplo, a apari¢do de um
determinado ator em uma nova novela. Assim, tratamos os vieses de um item

V/ j(f) em nosso modelo de predi¢do como uma fungao do tempo.

Koren [28] sugere dividir os vieses de um item em fragmentos baseados
no tempo. Durante cada periodo de tempo em um fragmento tem-se a tradugao de
uma dada particularidade. A decisdo de se dividir a linha do tempo em
fragmentos deve balancear o objetivo de riqueza em detalhes (pequenos
fragmentos) com a necessidade de um numero minimo de avaliagdes por

fragmento (fragmentos maiores).

b
é(”/" V/” f) = Ep/ﬂ:{f/-i- é/+ é/(f)
#=1
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Um dia ¢ estaria associado a um fragmento Bin(#) de forma que a
particularidade do item seja dividida entre uma parte estaciondria e uma que

evolui com o tempo:
6 =b,+b, 4,

Em termos praticos, 2, ,,,,

=~ MD=Bvxs). B contempla as variagoes
temporais para os itens, onde v ¢ o nimero de itens e s 0 numero de fragmentos
temporais. A j-ésima linha da matriz M ¢ o vetor de caracteristicas do item j e a

b-ésima linha da matriz D ¢ o vetor de caracteristicas temporais do fragmento b.

Podemos extrair uma aproximacdo para o efeito temporal sobre o item

/
desejado pela equagdo 4, 4., = #,d), = E m, g, onde 7C .
=1
A equagdo para o erro de predi¢do incluindo os novos parametros de

vieses e regularizagdo passa a ser

Vs 2
‘ o)

FUEIGE Eﬁfﬂ@* b+, 40,400 | + g @dz +H4\2 )+ 5 (éf +0+ bimm)
=

A partir do erro calculado, utilizamos também o gradiente descendente
estocastico para diferenciar a equacdo que contempla as dinamicas temporais dos

itens em relacdo as suas varidveis latentes e obter as equacdes de atualizagdo

2
!

S/,,
W= O = | = 9(2‘94‘/’;& -y /r)
ar
e,
d =y, + 0 - Py | = dyy+ 0(251/77//r_ pd;f/;)

kb
onde 0 ¢ a taxa de aprendizagem e p um outro parametro de regularizagao.

A fragmentacdo dos pardmetros funciona bem para mapearmos a
evolucdo temporal da relevancia dos itens. No caso dos usudrios, o desafio ¢
maior. E necessario uma resolugdo detalhada dos vieses dos mesmos para
detectar pequenos efeitos temporais. No entanto, ¢ baixa a expectativa por um

nimero suficiente de avaliagdes dos usudrios para cada fragmento de tempo.
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Nesse caso, diferentes formas tém sido consideradas para parametrizar o

comportamento temporal dos usuéarios [28, 29, 31].

3.7 O algoritmo final

Como veremos no préximo capitulo, o conjunto de dados utilizado em
nossos experimentos possui algumas peculiaridades que precisaram ser levadas

em consideracdo para que o algoritmo tivesse uma performance aceitavel.

Uma das alteracdes feitas consistiu em definir um nimero minimo ¢, de
passos de treino para cada variavel latente, assim como um nimero maximo e, .
Estes dois limites sdo dinamicamente ajustados dependendo do ntmero de
variaveis latentes que estamos treinando. Isto ¢ necessario porque caso contrario
o algoritmo encerraria o treino logo apds alguns poucos passos. Para as tltimas
variaveis, ¢ necessario um numero de passos de treino maior para garantir que

houveram melhorias nas predigdes (redugdo do RMSE).

A melhoria no RMSE ¢ medida em cinco passos, ou seja, a diferenca no

RMSE para a variavel latente k e o passo e ¢ dada por:
A, = RMSE;™ - RMSE
Um minimo de 5 passos de treino ¢ necessario para cada variavel latente.

No caso de o nimero minimo de passos de treino ser atingido e o RMSE
parar de cair, o algoritmo encerra o calculo daquela varidvel e parte para a

seguinte.

Por fim, armazenamos os valores das variaveis latentes conforme as
mesmas iam sendo calculadas para acelerar o calculo das demais. O algoritmo de

treino final ¢ apresentado a seguir.

Algoritmo 2 - Algoritmo final

Entrada: Matriz de avaliagdes R, nimero de variaveis latentes f e numero de
segmentos temporais b.

1: inicialize as matrizes P e Q pela primeira vez com um niimero fixo ou de
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forma randémica
2: inicialize os vetores de vieses dos usuarios 4, e itens £, com um nimero

fixo ou de forma randémica
3: inicialize as matrizes M e D de dindmicas temporais para os itens com um
numero fixo ou de forma randomica

e AN A

9:
10:
11:

12:
13:

14:
15:

16:
17:
18:
19: fim

para k=1 até ffaca

parae=1at¢ ¢, faca

para Y(u,v,,7,)E 7 faca
calcule €,
atualize p, e ¢,
atualize 4, ¢ 0,
parat=1 até b faca

atualize 7, ¢ a,
fim
recalcule E(

UV, 1y

)ef./. ¢ 0 RMSE
recalcule A

se A, <0.000l oue> e .
interrompa
fim
armazene o valor da variavel calculada

Saida: Matrizes P ¢ Q com os vetores de varidveis latentes, vetores 4, e 4, com

os vieses dos itens e usudrios e matrizes M e D contemplando o efeito temporal

nos vieses de um item.

Algoritmo 2 - Versdo final com viés e dindmicas temporais
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