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Apêndice A 

 

 

7.1  

Estatísticas Descritivas 

 

Na figura abaixo, apresentamos os logaritmos dos retornos do índice 

S&P500 ao longo do tempo. Observamos três clusters de volatilidade. O primeiro 

no início (set/89 até mar/93), o segundo entre as observações na posição 2.000 a 

3.300 (ago/97 até jul/93) e o último a partir de 4.800 (set/08 até dez/10). O último 

cluster corresponde ao período da última crise financeira. 

 

Figura A.1. Retornos da série S&P500 ao longo do tempo. 

 

O aumento da volatilidade é refletido no histograma, que apresenta 

excesso de curtose (Kurtosis  = 11,94). A assimetria negativa (Skewness = -0.224) 

indica que a cauda esquerda é a mais longa e que a maior parte dos retornos estão 

à direita. A partir do teste Jarque-Bera (Probability = 0.00), rejeitamos a hipótese 

nula de normalidade dos dados. 
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Figura A.2. Histograma dos retornos da série S&P500. 

 

Apresentamos também o correlograma dos retornos e dos retornos ao 

quadrado da série. O objetivo é verificar a existência de dependência linear e não-

linear. A partir do teste Ljung-Box (na coluna Q-Stat), rejeitamos a hipótese nula 

que diz que não existe autocorrelação. Nesse caso, os retornos têm dependência 

linear e não-linear. 

 

 

Figura A.3. Correlograma dos retornos da S&P 500. 
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Figura A.4. Correlograma dos retornos S&P500 ao quadrado. 

 

Nas análises anteriores, podemos constatar os principais fatos estilizados 

relativos a retornos financeiros. Os retornos são em geral não autocorrelacionados, 

mas podem apresentar dependência linear desprezível entre as suas observações. 

Na figura A.3, temos autocorrelações estatisticamente significantes, embora os 

coeficientes não sejam relevantes (observe os valores da coluna AC e PAC). Na 

figura A.4, os quadrados dos retornos são autocorrelacionados, isto é, apresentam 

um tipo de dependência não linear (uma correlação de lag um pequena e depois 

uma queda lenta). Essa característica é responsável pelos padrões alternantes da 

volatilidade observados no gráfico A.1. Os aglomerados de volatilidade implicam 

na existência de dependência da variância condicional da série, que é capturada 

através da estrutura de dependência existente nos modelos do tipo GARCH. No 

gráfico A.2, observamos a distribuição incondicional dos retornos apresentando 

caudas mais pesadas do que uma distribuição normal, embora seja 

aproximadamente simétrica, em geral é leptocúrtica. 
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Na figura abaixo, apresentamos os resíduos padronizados obtidos a partir 

da estimação dos parâmetros do GARCH-M (1,1). Visualmente, eles têm 

aparência de retornos sem a presença dos clusters de volatilidade. Nesse caso, 

temos a presença de vários picos negativos ao longo da série. 

 

Figura A.5. Resíduos do GARCH-M na série S&P500 ao longo do tempo. 

 

Em comparação com a série de retornos S&P500, houve uma redução no 

excesso de curtose (Kurtosis = 5,65) e na assimetria negativa (Skewness = -0.494). 

O histograma mostra que a cauda esquerda é a mais longa. Novamente, com o 

teste Jarque-Bera (Probability = 0.00), rejeitamos a hipótese nula de normalidade 

dos dados. 

 

 

Figura A.6. Histograma dos resíduos do GARCH-M da série S&P500. 
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Apresentamos o correlograma dos resíduos e dos resíduos ao quadrado do 

GARCH-M (1,1). A partir do teste Ljung-Box (na coluna Q-Stat), não rejeitamos a 

hipótese nula, ou seja, os resíduos não têm dependência linear e não linear. 

 

Figura A.7. Correlograma dos resíduos do GARCH-M da série S&P500. 

 

 

Figura A.8. Correlograma dos resíduos do GARCH-M da série S&P500 ao quadrado. 
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7.2  

Algoritmo para estimação GARCH-M (1,1) com Prêmio de Risco 

 

Retornamos as equações (2.29) e (2.30) do modelo GARCH Gaussiano 

sob medida P: 

ܵ௧ ൌ ܵ௧ିଵ݁
௥ାఒඥ௛೟ି

ଵ
ଶ௛೟ାఌ೟ 

(

2.29) 

 

ඥ݄௧ߣ + ௧= rݕ - 
1
2
݄௧+ߝ௧ 

(

2.30) 

com, 

௧|߶௧ିଵߝ ~ ܰሺ0, ݄௧ሻ  

e 

݄௧ ൌ ଴ߙ ൅෍ߙ௜ߝ௧ି௜
ଶ ൅෍ߚ௜݄௧ି௜

௤

௜ୀଵ

௣

௜ୀଵ

 

Sabemos que, 

௧ݕ ߶௧ିଵ⁄ ~ܰ ൬ݎ௧ ൅ ඥ݄௧ߣ െ
1
2
݄௧, ݄௧൰ 

Retornando a (2.29), 

ܵ௧ ൌ ܵ௧ିଵ݁௬೟ 

O valor esperado é dado por, 

ሾܵ௧ܧ ܵ௧ିଵ⁄ ሿ ൌ ݁ாሾ௬೟ሿା
ଵ
ଶ௏ሾ௬೟ሿ ൌ ݁௥೟ାఒ௛೟

భ మ⁄
 

 

Algoritmo para estimação do prêmio de risco e dos parâmetros 

GARCH: 

 

Passo 1: 

ߙ  ൌ ߚ ൌ 0, ݄௧ ൌ ߤ ଴ eߙ ൌ ݎ ൅   ଴ߙߣ

 Estima por Mínimos Quadrado Ordinários: ݕ௧ ൌ ߤ ൅  ௧, ondeߝ
,௧~ܰሺ0ߝ ݄௧ሻ 

 
min
ఓ
෍ሺݕ௧ െ ሻଶߤ
்

௧ୀଵ

ൌ ௧ഥݕ  
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௧ߝ  ൌ ௧ݕ െ ௧ഥݕ  

଴ߙ  ൌ  ௧ሻߝሺݎܸܽ

 
ߣ ൌ

௧ഥݕ െ ݎ
଴ߙ

 

 

Passo 2: 

 
כ௧ݕ ൌ ௧ݕ െ ݎ െ ඥ݄௧ߣ ൅

1
2
݄௧ 

 Ajusta um GARCH (1,1) em  ݕ௧כ para extrair os ݄௧כ 
 

Passo 3: 

௧ݕ  ൌ ݎ ൅ ඥ݄௧ߣ
כ െ ଵ

ଶ
݄௧כ ൅ ,௧~ܰሺ0ߝ ௧ , ondeߝ ݄௧כሻ 

 ௬೟ି௥ାଵ ଶ⁄ ௛೟
כ

ඥ௛೟
כ ൌ ߣ ൅ ఌ೟

ඥ௛೟
 onde , כ

ఌ೟
ඥ௛೟

כ ~ܰሺ0,1ሻ 

 
min
ఒ
෍ቆ

௧ݕ െ ݎ ൅ 1 2⁄ ݄௧כ

ඥ݄௧
כ

െ ቇߣ
ଶ்

௧ୀଵ

 

 

Passo 4: retorne ao passo 2 até que ߣ se estabilize. 
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7.3  

Algoritmo no Matlab para gerar os gráficos sob medidas P e Q 

 

% Criação dos Vetores: Retornos e a Probabilidade Neutra ao Risco. 
Instante     = 30; 
Retorno      = Retornos_acum(:,instante); 
Probab       = Probab_nr; 
 
% Criação dos Vetores: Frequência Absoluta (fabs) na Medida P e o Ponto 

Médio (bins). 
nbins        = 50; 
[fabs, bins] = hist(Retorno,nbins); 
 
% Criação dos Vetores: Limite Superior (sup) e o Limite Inferior (inf). 
sup          = cumsum(fabs,2); 
ind          = 1:nbins-1; 
inf(1)       = 1; 
inf(ind+1)   = sup(ind)+1; 
 
% Criação dos Vetores: Retornos Acumulados em Ordem Crescente (ys) e o 

de Índice (ixx) que tem a localização de cada retorno individual no vetor original 
de Retornos Acumulados. 

[ys ixx]     = sort(Retornos_acum(:,instante)); 
 
% Criação do Vetor de Probabilidades Neutra ao Risco (Probab_nr2) 

organizado de acordo com os índices definidos no passo anterior (ixx). 
Probab_nr2   = Probab(ixx); 
 
% Criação do Vetor Peso que é o somatório das Probabilidades Neutra ao 

Risco que existe em cada intervalo de classes. 
for i=1:nbins    
    peso(i)= sum(Probab_nr2(inf(i):sup(i))); 
end 
  
% Criação da Frequência Absoluta sob Medida Q. 
barra = (peso.*50000); 
 
% Gráficos Medida P e Q. 
figure 
hold on 
plot(bins,fabs,'-ko') 
plot(bins,barra,'-k','LineWidth',2) 
legend('ENP Bootstrap Medida P','ENP  Bootstrap 

Medida Q',2); 
hold off 
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