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Aprecamento Neutro ao Risco

O processo de globalizacdo dos mercados financeiros iniciou, na década de
60, com internacionalizagdo bancaria que procurou acompanhar o crescimento dos
investimentos diretos e dos fluxos comerciais em novos mercados. O padrao de
crédito mundial, centrado nos bancos internacionais, permitiu um grande
crescimento das atividades econOmicas e financeiras em diversos paises. Segundo
Vasconcelos [38], a ruptura deste padrdo de crédito ocorreu com a substitui¢ao
deste sistema por outro baseado no mercado de capitais, provocando profundas
transformagdes no cendrio mundial. Dentre elas, podemos destacar: aumento da
concorréncia (devido a perda de importancia do setor bancério e ao crescimento
dos investidores institucionais), politicas de liberalizagdo financeira e as
inovacdes financeiras, como a securitizacdo de dividas e os mecanismos de
reduc¢do de risco (futuros, swaps e opgdes).

Essa integracdo dos mercados mundiais junto com as inovagdes
financeiras proporcionaram novos riscos € novas oportunidades de investimento
aos investidores. Nesse contexto, aprecar os novos ativos disponiveis na economia
de maneira mais eficiente tornou-se prioridade para o mercado. De acordo com
Cochrane [8], temos duas formas de determinar os pregos dos ativos: o
aprecamento absoluto e o relativo. No primeiro caso, a teoria concentra-se na
mensura¢do das fontes de risco que afetam os precos dos ativos e, no segundo
caso, o objetivo ¢ determinar o preco de um ativo que esta em fungdo do preco de
outro ativo. Um exemplo clédssico de apregamento relativo ¢ o modelo de Black e
Scholes [3] para aprecar opgoes.

Desde a década de 70, o mercado de opgdes vem se expandindo e se
apresentado como uma alternativa de investimento, que ora funciona como um
mecanismo de hedge contra as variagdes dos pregos no futuro ou, simplesmente,
para obter lucros a partir da especulagdo. De acordo com Hull [24], as opgdes sao
instrumentos derivativos que garantem o direito, mas ndo a obrigacao, de comprar
ou de vender um ativo em uma data futura por um preco previamente estipulado.

Na determinagdo do preco justo dos instrumentos derivativos, os principais
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modelos utilizados pelo mercado sdo a tradicional formula de Black e Scholes [3],
e suas distintas extensoes, ¢ os modelos baseados na avaliagao neutra ao risco de
Cox & Ross [10] e de Harrison & Kreps [23]. Neste capitulo, procuramos
apresentar os conceitos basicos fundamentais, as ideias principais e trés modelos

importantes para o aprecamento de opgoes.

2.1

Conceitos Basicos

211

State-Price

Segundo Ait-Sahalia e Lo [1], um dos avangos tedricos mais importantes
na economia do investimento sob incerteza ¢ o preference state-time de Arrow [2]
e Debreu [11]. Eles introduziram titulos puros, ou contratos contingenciais, que
pagam uma unidade monetaria para um estado especifico da natureza e nada para
qualquer outro estado. O ativo Arrow-Debreu inspirou duas das principais
abordagens encontradas na literatura referente a aprecamento de derivativos. Os
modelos de equilibrio baseados na preferéncia, como em Rubinstein [34] e Lucas
[27], e os modelos baseados na ndo-arbitragem, conforme o de Black e Scholes
[3]. Os pregos dos titulos Arrow-Debreu sdo chamados de State-Price e, para os
estados continuos da natureza, State-Price Density (SPD).

De acordo com Duffie [14], basta a existéncia de qualquer uma das trés
condi¢des — auséncia de arbitragem, otimalidade do agente unico e mercado em

equilibrio — para a existéncia de state-price’.

2111

State-Price Baseado na Otimalidade

Suponha uma economia que possua apenas dois instantes, t=0 ¢ T=I.
Admita que existam N ativos disponiveis no instante t, cujos precos sao dados

pela variavel aleatéria S;(t), onde i = 1, 2,..., N. A passagem do tempo traz a

" Em Duffie [14] essa discussdo ¢ apresentada com maiores detalhes.
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incerteza em relagdo ao futuro. Entdo a representamos através de um conjunto de
cenarios  possiveis que pertencem a um espaco amostral finito
N ={w;, Wy, ..., w;}, onde cada estado w;, com j = 1, 2...., k, ocorre com
probabilidade p(w;), ou simplesmente pj, € 0 Z§=1 p; = 1. Assim, no instante T,
cada ativo (i) tem um valor de acordo com o estado (j) da economia, definido por

I}(wj), ou [};. Matricialmente,

S, P1 Iy - g
Sy Pk Ing - Ik

De acordo com Copeland ¢ Weston [9], um investidor poderia construir
um portfélio, com esses ativos, que tivesse o0 mesmo payoff em todos os estados,
ao invés de pensar em payoffs individuais nos varios estados. Entdo,

representamos esse portfolio através de um vetor coluna de tamanho N, onde cada

7 representa quantas unidades de um ativo, em particular, serdo mantidas na

carteira pelo investidor. Temos,

e o portfolio serd dado por,
sTo

A matriz T';; representa o mercado, pois ela contém o conjunto de todos os
payoffs dos ativos. E dentre os ativos disponiveis, destacamos dois grupos: os
Linearmente Independentes (LI) e os Linearmente Dependentes (LD). Os ativos
LI s3o aqueles cujos rendimentos ndo podem ser reproduzidos através de uma
combinacdo linear de outros ativos, sao analogos aos titulos Arrow-Debreu. Ja os
ativos LD podem ter seus rendimentos replicados a partir de uma combinagdo
linear de outros ativos. Assim, concluimos que essa carteira replicante sera
composta, principalmente, pelos ativos LI que reproduzem qualquer padrao de

retorno a partir de uma combinacgao linear.
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Segundo Copeland e Weston [9], se existem tantos titulos LIs quanto
existem estados possiveis do mundo o mercado ¢ completo, isto ¢, qualquer
padrdo de retorno pode ser reproduzido. Caso contrario, concluimos que um
mercado ¢ incompleto quando ndo conseguimos reproduzir os retornos através
criacdo de um portfolio. Qual seria o prego de um portfélio replicante neste
mercado completo? Para Rubinstein [34], a lei do prego unico determina que dois
ativos que apresentem o mesmo padrao de retorno tenham o mesmo preco para
que nao haja arbitragem.

Dada a inexisténcia de arbitragem, o prego do portfélio depende apenas da
preferéncia do investidor em relagdo ao risco € o retorno. A fungao utilidade?
permite classificar as riquezas aleatdrias através de seus valores de avaliagdo e
compreender como um investidor racional decide sob condi¢des de incerteza.
Conforme em Matos [29], assumimos que todos os investidores maximizam a

funcdo utilidade esperada’, de forma que a escolha do portfolio 6timo depende da

satisfacao da decisdo intertemporal do consumo. Isto &,

max EP{U[x(0),Y(D]} (2.1)
s.a

x(0) =x—ST60

Y(O)=Y+TITH

onde, x(6)(1x1) € 0 consumo para o instante t; X(1xq) € a riqueza inicial;
S T@(le) o prego de mercado do portfolio & ; Y (6)(kx1) indica o plano consumo
para todos os cendrios em T; Yxq1) € o plano de consumo esperado para T;
r TH(le) corresponde ao incremento esperado para consumir em T. A fun¢do

objetivo, sob medida de probabilidade original P, demonstra que o investidor pode
ajustar o grau de consumo no futuro de acordo com as quantidades negociadas dos

ativos que irdo compor o portfolio. Para encontrar o ponto maximo, deve-se

deriva-la em relagdo a ¢ e igualar o resultado a zero. Segundo, a notagdo Leibniz,

2 Uma fungdo utilidade pode variar entre os agentes devido a tolerancia individual em relaggo
risco. Porém, ela deve ser monotonica ¢ estritamente crescente para evidenciar que o investidor
racional prefere mais riqueza a menos e, também, ser concava para denotar a aversao ao risco.

3 O principio da utilidade esperada foi estabelecido por von Neumman e Morgenstern [39].
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0U (x(8), Y(8)) _ i U(x — ST, Y +I'TO) [x(8),Y ()]

30 [0x(0), 3Y (0)] 96 Pi (2.2)

As condigdes de primeira ordem indicam que a escolha do portfélio 6timo

deve obedecer este critério, temos
OE[U] =0 = -U,ST+E[U,IT] =0 (2.3)

De acordo com Matos [29], um decréscimo na utilidade marginal do
consumo em t serd compensado por uma utilidade esperada bem maior para
consumir em T. A escolha do portfélio 6timo estabelece uma forma de aprecar os

ativos em t, baseando-se nos retornos futuros, através do seguinte relacionamento:

SN RN
= =
onde,
U /oY,
Piguiax Vi~ 0

O vetor ¥ € conhecido na literatura como State-price. Podemos observar
que a razao entre as utilidades representa uma taxa marginal de substituicao entre
consumo presente e futuro, ponderados pela distribuicdo de probabilidade de um
estado especifico. Segundo Duffie [14], um vetor State-price representa fatores de
desconto positivos, um para cada estado, tal que, o preco de qualquer titulo ¢é
meramente a soma dos payoffs ponderados pelos state-prices. Sendo o mercado

completo, teremos um Unico vetor de state-price para apregar os ativos.
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2.1.1.2

State-Price Baseado na Auséncia de Arbitragem

O conceito de arbitragem ¢ amplamente utilizado em diversas situagdes
econdmicas, principalmente quando se trata do aprecamento de ativos no
mercado. Segundo Siqueira [36], arbitragem ¢ a obtencdo de lucros certos a partir
das diferengas de pregos quando o mesmo titulo, moeda ou commodity ¢
negociado em dois ou mais mercados. De acordo com Luenberger [27], existem

dois tipos de arbitragem:

1. ST <0e ST > 0;
2. ST <0e ST > 0.

No primeiro caso, a carteira garante com certeza um retorno positivo no
futuro a custo zero ou negativo no presente (custo negativo € equivalente a uma
receita positiva). Para o segundo caso, a carteira garante um lucro imediato sem
impacto no resultado futuro. De maneira geral, ndo classificamos a arbitragem por
algum tipo, apenas dizemos se existe ou ndo a possibilidade de pratica-la. Se todos
os agentes t€ém a funcdo utilidade crescente na riqueza, as oportunidades de
ganhos com arbitragem tendem a desaparecer. Isto ¢, independentemente das
preferéncias dos investidores, eles levardao as oportunidades de arbitragem ao fim
porque preferem ficar mais rico sem correr riscos. Assim, os arbitradores
desempenham um papel econdmico importante ao fazer com que os mercados
funcionem com maior eficiéncia e livre de lucros certos.

Segundo Matos [29], a auséncia de oportunidades de arbitragem ¢

equivalente a existéncia de um vetor State-price estritamente positivo, y € RX, tal

que, os pregos sejam dados por,

S=ry (2.5)

sob a hipdtese de mercados completos, o vetor state-price pode ser

definido como
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Y=r"1s (2.6)

Nesse caso, diante da auséncia da arbitragem, para determinarmos este
vetor necessitamos que S seja dado. Se o mercado completo apresentar
caracteristicas de um mercado de concorréncia perfeita, onde os precos sdo
unicos, formados pela interacdo das forcas de oferta e demanda e nenhum
participante do mercado tenha forga suficiente para interferir sozinho no mercado.
Entdo, os pregos dos ativos determinam o vetor State-price em condi¢ao de
equilibrio. A hipdtese de auséncia de arbitragem para o aprecamento de
derivativos dispensa suposi¢des distantes da realidade, como, por exemplo,
mercados completos, perfeitos ou eficientes (auséncia de custos transacionais).

No aprecamento de derivativos, a utilizagdo do teorema da arbitragem,
pode ser abordada sob dois aspectos distintos. O primeiro foi proposto por Black e
Scholes [3] que basearam se na criacao de uma carteira livre de risco, no uso de
equacdes diferenciais parciais e nas condi¢des de contorno para obter solucdes
analiticas. Ja na segunda forma, de Harrison e Kreps [23], o foco fica restrito na
obtencdo de medidas de probabilidades neutras ao risco ou martingale

equivalente”.

2.1.2

Avaliacdo Neutra ao Risco

De acordo com Hull [24], o principio da avalia¢io neutra ao risco’ afirma
que qualquer titulo que seja dependente de outro titulo, pode ser avaliado segundo
a suposicdo de que os investidores sejam indiferentes ao risco. O conceito surge
quando Black e Scholes criam uma carteira livre de risco capaz de reproduzir o
padrdo de retorno de um titulo. Se dois ativos apresentam o mesmo payoff, entao
devem ter o mesmo preco para que nao haja arbitragem. Como as preferéncias
individuais, refletidas nas probabilidades distintas e subjetivas, ndo influenciam o
valor da opgdo, os investidores ndo exigem compensacao pelo risco assumido e o

retorno esperado serd a taxa livre de risco (que ¢ conhecida e simplifica os

* Neftci [31] apresenta as diferencas entre as duas abordagens.
> Neftci [31] apresenta detalhadamente a avaliagio neutra ao risco para os casos continuos e
discretos.
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calculos). Nesse contexto, a formula de Black e Scholes [3] cria um mundo neutro
ao risco porque nenhuma das variaveis depende das preferéncias dos agentes. Ou
seja, a taxa de retorno esperada (ou drift) do ativo subjacente ndo aparece no
resultado final.

Baseando-se na estrutura de preferéncia abordada por Black e Scholes [3],
Cox e Ross [10] apresentam uma abordagem alternativa para avaliar uma opgao
de compra europeia,

65,0 =0 [ (5, - K (spasy @)

X

onde St ¢ o prego do ativo subjacente, K € o preco de exercicio, r € a taxa
livre de risco, e f(Sy) ¢ a distribuicdo de probabilidade desse ativo, no mundo
neutro ao risco, na data de vencimento T. Assim, as distribui¢des definidas desta
maneira sdo conhecidas como probabilidades neutras ao risco.

Uma probabilidade neutra ao risco corresponde a distribuicdo de
probabilidade das possiveis trajetorias dos pregos no futuro. Elas devem satisfazer
duas condigdes: os eventos que ocorrem com probabilidade positiva na medida
neutra ao risco devem ser idénticos aos que ocorrem com probabilidade positiva
na medida original; e o retorno esperado de todo ativos devem ser iguais. Segundo
Sundaram [37], o estudo do apregamento de derivativos a partir das
probabilidades neutras ao risco tem, pelo menos, trés razdes importantes:
simplifica os calculos dos precos dos ativos, tem a capacidade de testar a
inconsisténcia de um modelo e, ainda, fornece um critério para identificar os
mercados (completo ou incompleto).

Harrison e Kreps [23], baseando-se nas ideias de Cox e Ross [10],
desenvolveram uma teoria de aprecamento de direitos contingenciais através da
abordagem de Martingais. Segundo esses autores, a probabilidade neutra ao risco
pode ser interpretada como uma medida martingal equivalente a verdadeira
probabilidade do ativo. Ou seja, duas medidas de probabilidade sao equivalentes
se o conjunto de eventos com probabilidades positivas sob uma medida ¢ idéntica
em ambas as medidas. Entretanto, nem sempre as probabilidades atribuidas ao
mesmo evento em cada medida s3o iguais, exceto para 0s casos em que a

probabilidade do evento € igual a zero.
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Um processo estocastico ¢ considerado um martingale se a mudanga
esperada no valor do processo € sempre zero. Por exemplo, se o retorno esperado
de um ativo for a taxa livre de risco, sendo avaliado sob medida de probabilidade
neutra ao risco, serd descontado pela mesma taxa. Entdo, a mudanga esperada ¢
igual a zero. Assim, segundo Matos [29], quando o valor esperado para o futuro

coincide com o valor presente o processo ¢ chamado martingale.

E[S7] =S, (2.8)

Entdo, de acordo com a férmula (2.8), um martingale ¢ um processo sem
tendéncia de crescimento ou queda. Onde a melhor estimativa para o instante
seguinte ¢ o valor atual. Entdo, as probabilidades neutras ao risco sao escolhidas
para que os precos sejam um martingal.

Em relagdo a existéncia da probabilidade neutra ao risco, podemos
questionar, existe apenas uma, pode existir mais do que uma ou mesmo nenhuma.
Harrison e Kreps [23] concluem que um modelo que admite uma tnica medida
martingale equivalente ndo oferece a oportunidade de arbitragem. A oportunidade
de arbitragem surge da inexisténcia dessa medida martingale tornando o modelo
inconsistente. A unicidade ou a multiplicidade de medidas de probabilidade neutra
ao risco dependem exclusivamente se o mercado for completo ou incompleto.
Assim, esses autores formalizaram matematicamente os principais conceitos
utilizados no aprecamento de derivativos, como, por exemplo, a auséncia de

arbitragem e mercado completo.

2.1.3

Relacao entre State-Price e Probabilidade Neutra ao Risco

Segundo Sundaram [37], calcular probabilidade neutra ao risco ¢ o mesmo
que calcular um state-price associado ao modelo utilizado. Isto ¢, os pregos dos
titulos Arrow-Debreu desempenham um papel similar ao da probabilidade neutra
ao risco. Pode ser mostrado que o state-price associado a um estado particular é
simplesmente a probabilidade neutra ao risco daquele estado descontado pela taxa
livre de risco. Por exemplo, admita a existéncia de um determinado ativo que

apresente o seguinte padrdo para seus payoffs,
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r=[1m1@ _ 1®]

Percebemos que seu payoff ndo depende de qual estado da natureza
aconteca, pois ele ¢ constante. Entdo, tal ativo ¢ considerado livre de risco e, de

acordo com a formula (2.5), seu prego ¢ dado por,

k
S = Z P, (2.9)
=1

Sabemos que o prego de um ativo livre de risco também pode ser

calculado por,

S = (2.10)

entdo, igualando as equagdes (2.9) e (2.10), temos,

2.11)

K
Z - 1

, ¥ = 147
j=1

Se normalizarmos o vetor state-price tal que a soma seja igual a 1 da

seguinte forma,

k 2.12
b= W 212
j=1
l/)'
qj=lp—: (2.13)

por construgdo, q; € [0,1] e Z}‘zl q; = 1. Portanto, qg; torna-se o vetor de
probabilidades no espago dos estados da natureza desse ativo. Nesse caso, temos

as probabilidades neutras ao risco. Assim, reescrevendo a formula (2.5), obtemos,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912956/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912956/CA

24

1
1+r

S = ;1 (2.14)

j=1

O termo entre parénteses ¢ equivalente ao valor esperado de uma variavel
aleatoria em tempo discreto. Entdo, substituindo esse termo pelo operador valor

esperado na medida de probabilidade neutra ao risco Q, temos,

EQ[IT] (2.15)

De acordo com Sundaram [37], a partir do relacionamento entre State-
price e a probabilidade neutra ao risco, podemos destacar algumas propriedades:

1. Ao identificarmos um state-price associado a um modelo, também
estamos identificando a probabilidade neutra ao risco;

2. A obten¢do da probabilidade neutra ao risco fracassa se, € somente se, ndo
for possivel definir um conjunto state-price. Isto é, existe a possibilidade
de arbitragem;

3. Multiplas probabilidades neutras ao risco existem se, € somente se, tiver
multiplos vetores State-price. O que ¢ possivel quando o mercado ¢
incompleto. Ou seja, ndo € possivel aprecar os ativos através da replicagao

de seus payoffs.

Segundo Ait-Sahalia ¢ Lo [l], existem na literatura trés abordagens
utilizadas para se estimar um state-price, ou melhor, a fungdo densidade
probabilidade de um ativo. Na primeira abordagem, admite-se um processo
estocastico especifico para a dindmica do preco do ativo subjacente e, no
vencimento da maturidade, tem-se uma distribui¢do de probabilidade especifica.
Este ¢ o caso do modelo de Black e Scholes [3]. Na segunda abordagem, utiliza-se
diretamente uma fungdo densidade de probabilidade parametrizada®. E, na terceira
abordagem, especifica-se como “prior” uma distribui¢do candidata a SPD e, entao,

, . . o~ . e ~ . A . .7
¢ a distribui¢do ¢ estimada pela minimizacao da sua distancia para a prior’.

6 Maiores detalhes veja Jarrow e Rud [26]
7 Veja Ait-Sahalia e Lo [1].
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2.2

Modelo de Black e Scholes

O modelo de Black e Scholes [3] ¢ o mais importante dentro da teoria de
opgoes financeiras. Ele tornou-se referéncia no mercado pela contribui¢do no
processo de apregamento, hedging e gerenciamento de risco em finangas. O
modelo determina o valor justo de uma opcao de compra europeia sobre um ativo
subjacente. A ideia principal baseia-se na criagdo de uma carteira composta por
ativos de sinais trocados que replicam os payoffs da op¢do e permanece livre de
risco por um curto periodo de tempo. A hipotese da auséncia de arbitragem e da
avaliacdo neutra ao risco garante dois resultados importantes: o preco de uma
opcdo seja determinado pelo valor do portfolio replicante, e o retorno esperado
sera a taxa livre de risco. Os pontos principais desta se¢do estdo baseados em Hull
[24] e no artigo de Black e Scholes [3].

Para o desenvolvimento do modelo ¢ necessario admitir algumas
premissas:

e O comportamento do ativo subjacente segue um processo estocastico em

tempo continuo, a distribuicao de probabilidade é lognormal e a média u e

a variancia o2 sdo constantes;

e Nao hé custos operacionais, impostos e todos os titulos sdo perfeitamente
divisiveis;

e A a¢do ndo pagard dividendos durante a vida 1til da op¢ao;

e Auséncia de oportunidades de arbitragem;

e Negociagdo com titulos ¢ continua;

e Os investidores podem captar ou emprestar a mesma taxa de juro livre de
risco;

e A taxa de juro livre de risco r ¢ constante.

221

A Formula de Black e Scholes

Nesse modelo, a dinamica do pre¢o do ativo subjacente segue um passeio
aleatorio, que na versdo continua, ¢ conhecido como Movimento Browniano

Geométrico (MBGQG). Essa escolha apoia-se na suposicao de mercado eficiente, ou
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seja, na propriedade Markoviana. Toda informagdo necessaria esta refletida
diretamente nos precos do ativo e o conhecimento do passado nao informa nada
sobre as mudangas futuras. O processo estocastico que rege o prego do ativo

subjacente, diante de uma variagdo infinitesimal, é
dSt = ﬂStdt + O-Stth (2.16)

onde S; representa o preco da acdo no instante t, u € a taxa de retorno
esperada instantanea (drift), o é a volatilidade em relagdo as futuras oscila¢des do
preco e, dW,, uma pequena variacdo em W;. Se dW, segue um processo de

Wiener, temos,
dW, = ZNdt,  Z,~N(0,1)
logo,
dW,~N(0, dt)

Seja F o prego de um derivativo que esta em funcdo do preco do ativo (S) e
do tempo (t). De acordo com o lema de It6 [25], uma variagdo infinitesimal em F

pode ser modelada da seguinte maneira,

dF = dt F+ SaF+1 ZszazF +dW< SaF) 2.17
= Ho9s 729 Bs2 9°3s (2.17)

Se analisarmos as equagdes que modelam os processos estocasticos do
ativo e do derivativo, podemos observar que sao afetados pela mesma fonte de
incerteza dW;. Essa coincidéncia permite criar uma carteira livre de risco a partir
da combinagdo de ambos, tal que, a aleatoriedade seja eliminada. Entdo, este
portfolio (P) livre de risco é composto por dF/dS unidades, na posi¢do comprada

para o ativo e uma unidade, na posi¢ao vendida, para o derivativo,
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P=S<Z—§)—F 2.18)

As posigdes montadas na carteira estardo livres de risco apenas para
periodos de tempo muito curtos. Para manté-las nesta condi¢do, ¢ necessario
ajustar tais quantidades frequentemente a cada periodo. Assim, a metodologia
supde que em mercados completos pode-se montar uma carteira que reproduza
artificialmente um derivativo através da replicacdo dos payoffs de um titulo. Uma

variagdo infinitesimal neste portfélio, temos,

OF (2.19)
dP = dS (%) —dF

substituindo em dP, as equagdes (2.16) e (2.17), e apds algumas

simplificagdes temos,

oF 1 0%F 2.20
ar = (- o305 350 ) 220

Segundo o argumento de inexisténcia de arbitragem e da auséncia de risco,
as variagdes no preco do portfolio, no intervalo de tempo dt, tém rendimento igual
a taxa livre de risco r, logo

dP = rPdt 2.21)

substituindo em (2.21), a formula (2.18) e (2.20), temos:

(SaF F)dt— oF 1 ZszaZF it
"\°3s “\ "ot 277 B3s2

reorganizando,

F—(aF>+1 262 (OF 5<6F) 222
™ =\%e) 7272 \osz) ™ \Gs (2.22)
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Essa ultima equag@o ndo estocastica ¢ de derivadas parciais ¢ a tradicional
formula de Black e Scholes [3]. A hipdtese de auséncia de arbitragem garante que
o mercado estd equilibrado, impedindo obter lucro a partir da existéncia de
discrepancias na avaliacdo de titulos semelhantes. Logo, os ativos (ou carteiras)
que apresentem os mesmos payoffs em todos os estados da natureza devem
apresentar o mesmo pre¢o. Mas o preco do derivativo pode apresentar inimeras
solugdes, pois seus resultados dependem das caracteristicas dos ativos. Para

obtermos solugdes analiticas precisamos determinar as condigdes de contorno.

2.2.2

Avaliagcao da Opcéao de Compra no Modelo de Black e Scholes

Em Siqueira [36], o elemento fundamental para a avalia¢do de contratos de
opgoes estd nas condigdes de contorno. Ele é o nucleo da expressdo matematica
que ira definir a op¢ao. Assim, a condi¢do de contorno para uma opg¢ao de compra

do tipo europeia que ndo distribui dividendos durante a vida 1til do derivativo &,
C(S,T) = max(Sy — k,0) (2.23)
ou seja, precisamos resolver,
C =e "TDE[max(Sy — k,0)] (2.24)
note que,

o (2.25)
E[max(S, — k, 0)] = f (Sy — k)F(S)dS
k

onde K ¢ o preco de exercicio e o T ¢ o tempo de vida da opgao.
Obedecendo a premissa de que o preco futuro do ativo tem distribuicdo lognormal
e os retornos tém distribuicdo normal, obtemos a seguinte formula de aprecamento

para opc¢ao,
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C = SN(d,) — Ke ""N(d,) (2.26)

_In(S/K) + (r + 02/2T
1 — O'\/T

(2.27)

_In(S/K) + (r —o?/2)T
2 = 0_\/7

(2.28)

onde N(d1) e N(d2) correspondem a probabilidade acumulada de uma
variavel, com média zero e variancia igual a 1, C € o prego da op¢ao de compra, r
¢ a taxa livre de risco e o ¢ a volatilidade do ativo. Para obtermos o preco de uma
opcao de venda europeia utilizamos a paridade existente entre as opgoes.

Apesar de o modelo de Black e Scholes [3] ser uma referéncia no mercado
ele ndo ¢ perfeito. O modelo foi desenvolvido se baseando num conjunto de
hipéteses que em muitas vezes nao se confirmam. Por exemplo, o mercado
perfeito, a inexisténcia de custos de transagao e, principalmente, a volatilidade dos
retornos constante. A observagdo empirica no mercado tem mostrado que os
retornos dos ativos apresentam caracteristicas especiais, como caudas pesadas, a
volatilidade variando ao longo do tempo e a presenca de clusters em determinados
periodos. Outro aspecto bastante discutido € a suposi¢ao de que a distribuigdo de
probabilidade dos precos do ativo subjacente seja lognormal. Apesar de a
distribui¢do empirica se aproximar desta forma, ela nem sempre se iguala. Assim,
existe a necessidade do desenvolvimento de modelos que sejam mais flexiveis e

adaptaveis ao contexto verdadeiro.

2.3
Modelo de Aprecamento de Op¢des GARCH

Duan [13] desenvolve um modelo alternativo ao de Black e Scholes [3]

para o aprecamento de opg¢des financeiras. Nesse modelo, a volatilidade dos
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retornos do ativo subjacente segue um processo GARCH®. Os modelos
Autoregressive Conditional Heteroscedastic (ARCH) de Engle [16] e a
generalizacdo do ARCH (GARCH) proposto por Bollerslev [5] sdo aqueles que
ndo consideram que a variancia condicional das séries financeiras e econdomicas
seja constante. Assim, 0 modelo de Duan [13] incorpora a heterocedasticidade
presente no retorno do ativo subjacente ao processo de aprecamento da opgao.
Nessas condicdes, ele introduz uma generalizagdo do principio da avaliagdo neutra
ao risco que se chama Locally Risk Neutral Valuation Relationship (LRNVR).
Existem trés caracteristicas distintas no modelo de apregamento de opgdes
GARCH: o prego da opgao depende do prémio de risco A que estd embutido nos
precos do ativo subjacente; o modelo é ndo-Markoviano, pois as informagdes
passadas sdao importantes para o processo; 0 modelo pode explicar alguns vieses
associados ao modelo de Black e Scholes [3]. Por exemplo, as subprecificagdes
das opg¢oes out-of-the-money, com baixa volatilidade, de maturidade curta e a
curva da volatilidade implicita em relagio ao preco de exercicio’. O modelo de
aprecamento de opcdes GARCH considera o modelo de Black e Scholes [3] como
um caso particular. Esta secdo estd baseada nos tdpicos principais do artigo de

Duan [13].

2.3.1
O modelo GARCH Gaussiano sob medida P

Considere uma economia em tempo discreto, onde Sy ¢ o prego do ativo

no instante T,
S, = S,e" WRT—ghrrer (2.29)

A taxa de retorno de um periodo tem distribuicdo condicional lognormal
sob medida de probabilidade P. Assumimos que yt = In(St/S;) segue um

modelo GARCH (p, q),

¥ Podemos utilizar outras especificagdes para a varidncia, como, por exemplo, EGARCH
(Nelson[32]), TGARCH (Rabemananjara e Zakoian [33]), NGARCH (Engle ¢ Ng [18]) e FC-
GARCH (Medeiros e Veiga [30]).

? Para maiores detalhes veja Black [4] e Rubinstein [35].
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yr=1+ AJhy - %hT+eT (2.30)
onde,
er|¢pe ~ N(O, hy)
c

14 q
hy = ay + Z a2, + Z Bl 231)
i=1 i=1

4

r ¢ a taxa de retorno livre de risco constante para um periodo, 4 ¢ o
prémio de risco unitario € hy € variancia condicional. A dindmica da varidvel
aleatdria & esta sob medida de probabilidade P e ¢, representa o conjunto de
todas as informagdes até o instante t. Estabelecemos restrigdes sobre os
pardmetros para manter a estabilidade e a estacionariedade do modelo: p > 0,q >
0,0>0a,20,i=1..,p,5=0i=1.,qe0X o, +XL, i <1

Existe uma semelhanca entre os retornos no modelo de Duan [13] e no
modelo GARCH-in-Mean (GARCH-M). Em Duan [13], o termo —1/2hy foi

adicionado para que o valor esperado da taxa de retorno condicional E(eYT|d;)

seja igual ermtABT g0 ¢, a taxa livre de risco mais um prémio pelo risco. Um
modelo GARCH-M, de acordo com Engle, Robins e Lilien [17], introduz a
variancia condicional (ou desvio padrao condicional) dentro da equacdo da média
condicional. Eles s3o usados frequentemente em aplicagdes financeiras, onde o
retorno esperado de um ativo esté relacionada ao risco esperado.

O valor do prémio do risco A tem uma relagdo com a volatilidade
condicional h;, porque quanto maior for a volatilidade, maior ¢ o prémio de risco.
Intuitivamente, admitimos que os agentes exigem retornos maiores se o ativo
subjacente apresentar volatilidade elevada. Também podemos observar que se
p=q=0, obteremos uma versao discreta para o modelo de Black e Scholes [3], pois

a volatilidade permanecera constante.
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2.3.2
Definicdo de LRNVR

Devido a presenca de heterocedasticidade na dinamica dos retornos do
ativo, o principio da avaliagdo neutra ao risco precisou ser adaptado para um novo
contexto, gerando a Locally Risk Neutral Valuation Relationship (LRNVR). O

modelo sob medida Q satisfaz a LRNVR se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

1. Q ¢ absolutamente continua em relacao a P (equivalente);
2. In (S—T |¢t) tem distribuicdo normal;
St
Q (5T — oT.
3B Ige) =
Q St — P i
4. Var (ln (St) |gbt) Var (ln (St) |¢>t) quase certamente.

Observamos que sob medida de probabilidade Q a média condicional ¢
igual a taxa livre de risco. Isto ¢, ndo depende das preferéncias dos agentes. A
variancia condicional sob ambas as medidas de probabilidade sdo iguais, o que
permite observar e estimar a variancia condicional na medida de probabilidade
original. A LRNVR ndo garante a neutralidade do risco a nivel global, pois a
variancia ¢ conhecida apenas para um periodo. Se a variancia for constante, a
LRNVR reduz a convencional avaliagao neutra ao risco.

O modelo de aprecamento de opgdes GARCH enquadra-se numa situagdo
de mercado incompleto. Ou seja, um modelo de tempo discreto com retornos em
tempo continuo, garante a existéncia de uma medida martingale, mas ndo a sua
unicidade. Para determinar uma medida neutra ao risco ¢ necessario que sejam
feitas suposi¢cdes sobre o prémio de risco e/ou as preferéncias do investidor.
Assim, Duan [13] estende o conceito de neutralidade ao risco de Rubinstein [34] e
Brennan [7] para obter a LRNVR'. Estes ultimos autores mostraram que em
certas combinagdes de preferéncia a relacdo de avaliagdo neutra ao risco
permanece intacta. Logo, a validade da LRNVR ¢ obtida a partir de condig¢des

semelhantes as propostas por esses tltimos autores.

19 Para maiores detalhes veja Duan [13].
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2.3.3
O Modelo GARCH Gaussiano sob medida Q

Se a medida de probabilidade Q satisfaz a LRNVR, entdo reescrevemos o

modelo anterior sob esta medida. Logo,

1
Vr =r_§hT+€T (232)

onde

€T|¢t~N(O: hT)

p q
2
hr =g+ ) ai(§ei—he) + ) Bihey (233)
i=1 i=1

Destacamos duas principais diferengas em relacdo ao modelo anterior.
Primeiro, o prémio de risco 4 ndo estd presente na expressdo que modela a taxa
de retorno. Em segundo, a variavel aleatoria e foi substituida por & — A/ he_;
em ambas as equagdes. A LRNVR ndo elimina o prémio de risco do modelo.
Embora tenha sido neutralizado localmente, ecle continua influenciando a variancia
condicional. Observe também que a equacdo que modela a variancia condicional

ndo ¢ a tradicional GARCH simétrica e linear.

2.34
Avaliacdo da Opc¢éo de Compra no Modelo GARCH

O preco do ativo sob medida Q sera,
S, = S,e” "2 (2.34)

Ao contrario do modelo de Black e Scholes [3] que possui uma forma

analitica para avaliar os precos das opgdes de compra européia, o modelo de Duan
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[13] utiliza a simulagdo de Monte Carlo no seu processo de aprecamento. Os
retornos nesse método ndo podem ser obtidos analiticamente por desconhecermos
a distribuicdo de probabilidade na maturidade. Assim, o valor de uma opg¢do de
compra C; no instante t, com prego de exercicio K, sob medida de probabilidade Q

sera,

Ce = e T DEmax(Sy — K, 0)|¢] (2.35)

onde r ¢ a taxa livre de risco e T o prazo de vencimento da opg¢ao. O valor
da opcao de venda europeia pode ser calculado pelo modelo utilizando a relagao
de paridade entre as opg¢des. Os parametros GARCH podem ser estimados tanto a
partir dos pregos do ativo subjacente quanto dos pregos das opgdes negociadas no
mercado.

Apesar de esse modelo incorporar a heterocedasticidade dos retornos e
tentar explicar alguns vieses conhecidos na literatura, ele também apresenta
alguns problemas. O fato do choque aleatdrio (e7) seguir uma distribuicdo normal
implica que o modelo pode ndo capturar corretamente a assimetria e a

leptocurtose presente nos dados financeiros.

2.4

A Transformada de Esscher

A Transformada de Esscher [19] foi desenvolvida para aproximar uma
distribuicao em torno de um ponto de interesse, tal que, a nova média seja igual a
este ponto. Na ciéncia atuarial, ela ¢ uma ferramenta bastante conhecida dentro da
literatura sobre teoria do risco. No contexto de Gerber e Shiu [20], a
Transformada de Esscher (TE) torna-se uma técnica eficiente para aprecar opgoes
financeiras e outros derivativos. Isto ¢, dada a hipotese de neutralidade ao risco,
calculamos o state-price (ou as probabilidades neutra ao risco) associado a um
modelo, se o logaritmo dos precos do ativo subjacente seguir processos
estocasticos com incrementos estacionarios e independentes (processos como
Wiener, Poisson, Gamma ¢ a inversa Gaussiana).

Assim, através de suposicdes sobre a dinamica do processo estocastico

seguido pelo preco do ativo, podemos obter as formulas de aprecamento de Black
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e Scholes, a Binomial ¢ as formulas para aprecar ativos de multiplo risco. Os

pontos principais desta se¢ao estdo baseados nos artigos de Gerber e Shiu [20,21].

24.1

A Transformada de Esscher Neutra ao Risco

Seja X uma variavel aleatéria com a funcao de distribui¢do acumulada e a

geradora de momentos dadas, respectivamente, por,
F(x,T) = P[X; < x] (2.36)
My (z,T) = E[e?XT] (2.37)

Se Xr=X-,v;, onde v;~f(.) e sdo independentes e identicamente

distribuidos, entdo,
MXT(Z' T) = [Mx(z, D]" (2.38)

Isto ¢, se a fungdo geradora de momentos existe para um numero inteiro
positivo T, entdo existird para todo T maior do que zero. A fun¢do densidade desta

variavel aleatoria,

fGT) =+ F(T),T>0 (2.39)

entao,

My, (z,T) = f+wezxf(x, T)dx (240)

Seja h um namero real, tal que, a fungdo M(h,T) exista. A introducdo da
TE com o parametro h, no processo estocastico Xy, gera uma nova funcdo

densidade probabilidade para a variavel aleatoria, T > 0
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fOuTih) = e - 2 o
A nova fungdo geradora de momentos sera,
My..(z,T; h) = f+wezxf(x, T;h)dx = M (2.42)
. My, (h, T)
conforme vimos em (2.38), temos
My, (2,T; h) = [My(z,1; D)]" (2.43)

A medida de probabilidade do processo estocastico Xy foi modificada
através da inclusdo do parametro # . Sendo uma fun¢do exponencial positiva, a
medida modificada tem o mesmo conjunto de eventos que a medida original,
tornando ambas as distribuigdes em medidas de probabilidade equivalentes. Para
que a TE seja neutra ao risco, precisamos de um h = h*, tal que, o prego do ativo

St descontado pela taxa livre de risco r seja um martingale. Isto &,

S, = E¢[e "TS,] (2.44)

Sendo
ST = SteXT (2.45)

e Xy ¢ a taxa de retorno, capitalizado continuamente, no instante T. Se
substituirmos a expressao (2.45) em (2.44) e utilizarmos a densidade dada pela

formula (2.41), o parametro h* sera a solucao da equagdo abaixo,
e’ =My, (1,T; h*) (2.406)
Assim, teremos um valor para h* de acordo com a distribuicdo de

probabilidade da variavel Xr. Na equacdo (2.43), a solu¢dao ndo depende de T,

entao,
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o o M@+ R
[e" = My(1,1;h")] = TRV (2.47)
ou
r = In[My(1,1; h")] (2.48)

A expressdo (2.48) determina de maneira Uinica o pardmetro h*. Assim, a
TE com o h* pode ser chamada de Transformada de Esscher Neutra ao Risco
(TENR). Geralmente uma medida martingale equivalente nao ¢ unica. O mérito da
TENR ¢ fornecer uma solugao geral e transparente que vale tanto para mercados

completos quanto incompletos.

24.2

Avaliacao da Opcéao de Compra via Transformada de Esscher

Segundo Gerber e Shiu [20], para o desenvolvimento da metodologia,
admitimos algumas das mesmas premissas adotadas por Black e Scholes [3]: a
taxa de juros livre de risco ¢ constante; o mercado ¢ sem atrito € as negociacdes
sdo continuas; ndo existem taxas, custos de transacdo e restri¢des a empréstimos,
short sales; todos os ativos sdo perfeitamente divisiveis; ndo existe oportunidade
de arbitragem e o ativo ndo distribui dividendos''. A medida de probabilidade,
que resultaria do processo estocastico seguido pelo ativo subjacente no mundo

neutro ao risco, sera dada pela TENR. Entdo, para a op¢ao de compra, temos
“+ o0
C = e‘rTf max(Sy — K,0)f (x, T; h)dx (2.49)

Suponha que a taxa de retorno X;, siga um processo estocastico de
Wiener'. Isto ¢, uma funcdo com distribui¢do de probabilidade normal com

média u e variancia o2 por unidade de tempo,

F(x,T) = N(x; uT,c?T) (2.50)

""Para o caso em que ha distribuigdo de dividendos veja Gerber e Shiu [21].
12 Para outros processos estocasticos veja Gerber e Shiu [20].
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logo,

M(z,T) = el(#=+27%77)1] (2.51)

entao,
M(z,T; h) = ell(erno?)zrzo?2|} (2.52)
Se compararmos as médias da expressdo (2.51) com a (2.52), a TE com o
parametro h, ¢ o mesmo processo estocastico com a média modificada por
unidade de tempo,
U+ ho?
sem altera¢do na variancia 2. Logo,
F(x,T) = N(x; (u + ha®)T,c?T) (2.53)
Sendo o h* o nimero que torna a distribui¢do de probabilidade neutra ao
risco. Ao estabelecermos uma distribui¢do de probabilidade para a variavel

aleatoria Xy, podemos obter o h* a partir da equagdo (2.47),

r—u 1 (2.54)

Seja a distribuicdo transformada dada pela equacao (2.41) e os precos

obtidos por (2.45), substituimos em (2.49), obtemos

teo hx 2.55
C = e‘rTj* (Spe* — K) Mz)h ) f(x, T)dx (2-53)

Observe que incorporamos no limite inferior da integral o operador max,

assim temos x* = [n(K/S,). Isto é precisamos apenas das taxas de retornos que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912956/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912956/CA

39

produzam valores iguais ou superiores ao preco de exercicio. Por analogia a

(2.51), temos,

M(h,T) = el(wn+zon?)r] (2.56)

Reescrevemos a op¢do de compra e substituindo a equagdo (2.56) em

(2.55), entao,

e—rT +oo +o
C=——— Sof e(1+h)xf(x, T)dx — Kf e f(x, T)dx (2.57)
ehT([t+§hJZ) x* X

Resolvemos o valor esperado de uma varidvel aleatéria normal truncada

conforme foi apresentado em Rubinstein [34]. Entdo,

—In(K/S 1
C=e"S,N (”—i /50) +(1+ h)a) ghtha+30
(K /S.) (2.58)
—In
(BT )
Substituindo o h* de (2.54) em (2.58), temos,
~In(K/Sp) + (r +202)
C =S,N
o
1 (2.59)
—In(K/Sy) + (r — 502
— e—TKN 0 ( 2 )

o

A partir da TENR conseguimos obter o mesmo resultado da tradicional
formula de aprecamento da op¢do de compra europeia de Black e Scholes [3].
Observe que a taxa de retorno esperada u, representante das preferéncias dos

investidores, ndo aparece na formula final.
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243

A Funcéo Utilidade e a Transformada de Esscher

A criacdo de um portfélio que replique o risco e os retornos de um ativo
em todos os estados da natureza ¢ a maneira tradicionalmente utilizada para
aprecar opcdes em mercados completos. A principal condi¢do que impede a
construcao desse portfolio replicante ¢ se 0 mercado for incompleto. De maneira
geral, quando ndo encontramos um hedge para um ativo especifico, dizemos que o
mercado ¢ incompleto e que existem infinitas medidas martingales equivalentes.
Entdo, qual dentre essas medidas devemos escolher para o processo de
aprecamento neutro ao risco? Segundo Dixit e Pindyck [12], para determinar o
valor de um ativo (ou projeto) € necessario estabelecer premissas e restricdes na
funcdo utilidade do tomador de decisdo. Portanto, essa escolha particular deve ser
justificada dentro de uma estrutura de fung¢ao utilidade.

Considere uma economia simples com apenas um ativo com risco, um
ativo livre de risco e seus derivativos. H4 um investidor representativo,
proprietario de m ativos e a base de sua decisdo ¢ a funcdo utilidade avessa ao
risco. Uma parte da sua riqueza pode ser representada por uma quantidade de
acdes hoje (mS,). Para aumentar sua riqueza em T, ele decide comprar uma
quantidade de derivativos hoje (nV;) que promete um retorno aleatorio nmy(Sy).
Onde 7 (St) esta em fungdo do processo estocastico seguido pelo prego da agdo.
Qual ¢é o prego para o investidor, tal que, seja 6timo para ele ndo comprar ou
vender qualquer fracao ou multiplo do derivativo? Ou seja, o preco que mantém a
mesma utilidade inicial tornando esse investidor indiferente entre ter ou ndo o

derivativo. Matematicamente temos,

¢(m) = E[u(mSr + n[nr(Sr) — eV, ] (2.60)

ela ¢ maxima quando n=0,

¢'(0) =0

obtemos,
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_pr Elm(Sp)u’ (mSr)]
E[u'(mSr)]

Vy = 2.61)

Particularmente, se a funcao utilidade for a power, com parametro ¢ > 0,

xl—c

u(x)zll_csec;tl
Inx sec=1

reescrevendo, temos,

S(n) = E l(mST + nrp(Sy) —ne' TV )¢ (2.62)

(1-o¢)
pela condigdo de primeira ordem,

OE[U()] _ E[0U(x)]

on on
no 6timo temos,
Vo= e "TE[(mSr)~“nr(Sy)] _ e "TE[(Sp) " mr(Sp)] (2.63)
' E[(mSr)~] E[(Sr)~°]

Se m;(Sy) = S, isto é, sendo o pagamento uma variavel aleatoria ela

pode ser qualquer valor. Entdo, nesse caso, implica que V, = S;. Logo,

e—rTE[ST(l—C)]

S, = 2.64
‘T ElST 264
Substituindo em (2.64) a formula (2.45), obtemos,
(1-c")x
r_ E[ef7] (2.65)

Ele—c'x]

Se compararmos essa ultima equacdo com a formula (2.47) percebemos

que o parametro ¢ ¢ igual a -h" da Transformada de Esscher. Entdo, o preco do
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derivativo V,, sera avaliado sob a medida de probabilidade dada pela
Transformada de Esscher. Segundo Gerber e Shiu [21], ao considerar diferentes
pontos no instante t, a consisténcia do modelo ¢ satisfeita se o investidor utilizar a
func¢do utilidade power no processo decisorio. Esta restricdo faz com que o preco
da opcdo na medida de probabilidade Esscher seja uma consequéncia desta

premissa.
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