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9  
Apêndice: Demonstrações 

Este apêndice contém demonstrações de algumas expressões apresentadas 

nos capítulos anteriores. 

9.1  
Probabilidade de Observação num HMM 

Seja O = {O1, O2, ... , OT} a sequência de vetores extraídos do sinal de voz. 

O objetivo é calcular a probabilidade P(O) em cada um dos modelos de palavra. 

Isso será feito em etapas.  

Para começar, seja s1 o primeiro estado ocorrido, s2 o segundo, etc, até o T-

ésimo estado sT. Deve-se lembrar que a sequência de estados é aleatória e, por 

isso, não se sabe a priori qual estado ocorreu em cada instante. A probabilidade de 

ocorrer a sequência específica s = {s1, s2, ... , sT} é dada por 

                                (47) 

Usando a definição de probabilidade condicional e aplicando a propriedade 

(1), a expressão se reduz a 

                          (48) 

Outro cálculo simples é a probabilidade de ocorrer uma determinada 

sequência de observações dado uma sequência transição de estados. Conhecido o 

caminho, sabe-se exatamente qual é a densidade de probabilidade em cada 

instante. 

 

P s( ) = P s1, s2 ,..., sT( )

= P s1( )P s1, s2( )
P s1( )

P s1, s2 , s3( )
P s1, s2( ) ...

P s1, s2 ,..., sT( )
P s1, s2 ,..., sT −1( )

P s( ) = P s1( )P s2 s1( )P s3 s1, s2( )...P sT sT −1, sT −2 ,..., s1( )
= P s1( )P s2 s1( )P s3 s2( )...P sT sT −1( )
= π s1

ast−1st
t=2

T

∏
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                                                    (49) 

Finalmente, usando o teorema da probabilidade total, obtém-se a 

probabilidade de ocorrer uma determinada sequência de observações num modelo. 

                                                         (50) 

9.2  
Algoritmo Forward-Backward 

Seja P(O1, O2, ... , Ot) a probabilidade das primeiras t observações, com t ≤ 

T. Usando o teorema da probabilidade total, têm-se 

   (51) 

O objetivo passa a ser então encontrar P(O1, .... , Ot, st = j) em função da 

expressão do instante anterior P(O1, .... , Ot–1, st–1 = j), para reaproveitar os 

cálculos iniciais e diminuir o custo computacional. Com a definição de 

probabilidade condicional, tem-se 

                                  (52) 

O primeiro termo pode ser simplificado porque, conhecido o estado no 

instante t, a probabilidade de observar Ot não depende das observações passadas. 

O segundo termo é expandido pelo teorema da probabilidade total, para se 

acrescentar o estado anterior qt–1. Após algumas manipulações matemáticas e 

propriedades do HMM, a expressão é reescrita enfim como função do instante 

anterior, resultando em 

P O s( ) = P O1,O2 ,...,OT s1s2 ...sT( )
= P O1 s1( )P O2 s2( )...P OT sT( )
= bs1 O1( )bs2 O2( )...bsT OT( )

= bst Ot( )
t=1

T

∏

P O( ) = P O s( )P s( )
todo s
∑

= π s1
b1 Ot( ) ast−1st

bst Ot( )
t=2

T

∏
todo s
∑

 
P O1O2…Ot( ) = P O1,O2 ,…,Ot st( )

para todo st
∑ = P O1,O2 ,…,Ot , st = j( )

j=1

N

∑

 

P O1,O2,…,Ot , st = j( ) =
P Ot O1,O2,…,Ot−1, st = j( )P O1,O2,…,Ot−1, st = j( )
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           (53) 

Para que a indução se feche, resta apenas definir a probabilidade no instante 

1, o que é imediato pelas definições do Modelo de Markov Escondido. 

                                    (54) 

Conectando (51), (53) e (54), o método completo é resumido em 

                                 (55) 

9.3  
Probabilidade de Ocorrência de Palavras 

Seja w = {w1, w2, ... , wV} uma sequência de V palavras. A probabilidade de 

observar essa sequência é dada por 

                     (56) 

 

P O1,…,Ot , st = j( ) = P Ot st = j( ) P O1,…,Ot−1, st = j, st−1 = i( )
i=1

N

∑

= bj Ot( ) P O1,…,Ot−1 st = j, st−1 = i( )
i=1

N

∑ P st = j, st−1 = i( )

= bj Ot( ) P O1,…,Ot−1 st−1 = i( )P st = j, st−1 = i( )
i=1

N

∑

= bj Ot( ) P O1,…,Ot−1, st−1 = i( )
P st−1 = i( )

P st = j st−1 = i( ) P st−1 = i( )
i=1

N

∑

= bj Ot( ) P O1,…,Ot−1, st−1 = i( )aij
i=1

N

∑

P O1, s1 = j( ) = P O1 s1 = j( )P s1 = j( ) = bj O1( )π j

 

α t j( ) = P O1,O2 ,…,Ot , st = j( )

1) Inicialização: α1 j( ) = bj O1( )π j

2) Indução: α t j( ) = bj Ot( ) α t−1 i( )aij
i=1

N

∑

3) Finalização: P O( ) = P O1,O2 ,…,OTi( ) = αT j( )
j=1

N

∑

P w( ) = P w1,w2,...,wV( )

= P w1( )P w1,w2( )
P w1( )

P w1,w2,w3( )
P w1,w2( ) ...

P w1,w2,...,wV( )
P w1,w2,...,wV−1( )

= P w1( )P w2 w1( )P w3 w1,w2( )...P wm w1,w2,...wV−1( )
= P wi w1,...wi−1( )

i=1

V

∏
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É possível aproximar a probabilidade condicional acima, para diminuir o 

trabalho computacional. A observação da palavra wi é muito mais influenciada 

pela ocorrência das palavras wi–1 e wi–2 (imediatamente anteriores) do que pela 

ocorrência das palavras iniciais w1 e w2. Logo, pode-se considerar apenas as G–1 

palavras anteriores 

                                  (57) 

Por fim, a probabilidade de observação de wi, dadas as G–1 palavras 

passadas, pode ser estimada por uma contagem estatística em textos de 

treinamento 

                 (58) 

Valores grandes de N trazem melhores resultados, mas o custo de 

processamento aumenta rapidamente. Por causa da limitação do software utilizado 

neste trabalho (vide seção 6.2), G é arbitrado para o valor 3, resultando num 

modelo de trigramas. Assim, as equações (57) e (58) se reduzem respectivamente 

a 

                                                                       (59) 

                                                     (60) 

9.4  
Algoritmo de Viterbi 

Seja a variável Vt(j) igual a 

P wi w1,...wi−1( ) ≈ P wi wi− G−1( ),wi− G−2( ),...wi−1( )
⇓

P w( ) = P wi w1,...wi−1( )
i=1

V

∏

≈ P wi wi− G−1( ),wi− G−2( ),...wi−1( )
i=1

V

∏

P wi wi− G−1( ),wi− G−2( ),...wi−1( ) = P wi− G−1( ),wi− G−2( ),...wi( )
P wi− G−1( ),wi− G−2( ),...wi−1( )

≈
count wi− G−1( ),wi− G−2( ),...wi( )
count wi− G−1( ),wi− G−2( ),...wi−1( )

P w( ) ≈ P wi wi−2 ,wi−1( )
i=1

V

∏

P wi wi−2 ,wi−1( ) ≈ count wi−2 ,wi−1,wi( )
count wi−2 ,wi−1( )
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                                 (61) 

Com o mesmo recurso usado em (53), podemos expressar Vt(j) em função 

dos termos anteriores Vt–1(i) com 

    (62) 

A equação (62) traduz a ideia geral do algoritmo: considerar apenas o 

máximo dos caminhos passados. Para que a indução se feche, resta apenas o 

termo inicial, obtido facilmente com as propriedades do HMM. 

                        (63) 

A partir de cada Vt–1(i), é possível acumular os nós anteriores de maior 

probabilidade numa variável Bt(i), conforme se vê em 

                               (64) 

9.5  
Algoritmo de Baum-Welch 

Esta técnica utiliza o algoritmo Expectation-Maximization (EM) [40]. Ele é 

apropriado justamente para estimar parâmetros quando não se conhece uma das 

variáveis (neste caso, a sequência de estados s). Apesar do resultado não ser 

 
Vt j( ) = max

s1 ,s2 ,…,st−1
P O1,O2 ,…,Ot , s1, s2 ,…, st−1, st = j( )

 

Vt j( ) =
= max

s1,s2 ,…,st−1
P O1,O2,…,Ot−1, s1, s2,…, st−2 Ot , st−1, st = j( )P Ot , st = j, st−1( )

= max
s1,s2 ,…,st−1

P O1,O2,…,Ot−1, s1, s2,…, st−2 st−1( )P Ot st = j( )P st = j, st−1( )

= P Ot st = j( ) max
s1,s2 ,…,st−1

P O1,O2,…,Ot−1, s1, s2,…, st−2, st−1( )
P st−1( ) P st = j, st−1( )

= bj Ot( ) max
s1,s2 ,…,st−1=1≤i≤N

P O1,O2,…,Ot−1, s1, s2,…, st−2, st−1( )P st = j st−1( )
= bj Ot( )max

1≤i≤N
Vt−1 i( )aij

V1 j( ) = P O1, s1 = j( ) = P O1 s1 = j( )P s1 = j( ) = bj O1( )π j

 

1) Inicialização: 
V1 j( ) = bj O1( )π j

B1 j( ) = 0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2) Indução: 
Vt j( ) = bj Ot( )max

1≤i≤N
Vt−1 i( )aij

Bt j( ) = argmax
1≤i≤N

Vt−1 i( )aij

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3) Finalização: sT = arg max
1≤i≤N

BT i( )  

4) Backtracing: 
st = Bt+1 st+1

( ), t = T −1,T − 2,…,1

s = s1
,s2
,…,sT{ }

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
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necessariamente o máximo global, ele garante a convergência para um máximo 

local. 

O procedimento é explicado na equação (65). 

    (65) 

Portanto, o conjunto de parâmetros θ é recalculado várias vezes (com base 

nos valores encontrados no passo anterior), até que os novos resultados não 

apresentem grande mudança (convergência). O índice (n) indica qual o número da 

reestimação. 

Resta saber como calcular Q(θ,θ(n–1)) e como maximizá-lo de forma 

eficiente. Utilizando (6), tem-se 

                                  (66) 

onde bs(Ot) é dado por (13), com parâmetros cms, µms e Λms. 

Com isso, Q(θ,θ(n-1)) se desenvolve para 

   (67) 

Aqui que se percebe a vantagem do algoritmo EM: graças ao logaritmo, o 

somatório de (67) pode ser separado em três partes distintas. 

Q θ,θ n−1( )( ) = Es O,θ n−1( ) logP O, s θ( )⎡⎣ ⎤⎦ = P s O,θ n−1( )( ) logP O, s θ( )
todo s
∑

1) Faça n = 0 e escolha um θ n( )  inicial

2) Adicione 1 a n e faça θ n( ) = argmax
θ

Q θ,θ n−1( )( )
3) Repetir 2 até convergência

logP O, s θ( ) = log π s1
ast−1st

t=2

T

∏ bst Ot( )
t=1

T

∏⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= logπ s1
+ logast−1st

t=2

T

∑ + logbst Ot( )
t=1

T

∑

Q θ,θ n−1( )( ) = P s O,θ n−1( )( ) logP O, s θ( )
todo s
∑

=
P O, s θ n−1( )( )
P O θ n−1( )( ) logπ s1

+ logast−1st
t=2

T

∑ + logbst Ot( )
t=1

T

∑⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟todo s

∑
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                            (68) 

Como cada termo da soma de Q carrega termos diferentes de θ (π, a, b), a 

maximização total será a soma de cada maximização. Em outras palavras, Qπ, Qa 

e Qb podem ser maximizados separadamente, reduzindo bastante a complexidade 

do processo. A otimização de cada termo usa técnicas como o algoritmo forward-

backward e multiplicadores de Lagrange, como demonstrado em [11 pp. 172-

176], resultando em 

                                                      (69) 

Q θ,θ n−1( )( ) = Qπ π ,θ n−1( )( ) +Qa a,θ n−1( )( ) +Qb b,θ n−1( )( )

Qπ π ,θ n−1( )( ) = P O, s θ n−1( )( )
P O θ n−1( )( ) logπ st

todo s
∑

Qa a,θ n−1( )( ) = P O, s θ n−1( )( )
P O θ n−1( )( ) logast−1st

t=2

T

∑
todo s
∑

Qb b,θ n−1( )( ) = P O, s θ n−1( )( )
P O θ n−1( )( ) logbst Ot( )

t=1

T

∑
todo s
∑

π i
n( ) = γ 1 i( )

aij
n( ) =

ξt i, j( )
t=1

T −1

∑

γ t i( )
t=1

T −1

∑

cjk
n( ) =

ρt j,k( )
t=1

T

∑

ρt j,m( )
m=1

T

∑
t=1

T

∑

µ jk
n( ) =

ρt j,k( )Ot
t=1

T

∑

ρt j,k( )
t=1

T

∑

Λ jk
n( ) =

ρt j,k( ) Ot − µ jk( ) Ot − µ jk( )T
t=1

T

∑

ρt j,k( )
t=1

T

∑
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                                            (70) 

9.6  
Criação dos Filtros do Método MFCC 

Para criar os filtros triangulares da Figura 28, primeiro deve-se calcular os 

valores k0, k1, ..., kB+1. 

Como explicado em 3.4.1, a variação das frequências em mel acompanha a 

percepção humana das vibrações. Surge então a ideia de dividir eixo de 

frequências na escala mel, e não em Hz. Assim, são gerados os valores igualmente 

espaçados m0, m1, ..., mB+1. Convertendo os números de volta para Hz, obtém-se 

f0, f1, ..., fB+1, como mostra a Figura 26. 

α1 j( ) = b n−1( )
j O1( )π n−1( )

j

α t j( ) = b n−1( )
j Ot( ) α t−1 i( )a n−1( )

ij
i=1

N

∑
βT i( ) = 1

βt i( ) = a n−1( )
ij b n−1( )

j Ot+1( )βt+1 i( )
j=1

N

∑

γ t i( ) =
α t i( )βt i( )
α t j( )βt j( )

j=1

N

∑

ξt i, j( ) = α t i( )a n−1( )
ij b n−1( )

j Ot+1( )βt+1 i( )
α t k( )a n−1( )

kl b n−1( )
l Ot+1( )βt+1 l( )

l=1

N

∑
k=1

N

∑

ρt j,k( ) = γ t j( )
c n−1( )
jk φ Ot ,µ

n−1( )
jk ,Λ n−1( )

jk( )
c n−1( )
jk φ Ot ,µ

n−1( )
jm ,Λ n−1( )

jm( )
m=1

M

∑
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Figura 62: Divisão da escala mel em intervalos de mesmo comprimento e a conversão 
dessas fronteiras para a escala em Hz. 

Para determinar matematicamente os segmentos, parte-se das frequências 

extremas f0 e fB+1 do espectro. Esses valores são convertidos para mel usando (19) 

e usados para dividir o intervalo em B+1 partes iguais. 

                                                         (71) 

Para obter os valores em Hz, basta aplica a função inversa. 

                                 (72) 

Como o sinal é discreto, as frequências contínuas fb precisam ser convertidas 

para frequências digitais kb. 

                                                                                                   (73) 

onde N é o número de amostras da transformada discreta de Fourier do sinal 

e FS é a sua taxa de amostragem. 

Definidas as fronteiras, os filtros triangulares digitais são dados por 

                                                        (74) 

m
m0 m1 m2 m3 ...

∆m ∆m ∆m

mB+1

f0 ... f
f1 f2 f3 fB+1

Δm =
mB+1 − m0

B +1
=
M fB+1( ) − M f0( )

B +1
mb = m1 + bΔm = M f0( ) + bΔm

fb = M
−1 mb( ) = M −1 M f0( ) + b M fB+1( ) − M f0( )

B +1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

kb =
N
FS

fb

Hb k( ) =

0 k < kb−1
k − kb−1
kb − kb−1

kb−1 ≤ k < kb

kb+1 − k
kb+1 − kb

kb ≤ k < kb+1

0 k ≥ kb+1

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
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