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Equacdes do Sistema

Este capitulo ira apresentar as equacfes usadas no estudo, mostrando passo
a passo como foi feita a modelagem desse sistema.

Uma maneira facil de entender seu funcionamento é pensa-lo como um
manipulador de 2 graus de liberdade (figura 2.1), onde a haste é o primeiro, € 0

disco giratério o segundo (e.g. Spong et al).

Y
'

Figura 2.1 — Convencdes para 0 modelo matematico do sistema

Por conveniéncia, escolheu-se os eixos da seguinte forma:

- O plano xy esta paralelo ao solo.

- O eixo z na figura esta perpendicular a x e y, paralelo e em sentido
contrario ao da aceleracdo gravitacional.

O movimento de rotacdo da haste em torno do eixo z ocorre por acdo de
forca ou momento sobre a haste. No presente caso o torque 7 que o atuador
montado sobre a haste exerce sobre o disco, age por reagdo em sentido oposto
sobre a haste, colocando-a em rotagdo em torno do seu outro extremo, em torno de

qualquer eixo perpendicular ao plano.
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Assumindo que disco € homogéneo, esbelto e axissimétrico, seu centro de
massa coincide com o0 eixo de rotacdo, podemos deduzir pelas Leis de
Newton/Euler as equagdes de movimento. Observe-se que 0 movimento absoluto

do disco é obtido somando-se sua rotacdo medida em relagdo a haste g, com a
rotagdo da haste g,. O torque aplicado pelo motor r acelerara a inércia do disco
I, como ¢ +¢,. Como a trajetoria deste disco esta vinculada a uma geometria

circular, sobre seu centro passam a aparecer esfor¢os oriundos de sua aceleracao,
decompostas em tangencial e centripeta (Lei de Newton). As reacdes a estas
componentes da aceleragdo atuam sobre a extremidade da haste. A reacédo a forca

tangencial provoca um momento negativo em relacdo a outra extremidade da

haste (rotulada como ponto fixo) no valor —m,12¢,, ao qual se adiciona a reagdo

ao torque do motor —z que acelerar& o conjunto dos dois corpos para uma rotacdo

em torno do ponto fixo na outra extremidade da haste resultando ¢,. Os

momentos de inércia dos dois corpos devem ser transportados para este ponto
fixo. Resulta pela Lei de Euler para os dois corpos:

—my 3Gy — T = (Iy + mylg)G; (2.1)
7= L(G1+§2) (2.2)

Onde:

q, € 0 angulo de pendulo,

q, é o angulo do disco, em relacdo ao péndulo,

T € 0 torque que o motor aplica sobre o disco,

m, a massa da haste,

m, a massa do disco,

[, o comprimento da haste, do eixo de rota¢do até o motor com o disco,

[, 0 centro de gravidade de [, que, devido ao peso do motor seré deslocado
do centro da haste,

I; 0 momento de inércia da haste, calculada em relacdo ao seu centro:

mll%
=73

(2.3)
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I, 0 momento de inércia do disco, calculado em relacdo ao seu centro:

30

(2.4)

Usando a figura 2.2 para ajudar a visualizar a decomposicao, e também

E, = mya,
— .2
an = 1147

Ft - mzat

a; = 11G,

Figura 2.2 - Decomposicéo de forcas e aceleracgdes do sistema

E juntando as equacdes (2.1), (2.2) tem-se finalmente:

(2.5)
(2.6)
2.7)
(2.8)
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(I + Myl +mylf), = —t (2.9)

Inclui-se ainda a equacdo de um motor DC, que vai realizar o torque

necessario para a haste se movimentar:
T =Ki (2.10)

Onde:

T é 0 torque do motor,

i é a corrente elétrica,

K é uma constante que depende de cada motor DC. Vale lembrar que em
motores com redugdo essa constante & menor.

Juntando as equaces 2.9 e 2.10, encontramos:

(I + mllgl + mzl%) v (211)
Il == K q1

O termo constante e negativo € explicado pelo controle ser realizado
utilizando a reacéo ao torque no motor como pec¢a fundamental para 0 movimento
da haste. Com essa equacdo pode-se fazer o controle do sistema pela corrente,
entretanto, como no mundo real é bem mais dificil controlar a corrente do que a
tensdo, soO serd testado no modelo real o controle por tensdo. Para tal, € preciso ter
uma equagao com a qual se obtenha a tensdo em funcgéo da corrente.

Considera-se que o motor é DC (ou CC, ou de corrente continua), de ima

permanente e controlado pela tenséo, de acordo com o esquema da figura 2.3:

o

Figura 2.3 — Esquema de um motor DC
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Onde:

U é a tensdo aplicada no motor,

i é a corrente no motor,

R é aresistencia da armadura,

L é a indutancia da armadura,

E é a forca contra eletromotriz que resiste ao movimento de rotacdo do
motor,

w € a velocidade angular do disco no motor.

Pela Lei de Kichhoff, pode ser tirada a equagéo:
U=Ri+LE+E
=ni+ Lo+ (2.12)

A forca contra eletromotriz, é dada por:

E =Ko (2.13)

Considerando que no sistema a velocidade do rotor w sera g, a derivada no
tempo de g, tem-se uma equacdo diferencial de primeira ordem para a tenséo em

funcdo da corrente:

, di .
U=Ri+L—+Kq, (2.14)

Finalmente substituindo os valores da corrente da equagéo 2.11 na equagéo

2.14, tem-se a equacéo geral do sistema, controlado por tensao:

L +myls +mplf) (.. R, (2.15)
- K q; + ZCI1

K (I + I, + myl% + myl?)
- 1, q1

Por esta equacdo é possivel controlar a aceleracdo do rotor em funcéo da

tensdo aplicada no motor. E interessante ver que a tensdo ndo vai s6 depender da
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aceleracdo, mas também da velocidade da haste, e do tranco (“jerk” derivada da
aceleragéo).
Para modelar o atrito viscoso, optou-se por um modelo que depende
linearmente da velocidade:
Tay, = —C1q1 (2.16)
Tav, = —C243 (2.17)
Onde:
Tqp, € @ perda de torque referente ao mancal da base com a haste,
Tqv, € a perda de torque referente ao motor,

c; é a constante de atrito viscoso referente ao mancal da base com a haste,

c, € a constante de atrito viscoso referente ao motor.

Entretanto, observando seus valores bem pequenos (da ordem de 1077)
resolveu-se ndo utiliza-los no modelo matematico, para simplificar ao maximo o
mesmo, mas seu valor esta contabilizado no capitulo 4 para modelagens futuras.

Finalmente no atrito seco o problema pode se tornar bem mais complexo.
Muitos autores o desprezam, e outros fazem uso do modelo de atrito de Coulomb.
No presente estudo ele serd desprezado, pois o trabalho visa um controle que
possa se adequar as imperfeicdes do sistema, passando por cima de pequenas

consideracBes da modelagem.
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