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Propostas de correcoes das zonas plasticas obtidas
linearmente para levar em consideracao os efeitos do
escoamento do material

Como dito no capitulo anterior, as zonas plasticas estimadas pela
truncamento do campo de tensdes linear eldstico gerado pela fungdo de tensdo de
Westegaard, pela série de Williams, pelo K; ou pelo K; mais a T-stress ndo
correspondem a realidade, pois o campo de tensdes ndo pode ser singular na ponta
da trinca. Com a tentativa de contornar essa limitagdo da solucdo linear eldstica,
este capitulo apresenta propostas de correcdes das zonas plésticas obtidas pelo
truncamento do campo de tensdes lineares elasticos que consideram o escoamento
e o encruamento dos materiais. Dessa maneira, este capitulo € dividido em trés
secOes. A primeira se¢do aborda o caso em que se trata apenas os materiais
perfeitamente pldsticos. A segunda se¢do apresenta as prospostas de corregdes que
tentam levar em conta os efeitos do encruamento no tamanho e forma das zonas

plasticas. A terceira secdo apresenta as conclusdes do capitulo.

4.1. Correcao das zonas plasticas em que se considera materiais
perfeitamente plasticos

Esta secdo é dividida em sete subsegdes. A primeira subsecdo mostra a
proposta de correcdo feita por Irwin (1958) em que se utiliza a componente oy,
gerada a partir do campo tensdes obtidos por K; e é feita apenas para a direcio
paralela ao plano da trinca. A segunda subsec@o apresenta a proposta feita por
Rodriguez (2007), em que se usa a componente Oy, gerada a partir do campo
tensdes obtidos pela fungdo de tensdo de Westergaard e € feita para todas dire¢des
(0° <f< 360°). A terceira subsecdo apresenta uma discussdo sobre a proposta
feita por Rodriguez. A quarta subsecdo apresenta uma proposta de correcio
similar a que foi feita por Rodriguez. A diferenca consiste na utilizagdo da tensao
equivalente de Mises em vez da componente Oy, Também fundamentada na

proposta da Rodriguez, a quinta subse¢do mostra a proposi¢do de uma correcio
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que considera a componente vertical da forca de superficie. A sexta subsecdo
apresenta uma proposta de corre¢do em que se considera uma razao constante para
ser acrescentada a zona plastica linear eldstica original. Por dltimo, a sétima
subsecdo apresenta os efeitos de cada tipo de corre¢do para o caso da placa de

Griffith para os dois estados planos.

4.1.1. Correcao em que se considera a componente oy, gerada pelo
campo de tensoées obtido por K;para =0 — Irwin (1958)

E importante ressaltar que esta subsego foi baseada no trabalho original de
Irwin (1958). Entretanto, Castro & Meggiolaro (2009) também fazem uma
apresentacdo da ideia feita por Irwin.

Ao se truncar o campo de tensdes linear eldstico, que € singular, a tensdo de
escoamento (Sy) sem se considerar os efeitos das tensdes que ultrapassam o valor
de Sy, impede-se que a integral da componente oy,(x, 0) = K, / J27x no
ligamento residual da peca reproduza o carregamento que originou Kj. Por esse
motivo e por reconhecer que a zona pldstica linear eldstica truncada deveria
aumentar de tamanho para garantir o equilibrio de forcas, Irwin (1958) estimou
uma nova zona pléstica, pz;w, denominada neste trabalho de zona pldstica
equilibrada.

Em seu trabalho, Irwin (1958) desprezou o efeito do encruamento ao supor
que a componente 0y, tem valor constante dentro da nova zona pléstica igual a
k;-Sy, em que k; € uma constante que depende do estado plano dominante. Ao
longo do ligamento residual e fora da pzj.,, Irwin fez uma translagdo do campo de
tensdes no plano da trinca de um valor igual a x;, em que x; € a distancia entre a
ponta de trinca e o ponto no eixo x no qual a solugdo original previa
Oy(x1, 0) = K-Sy, ou seja, x; = pz0. Dessa maneira, o valor de x; deve ser
calculado para equilibrar os esforcos que atuam no ligamento residual da peca
trincada, fazendo com que a integral da tensdo o (x, 0) = K, / \/m linear

eldstica original ao longo de x seja igual a drea formada entre S, - pz,,,, que

considera o escoamento (sem encruamento) e limita as tensdes na pzj,, COMO

mostrado na Figura 68.
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Figura 68 — Comparagdo entre a componente 0y, (x, 0) gerada por K; e a componente Gy,(x-x;, 0)
gerada por K; e transladada de x, (adaptada de Castro & Meggiolaro, 2009).

O valor de pz;, pode ser determinado a partir das componentes de tensao
Oy« € Oy, transladadas de x; para ambos os estados planos. Considerando o estado
plano de tensdo e igualando-se a tensdo equivalente de Mises a Sy, tem-se que:

Sy =t (55)
271'(x -Xx )

O valor de x determinado na Eq. (55) equivale a nova zona pléstica estimada
por Irwin (1958). Apds algumas poucas operagdes na Eq. (55), é possivel se obter
a Eq. (56):

2

K—’z27tx—27rx1. (56)
2

SY

Ao se isolar x na Eq.(56) e lembrando que x; é igual a pz0 e que
pz0 = (K,z/(Zfr SYZ)), tem-se que:
x=2pz0.. pz;,,, =2pz0. (57)
Portanto, a nova zona pldstica estimada por Irwin, pz;., prevé uma zona

pléstica que é o dobro do tamanho da zona plastica prevista originalmente, pz0

para a direc@o paralela ao plano da trinca (49 =0’ )
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4.1.2. Correcao feita para todas as direcoes em que se considera a
componente gy, gerada pelo campo de tensoes obtido pela funcao de
tensao de Westergaard — Rodriguez (2007)

Rodriguez (2007) propds uma forma alternativa para corrigir as zonas
pldsticas obtidas da solug@o linear a partir da translagdo da componente oy, de um
valor r, igual ao que foi feito por Irwin (1958). Outra semelhanga com o trabalho
de Irwin, foi que Rodriguez analisou apenas o caso da placa de Griffith
uniaxialmente carregada. Entretanto, Rodriguez utilizou o campo de tensdes linear
elastico gerado a partir da funcdo de tensdo de Westergaard. Além de usar o

campo de tensdes gerado a partir da funcdo de tensdo de Westergaard, Rodriguez
tentou estender as corregdes para todas as direcdoes do plano (0" <0<360° )
Como o exemplo estudado por Rodriguez foi o da placa de Griffith uniaxialmente
carregada, ele considerou apenas a componente 0y, para a corregao.

A correcdo proposta por Rodriguez (2007) pode ser melhor compreendida

pela Figura 69.
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Figura 69 — Comparacio entre a componente 0,,(x, 0) gerada pela fungio de tensio de
Westergaard e a componente o,,(r-r;, 0) gerada pela fungdo de tensdo de Westergaard e

transladada de r; (adaptada de Rodriguez, 2007).

Ao se igualar as duas areas hachuradas na Figura 69, obtém-se a Eq. (58):
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W
pay(6)

o, (pz,‘“;’g (6), G)ng’g”q"y ©)=[o,(r.6)dr. (58)
0

A partir da Eq. (58), a zona plastica corrigida por Rodriguez pode ser obtida
pela Eq. (59):

Py ® (6)
[o,,(r.6)dr 59)
Pl (0)=—

o, (bl (0)6)

Essa correcdo pode ser vista como uma tentativa de generalizar a correcdo
feita por Irwin na dire¢do paralela ao plano da trinca (6 =0), que é baseada no
equilibrio das forcas verticais que geram tensdes singulares no interior das zonas
plasticas. Entretanto alguns pontos devem ser ressaltados na correcdo feita por

Rodriguez (2007), conforme € discutido na préxima subsecgao.

4.1.3. Discussao sobre a proposta de Rodriguez

O argumento de Rodriguez (2007) para validar sua proposta de corre¢do da
zona pléstica, que ndo foi devidamente explicado em seu trabalho, é baseado nos
seguintes fatos. Primeiro, como o carregamento € uniaxial, considera-se apenas o

equilibrio das forgas geradas pela tensdo oy, . Além disso, tendo-se o campo de

tensdes representado Kj; Eq. (2), percebe-se que a razdo entre as tensodes,

Oyx/Oyy>0yy/Oxy€ Oy /Oy € mantida constante para um determinado 6,

independentemente do valor do raio. Por esse fato, Rodriguez argumenta que ao

se usar apenas O,, na corre¢do também se altera as outras componentes devido a

Yy
razdo entre elas permanecer constante.

Em contrapartida ao primeiro argumento de Rodriguez e utilizando-se o
campo de tensdes gerado pela funcdo de tensio de Westergaard, a Figura 70
mostra que mesmo que o carregamento seja uniaxial, a trinca gera para € =0°,

singularidades na componente o,,. Para outros valores de @ a singularidade

também ocorre na componente Oy, .
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Figura 70 — Mostra os comportamentos: (a) da componente O (r,()), (b) da componente
o, (r,()) e (c) da componente O, (r,()) na dire¢do paralela ao plano da trinca que sdo geradas

pelo campo de tensdes gerado pela funcao de tensdo de Westergaard.

Apesar de ndo ser mostrado neste trabalho, também € importante comentar
que essas singularidades presentes nas componentes Oy, € Oy, também aparecem
quando se utiliza o campo de tensdes gerado apenas por K.

Ja em relagdo ao segundo argumento, a afirmacdo feita é verdadeira apenas
quando se usa Eq. (2). Entretanto, quando se utiliza o campo de tensdes gerado
pela funcdo de tensdo de Westergaard, o argumento de Rodriguez ndo é
verificado. Com objetivo de verificar detalhamente esse segundo argumento de
Rodriguez, nove funcdes sdo definidas. As trés primeiras dessas funcdes usam o
campo de tensdes gerado por K; e a componente oy, no denominador. As outras
seis fungdes utilizam o campo de tensdes gerado pela funcdo de tensdo de
Westergaard, sendo que trés usam a componente oy, no denominador e as outras
tr€s utilizam a tensdo equivalente de Mises.

Ao se usar o campo de tensdes gerado por K; pode-se definir as equagdes

(60), (61) e (62):
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0 . (@Y . (30
- cos(zj l—sm(zj sm(zﬂ
RK g,.s,,(0) = = 5 Yk (60)
» cos(j 1+sin(j sin(ﬂ
2) 2 2
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cos| — || 1+sin| — [sin| —
W 2 2 2
RE 55 (6) =2 = —— UL (61)
Yy cos(j 1+sin(jsin(ﬂ
2) 2 2
. (@) . (30
o, cos(zjsm(zjsm(zj
RKsXysyy(9)=0—'= 5 SEETIE (62)
» cos(j[l + sin(j sin(ﬂ
2 2 2

Ao se utilizar o campo tensdes gerado pela fun¢do de tensdo de Westergaard
as equacdes (63), (64), (65), (66), (67) e (68) podem ser definidas:
0. Re(Z)-yIm(Z')-o

RWigy, ., (0)=—= = ~=, (63)
» . Re(Z)+ yIm(Z")
o, Re(Z)+yIm(z’)
RWig. o (0)=—2 = ,
855 (0) o, Re(Z)+yIm(z’) ©4)
o, - yRe(2))
RWig. . (8)=—2 Y .
ng;S”() O_yy Re(Z)+yIm(Z') (65)
o \Z\r,0 Re(Z(r,68))- yIm(Z'(r,0 -0,
RWig.s, (Z(r,0))= w(2(r ))= (2(r,6))- yIm(Z'(r,6)) , (66)
O-Mises(Z(r,H)) O-Mises(Z(r,H))
0,,(2(r.0)) Re(z(r,0)+ yIm(z'(r,6
RWig 5,5, (2 (r.6)) = —> Rzl O)eyinlZ(r0) -
O-Mises(Z(r,H)) O-Mises(Z(r,H )
o.,\Z\r,0)) —yRe(Z'(r,
RthSxySm (Z(r’e)) — }( ( )) — y e( (r )) . (68)
O-Mises(Z(r,H)) O-Mises(Z(r,H))

A Figura 71 mostra o comportamento das nove fungdes definidas acima.
Nela é possivel ver que o segundo argumento de Rodriguez nio vale para o caso
em que se usa a fungdo de tensdo de Westergaard para representar o campo de
tensdes. A Figura 71(a) mostra o comportamento das fungdes obtidas pelas
equacdes (60), (63) e (66). A Figura 71(b) mostra o comportamento das fungdes
obtidas pelas equagdes (61), (64) e (67). Por tdltimo, a Figura 71(c) mostra o

comportamento das fungdes obtidas pelas equacdes (62), (65) e (68). Na Figura

71, todas as funcdes sdo avaliadas para um valor de @ igual a 45°.
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Figura 71 — Mostra os comportamentos: (a) da componente O (r,O), (b) da componente
o,, (r,O) e (c) da componente T, (r,O) na dire¢do paralela ao plano da trinca que sdo geradas

pelo campo de tensdes gerado pela fungéo de tensdo de Westergaard.

Analisando a Figura 70 e a Figura 71 € possivel verificar que os argumentos
de Rodriguez (2007) ndo sdo validos para todas as situagdes. Dessa forma este
trabalho apresenta, nas préximas subsegdes, trés formas alternativas para as

correcoes das pz(G)y.

4.1.4. Correcao feita para todas as direcoes em que se considera a
componente ouises gerada pelo campo de tensoes obtido pela funcao
de tensao de Westergaard

O principal argumento de Rodriguez (2007) a favor da corregdo
ng”’ureqoy (6) ¢ que o exemplo estudado por ele apresenta um carregamento

uniaxial. Entretanto, como proceder para casos de carregamentos mais
complicados como o caso da placa de Griffith carregada biaxialmente, ou o caso
de uma placa sob flexo tragdo? Nesses casos, por que razdo seria necessirio
utilizar apenas a componente 0y, para fazer a corre¢do das zonas plasticas?

Ao se lembrar que o problema de estimar zonas plésticas a frente da ponta
de trincas € um problema intrinsecamente ndo linear e que por isso, qualquer

correcdo dessas zonas plasticas obtidas de uma solucdo linear serve apenas como

uma medida qualitativa, a correcio que utiliza a tensdo equivalente de Mises pode
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ser uma razoavel alternativa. Nesta proposta, substitui-se na Eq.(59) a
componente oy, pela tensdo equivalente de Mises, Opiges, conforme mostra a

Eq. (69):

pay S (6)
L Ar8)d
Wigeq _([ O-Mzses (I" ) r (69)
Py (9) =

O-Mises (pzllv‘/;tg (9)’ 9)

Como as pzﬂvl/,’g () sdo determinadas para os pontos em que

O pises (szZ’g (9), 6’)2 Sy, a Eq. (69) pode ser reescrita como:
ey % (6)
_— J O Mises (r’ 0) dr (70)
pry et (6)=—2

Sy

A Eq. (70) define as zonas plasticas corrigidas em que se usa Ojyises.

4.1.5. Correcao em que se considera um incremento de zona plastica
constante nas pz(6)y originais

Nesta correcdo se utiliza um incremento constante ao longo de cada raio

definido para uma direc@o 6. Essa correcdo pode ser resumida pela Eq. (71):
pay* " (6)= pzy* (6)+ &, (71)

em que &= pzy’ 17(0)-pe(B) ou &= pzliete (§)- pzle(6). Nesses

dois casos, & ¢é um valor conhecido, normalmente igual a zero. Essa constante

tem o mesmo sentido de equilibrio de forcas para a dire¢do 8 =0°, conforme foi
feito por Irwin (1958). Para as outras dire¢des, adota-se o0 mesmo valor x de
correcdo. Essa corre¢do possui a vantagem de ser de facil implementagdo, pois a
integracdo necessdria para determinar k¥ para =0 na Eq. (5§9) ou Eq. (70) é

feita apenas uma vez.

4.1.6. Correcao feita para todas as direcoes em que se considera a
forca de superficie em que o campo de tensoes é obtido pela funcao
de tensao de Westergaard

Esta correcdo utiliza a componente perpendicular da forga de superficie para

fazer a correcdo das pz,‘ufg (). Esta correcdo é mais consistente que a correcio de
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Rodriguez (2007) por considerar a componente perpendicular a superficie da forga
de superficie, cuja integral ao longo da 4rea de interesse resulta na forga aplicada,
diferentemente da simples componente de tensdo. Essa corre¢do pode ser
resumida pela Eq. (72):

pep e (6)

.([tyy (r, 9) dr (72)

pZAu;tg+eqTr (9) _

>

e, (p2 (6).6)

em que 7, ¢ determinada pela férmula de Cauchy, Eq. (73):
1.(r.0)] _[0.(r0) o,(r6) {008(6’)} 7
tyy (r,H) o, (r,0) o, (r,H) sin(@) ]

4.1.7. Zonas plasticas corrigidas para o caso da placa de Griffith

A comparagdo de todas as propostas de correcoes € feita para o exemplo da
placa de Griffith. As préximas doze figuras mostram as diferengas em termos de
estimativa de zonas plasticas entre cada uma dessas propostas para os dois estados
planos. Nessas figuras também se apresentam as zonas plasticas estimadas pelo
truncamento da tensdo equivalente de Mises, que é gerada pelo campo de tensdes
obtido pelo Kj, K; e T-stress e pela fungdo de tensdo de Westergaard.

Em ambos os casos planos, as zonas plasticas corrigidas aumentam de
tamanho. Esse fato ji era esperado, pois ao se considerar um material
perfeitamente pldstico e ao se limitar as tensdes dentro das zonas pldsticas a
tensdo de escoamento, uma quantidade maior de material deve deformar
plasticamente, o que faz com que as zonas pldsticas aumentem de tamanho.

Em ambos os estados planos e para todos os casos de 7,/Sy, as estimativas

Weg +eqoy

~ Lo . . T . .
DIy sdo bem proximas das estimativas pzy**?"". Essas duas estimativas
= £ atd Wtg . . Wig+egM _ ~
sdo, em geral, o dobro das zonas plasticas pz,° . As estimativas pz,, sao
. . Wtg+eqo . . ~
um pouco menores as estimativas pz,, Y. As estimativas pz,¢™* sio
Wtg+egM

maiores que as estimativas szZ’g € menores que as estimativas pz,,

A Figura 72 mostra todas as propostas de correcio das pz(6)y com

6,/Sy = 0,2 para o caso plano de tensio.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0710941/CA

pa(o) &

a6y /Sy

| Wig+eqR
PZnipic
Pzy

Su-02
2

pr,=-L K1 plana-G|
ng? B K;=Cnv7a

WigreqM \, 30
Plvpig
Pz

WigheqOy
Plyipro
PZ,

 Wig-eqTr
PIn o
Pzy

133

Figura 72 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( 8),, junto com as zonas plasticas

lineares eldsticas truncadas sob tensdo plana com 6,/Sy = 0,2 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 73 mostra todas as propostas de correcdo das pz(6)y com

6,/Sy = 0,4 para o caso plano de tensio.

PZav,p-o
PZy )
. U
Pz(9) insensiveis
26, /Sy
Wig+eqCy
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PZy
On-.4 e
y 1 Py pic
pzo—Lﬁ o —
n gt .. Jlanac

Figura 73 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( 8),, junto com as zonas plasticas

lineares eldsticas truncadas sob tensio plana com ¢,/Sy = 0,4 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 74 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(6)y sob estado

plano de tensdo com ¢,/Sy = 0,5.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0710941/CA

PZy o
Pz,

O o«
<2=0.5
S

W

Kt
2n gt

PZy

p

Ly
7

Wig+eqOy
p-C

1M,

plana-C|
Ky=Gnv7a

Figura 74 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( 8),, junto com as zonas plasticas

lineares eldsticas truncadas sob tensio plana com ¢,/Sy = 0,5 para o caso da placa de Griffith.
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A Figura 75 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(6)y sob estado

plano de tensdo com o,/Sy = 0,6.
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Figura 75 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( 8),, junto com as zonas plasticas

lineares eldsticas truncadas sob tensdo plana com 6,/Sy = 0,6 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 76 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(8)y sob estado

plano de tensdo com ,/Sy =0,7.
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Figura 76 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( ), junto com as zonas pldsticas

lineares eldsticas truncadas sob tensdo plana com 6,/Sy = 0,7 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 77 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(6)y sob estado

plano de tensdo com ¢,/Sy = 0,8.
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Figura 77 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( )y, junto com as zonas pldsticas

lineares eldsticas truncadas sob tensio plana com ¢,/Sy = 0,8 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 78 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(6)y sob estado

plano de deformacdo com o,/Sy = 0,2.
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Figura 78 — Todas as propostas de corre¢do das estimativas pz( 8),, junto com as zonas plasticas

LE truncadas sob deformacdo plana com ¢,/Sy = 0,2 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 79 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(6)y sob estado

plano de deformacio

com o,/Sy=04.

Pz(p) insensiveis
a On ‘SY

Wig+eqOy
PZni,pig
PZy

WigreqIr

Plmos v=0.3
Py plana-€
270 Kj=On/TIa|

Figura 79 — Todas as propostas de corre¢do das estimativas pz( 8),, junto com as zonas plasticas

LE truncadas sob deformacao plana com ¢;/Sy = 0,4 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 80 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(8)y sob estado

plano de deformacao

com 6;/Sy=0,5.
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Figura 80 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( 8),, junto com as zonas plasticas

LE truncadas sob deformacao plana com ¢;/Sy = 0,5 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 81 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(8)y sob estado

plano de deformacdo com o,/Sy = 0,6.

PZy 6 5

| LxincA |

Kp+T
P2 pie pzY R
ﬁna;W: 0.1 mM’Pl_S
; - 0
150 I' \‘ 30

WigreqM
PIyipie
PZy

T T——
PZ(f) insensiveis

KZ
Pzn=ﬁ§1(

v=0.3
plana-€

Ky=Gny/70

Figura 81 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( 8),, junto com as zonas plasticas

LE truncadas sob deformacao plana com ¢;/Sy = 0,6 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 82 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(6)y sob estado

plano de deformacdo com o,/Sy=0,7.
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P2y g
Py % J
\ RDJ trinca 5
PZ(9) insensiveis
a On "SY
Wig+eqGy
Piyipie
Pz
On
< =07 WigteqT
Sy . Prvge v=0.3
pzﬂ=L& PZy plana-€
n S%g m K;=On/Ta

Figura 82 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( ), junto com as zonas pldsticas

LE truncadas sob deformacdo plana com ¢,/Sy = 0,7 para o caso da placa de Griffith.

A Figura 83 mostra todas as propostas de corre¢do das pz(6)y sob estado

plano de deformacdo com o,/Sy = 0,8.

WigreqR
PZnpie
Py

PZrpe
PZy
130 0
!)z(e) ins
A0y /Sy pZth+eqC7y
T_MLpl-€
Pz
Wig+eqTr
On =0.8 EM,PI'S
Sy, [ V=03
pz‘]:Lﬁ plana-g
In S%( 20 Ky=Cn/Ta)

Figura 83 — Todas as propostas de correcdo das estimativas pz( )y, junto com as zonas pldsticas

LE truncadas sob deformacao plana com ¢;/Sy = 0,8 para o caso da placa de Griffith.
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4.2. Proposta de correcao para levar em consideracao o efeito do
encruamento do material

Esta se¢do tem trés subsecdes. A primeira subsecdo mostra duas propostas
de correcdo das zonas plasticas em que se utiliza o campo de tensdes gerado por
K;. A segunda subsec@o mostra uma proposta de correcdo em que se usa 0 campo
de tensdes obtido a partir da fun¢éo de tensdo de Westergaard. A terceira subsecdo
apresenta o caso da placa de Griffith em que se mostra as estimativas pz(8)y
obtidas a partir da proposta de correcdo que usa uma relacdo exponencial entre a

tensdo e a coordenada r (Sousa et al, 2010).

4.2.1. Proposta de correcao que usa o campo de tensoes gerado por
K,

Esta subsecdo ¢ dividida em duas outras subsec¢des. Essas duas subsegdes
mostram as propostas feitas por Kujawaski & Ellyin (1986) para considerar o
efeito do encruamento no tamanho e forma das zonas plésticas a partir do uso do
K; para representar o campo de tensdes. A diferenca bdsica entre essas duas

propostas esta na relagdo adotada entre tensdo e deformagao.

4.2.1.1. Proposta que utiliza uma regra exponencial e K;

Esta lei adota a seguinte relacdo entre tensdo e deformacgdo para a fase

pldstica, 0, e £);:

Y

e\
ap,:sy(—”’J : (74)
£

em que &, € a deformacdo plastica correspondente ao comego do escoamento, n,

€ o expoente do encruamento e S, € a tensdo de escoamento. Kujawaski & Ellyin

(1986) utilizaram a Eq. (74) e apresentaram a seguinte expressio para determinar

as zonas pldsticas:

K,

L 75
S, (+n,)7 ()

PRkE-Exp =
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4.2.1.2. Proposta que utiliza a equacao de Ramberg-Osgood e o K|

Esta estimativa de zona plastica utiliza a equagdo de Ramberg-Osgood para
simular o comportamento do material, de acordo com a Eq. (21). Kujawaski &
Ellyin (1986) partiram dessa equagdo e propuseram a seguinte expressio para a

determinacgdo das zonas plasticas:

KI
Pikg-ro =~ _ > (76)
SY2(1+n2)71'
em que
Wy
l-l-ne W/Ej
~ 0
=2 (77
WO
l{wj
0
€
p_ 1 E_ Sy
WO :mSY Ey € WO =E. (78)
Y

As duas proximas subsecdes apresentam as propostas de corre¢do das zonas
plésticas em que se utiliza o campo de tensdes obtido a partir da funcdo de tensdo

de Westergaard.

4.2.2. Proposta de correcao que usa o campo de tensdes gerado pela
funcao de tensao de Westergaard

Esta subsecdo apresenta a proposta em que se adota uma relagdo
exponencial entre a tensfo e a coordenada r (Sousa et al, 2010).

Na realidade, para que se possa levar em consideracdo os efeitos do
encruamento no tamanho e forma das zonas plasticas € necessdrio que se tenha
alguma expressdo que relacione deformagio e/ou tensdo com as coordenadas
polares; e(r, 9) e/ou O'(r,é?). Contudo, como este trabalho estd usando um campo
de tensdes para determinar as pz(6)y a partir do critério de escoamento de Mises
para depois corrigir essas pz(6)y para levar em consideragdo os efeitos do

encruamento, é necessario que se tenha alguma relagcao o(r,8) estabelecida. Caso

se adote alguma relagdo entre £(r,0) e r, é necessério que utilize uma relagdo
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adicional entre o e &£ para que se tenha, posteriormente, a relacdo O'(r,ﬁ)
desejada.
Ao se adotar esse procedimento de estimativa das pz( )y, que tenta levar em

consideracdo os efeitos do encruamento, espera-se que ao se considerar um

material com bastante encruamento as estimativas pzy ¢ reproduzam as

estimativas pz(8)y. Caso se considere um material perfeitamente pldstico, espera-

se que as pzytrd reproduzam as pz)¢*. Em situagdes intermedidrias,

espera-se que a medida que o encruamento aumente, as pzﬂv?g”q sejam cada vez

menores, pois 0 material suportaria tensdes maiores dentro das zonas plésticas.

Para melhor compreensio das expectativas de comportamento das pz),s e ¢

da necessidade que se tem de se obter G(r,é?), apresenta-se a Figura 84.

Oyyt
C(r)=?
£(r)=7

CONSTANTE

I 4

P Z'\Vtg+e-anr(l

-

p Z\-'\'tg+eq

Figura 84 — Comportamento da componente de tensdo o, e das estimativas pZAVZtg ,

Wtg+eqHard Wig+te .
274 Mg Tt e pz Mg ! para um determinado valor de 6.

Ao se analisar a Figura 84 € possivel perceber que para uma determinada
direcdo @, é necessdrio que se tenha uma expressdo que estabeleca a relagdo entre
a tensdo e/ou a deformagdo em fungdo da coordenada r. Com base nisso, esta

subsecdo mostra a proposta que utiliza uma relacdo exponencial entre tensdo e a

coordenada polar r (pzZtgﬂqudE"”_‘” ) (Sousa et al, 2010). Essa proposta pode

ser vista pela Eq. (79):
o=qr!tm (79)
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em que & e m sdo parAmetros que devem ser ajustados a partir da curva do
modelo constitutivo do material.
A Figura 85 mostra como a Eq. (79) simula somente a fase plastica do

comportamento do material.

1 T T T

m=20ex=12 <—-\_

0z

—=m=00eax=10

) ) /-->m:1,UEQ=U,U
siulando apenas a fase plastica 0 L l—
1} 01 0z 03 04

Syl - — -

»
L4

3
Figura 85 — Simulacg@o da fase pldstica de uma material que estabelece uma relacio entre tensio e
a coordenada polar r para vérios valoresde me .

A hipétese basica nesta proposta € ajustar o modelo idealizado pela Eq. (79),
que relaciona tensio (o) e posicio (r), com o comportamento pldstico do
material, que relaciona tensao (0') e deformacao (8) Essa hipdtese € feita para
que se tenha alguma maneira de comparar o modelo representado pela Eq. (79)
com algum comportamento real do material. E importante lembrar mais uma vez
que essa hipdtese, assim como todas as outras correcdes, ¢ apenas uma maneira
qualitativa de se estimar os efeitos do encruamento no tamanho e forma das zonas
plésticas.

Como o modelo proposto simula apenas a fase pldstica do material, a

ig+eqHardgxp—c r

) ) Wi ) )
estimativa pz,, pode ser feita compondo as duas dreas mostradas na

Figura 86. Uma das dreas, denominada de Aj;,.., ¢ obtida da mesma forma feita

por Rodriguez (2007). A outra area, denominada de Angorinear» € Obtida pela

integracio da Eq. (79) de zero até pzy¢*tHe? A soma dessas duas dreas deve

ser igual a drea determinada pela integracdo da componente oy, de zero até ngtg .
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Cyy(r,5) A llz“’tg
chy(l‘, 8)dr = ALinear T ANaoLinear
[ ] 0
[ ] Vi .
;‘ - 111“ tg+eqHard
1+
: s ANaeLinear = Iu. 1‘1/( ) dr
0 0
9,
. /\ Wig+eqHard
Wig o e . — Wtg = Wig+eqHard
Gyy(pz'' '=,8) I //ALinem‘ = Gyy(pz" 5,8).P2 2red
L] ! \
Ldl
of | ™
ol
C 11
o
L >
pzWte r
e
p Z\-'\r’tg+equ‘[l
— >

Wig+eqHard Exp—o, r

Figura 86 — Determinagdo da estimativa pz,, para um determinado valor de 6

a partir da igualdade entre as dreas em azul pontilhado e A7y, em que Az, = ALinear + ANaoLinear.
Ao se expressar a ideia de composicdo de duas areas, uma correspondente a

parte linear eldstica e outra que correspondente a parte plastica, a proposta

apresentada nesta subsecdo pode ser resumida pela Eq. (80):

Wtg
— _ [P*m
ATotal - ALinear + ANaoLinear - jO O-yy (O-n T 0) dr ’ (80)
€m que
_ Wtg ) Wig+eqHardgyp—c r
ALinear - O-yy (O-rprM 70 Piy s (81)
(&
Wig+eqHard gxp—o r
pZM ’
ANuoLinear = J[a r1/1+m ]dr ) (82)
0
resultando em
Wig+eqHardpyp—g r
Wig ) Wig+eqHardxp—o r Py [ 1/14m ] _
O-Y)'(O-n’pZM 59 1247 +~[O ar dr=
(83)
ﬁzAV,V,tg
_.[o ayy(an,r,ﬁ)dr
Wig+eqHardgyp— o 2 P
O valor de pz,, BP0 que satisfizer a Eq. (83) serd a zona plastica

corrigida que considera os efeitos do encruamento conforme esta proposta.
Apesar de que toda a demonstrag@o feita nesta subsec@o tenha utilizado a

componente Oy, para fazer a correcdo das zonas pldsticas, € importante ressaltar
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que a tensdo equivalente de Mises também pode ser usada na correcio das zonas

L L. . Wtg+eqHard gy, —
plasticas do tipo pz,,~ PO

4.2.3. Estimativas dos efeitos do encruamento nas zonas plasticas
para o caso da placa de Griffith

- L L. Wtg+eqHard gy —,
Esta subsecdo apresenta as zonas pldsticas pz,, Exp-or para o

exemplo da placa de Griffith para os dois casos planos. Neste exemplo, adota-se
um moédulo de Young igual a 73 GPa, para seis niveis de 6;/Sy, e para dois valores

do expoente de encruamento (Ote). O coeficiente de encruamento, n,, € dado

como uma fun¢do de «,, conforme mostra a Eq. (84):

1
o, =(LJA ‘. (84)
0,8

th+eqHardEx[,_o-,,

Por simplicidade, somente a proposta pz,, e apenas a

corre¢do Oy, sdo utlizadas nesta subsecdo. Por causa disso, os resultados deste

th+eqHara’Exp_o-y

M
h

exemplo sdo chamados de pz , em que o subscrito £ significa o

valor de e, adotado.
Os valores de 6;,/Sy testados sdo: 0,2; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; e 0,8 para os casos
de tensdo e de deformacdo plana. Os valores de n, sdo: 0,1 e 0,3. Os valores de m

Wi Hardgyp—, ~ . . .
e a do modelo pz Mtg+eq B Eq. (79), sdo ajustados visualmente a partir do

comportamento da equac¢do de Ramberg-Osgood para cada valor de n, e ¢, . Para
o caso em que n, = 0,1, tem-se &, = 9,313 e S, = 1,815 10® Pa. Para o caso em
que n, = 0,3; tem-se a, = 2,104 ¢ S, =721 10’ Pa. O comportamento da
equagdo de Ramberg-Osgood para os dois valores n, adotados pode ser visto na

Figura 87. Em todos os casos de 6,/Sy, mostra-se que para (¢, = 0,0) se recai na

estimativa que considera materiais perfeitamente plasticos

th+eqHardExp_o-V Wig+eqoy,
pz,, = Piy .
h=0.0
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410 T T T T

et

T zanf

110

£

Figura 87 — Comportamento da equagdo de Ramberg-Osgood para &, =0,1e &, =0,3.

oy Wtg+eqHard _ . L.
Para utilizar o modelo pz Ew-0.r & necessdrio que se use somente a
M

parte plastica do comportamento da equacdo de Ramberg-Osgood, conforme

mostra a Figura 88.

el T T T

30’ B

Ajuste com ¢ = 1.05 e 2 = 1.09 (,=0.3)

o 240t B

bt B

Ajuste com & =102 em =2.08 (s,=0.1)

Figura 88 — Comportamento da equagdo de Ramberg-Osgood sem a parte eldstica para &, =0,1 e

a, =03.

A Figura 88 também mostra os valores dos pardmetros & e m do modelo
pZAV:tg+eqHardEx” ~%" . De acordo com essa figura, percebe-se que para n, = 0,3 tem-
se um maior encruamento do que para n, = 0,1. Dessa forma, esperam-se
estimativas pz(6)y maiores para esse caso do que para n, = 0,3. Para o caso em

que n, = 0,1, tem-se & =1,02 e m=2,08. Para o caso em que n, = 0,3, tem-se

=105 e m=109.
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. . Wi Hard gy, — . ~
A Figura 89 mostra o ajuste de pthg+eq “Ep=or 3 partir da equagdo de

Ramberg-Osgood para n, =0,1.

il T T

B Ramberg Osgood

T a0’

Ramberg Osgood - Sy

1t

Ajuste com & =1.02 e m =208

Figura 89 — O ajuste da equag@o de Ramberg-Osgood para @, =0,1.

. . Wig+eqHardp, . -
A Figura 90 mostra o ajuste de pthg+eq CEwp=or 4 partir da equagdo de

Ramberg-Osgood para n, = 0,3.

=100 T T T T

310k e

Ramberg Osgood

G 20

Ramberg Osgood - Sy

110 b
Ajuste com & =105 e m = 1.09

Figura 90 — O ajuste da equag@o de Ramberg-Osgood para &, = 0,3.

Nas proximas doze figuras, é possivel observar que as estimativas

th+eqHara'Exp_o-y - . N . . Wig+eqoy - .
D2y , que sdo iguais as estimativas pz,, , s30 maiores que as
h=0.0
. . th-*—eqHara'Exp_o-y th+eqHardExp_o-y . p
estimativas pz,, e pz,, para os dois estados planos. E
h=0.1 h=0.3

Wtg+eqHard Exp-0

M
h=0.1

importante observar também que as estimativas pz sd0 maiores


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0710941/CA

147

Wtg+eqHard Exp-0,

M
h=0.3

que as estimativas pz , conforme o esperado. Esse fato também

acontece para os dois estados planos e para todos os valores de ¢;/Sy adotados.
A Figura 91 mostra as estimativas de zonas plasticas sob estado plano de

tensao com G,/Sy = 0,2.

50

2 ‘ :
thltg_]Hal‘(lE Oy

Papp
PZy m=0.3)

WiEE
150 EM,}TI o] ZWigreqHardg,,
M, pl-C

PZy w=0.1)

ke

=0

s '. “

Ll
%

p-Cy Y\, 30
e

i

Pivpo
P i ? 4
o trinCA ! {
PZ(p) insensiveis '
40, /Sy Aﬂva
p &
/N
]
{/’
My
—
210 -‘ 330
Pzﬁtﬁfg‘m“ E-Oy
On 2 PZo im0y
> 7 i 30
=LKL —
PZy=5-3
Sy a0 Ky=Gnv7a

Figura 91 — Comparag@o entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para 7 = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de tensdo com ¢,/Sy = 0,2.

A Figura 92 mostra as estimativas de zonas plasticas sob estado plano de

tensao com G,/Sy = 0,4.
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%0
&0
Pthg+ch ardg. g, oy
n
PZy (n—u 3)
PZv o ‘ Pz\l\ztg;eqH ardy g, o5,
P I -. ondl 01»
180 - | ; l
PZ(H) insensiveis
a0y /Sy
Wig+eqCOy,
PZn pio
20 PZo
pZthquaulExp oy
G, Pz (h 0.0)
S—“ =0.4
'Y KZ
PZo= AL =
I Sy 270

Figura 92 — Comparag@o entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para h = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de tensdo com ¢,/Sy = 0,4.

A Figura 93 mostra as estimativas de zonas plésticas sob estado plano de

tensdo com 6;/Sy =0,5.

p Zth+eqH BIY (l]:_-‘l, O'_‘,/—
PZo (1\ u 3)

th+eqH ardp, oy
pzo 1l|—0 1)

pz(e) insensiveis
Ay Sy

o \.
N \
thg+eq ardgyg, o,

P oM, pl-G
PZy m-0.0)

—_ ]

On_;=

=05

Sy >

PZy=5-—% plana-G|
i S%{ 270 Ky=0nvnal

Figura 93 — Comparag@o entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para h = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de tensdo com ¢,/Sy = 0,5.

A Figura 94 mostra as estimativas de zonas plésticas sob estado plano de

tensdo com G;/Sy = 0,6.
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90
WigreqHardy,
Pl pic Oy
PZy h=0.3) "
PIMpro \
[ 7 (‘r g szqvfl%tglﬂﬂu Oy
. trinca [ I % PZo =0.1) ,
Pz(p) insensiveis
Vo A
ZWiz-eqCy A‘ A‘\&
P pic v
PZo
we WigreqHard,
pZM’ o Exp-Cy
PZy m=0.0)
S2-0.6
2 290 m
szLK_ZI plana-O|
2n 8% pone Ky= G

Figura 94 — Comparag@o entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para 7 = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de tensdo com ¢,/Sy = 0,6.

A Figura 95 mostra as estimativas de zonas plésticas sob estado plano de

tensao com o,/Sy =0,7.

WigreqHardg,,
Pupg PO
PZym=0.3)

y

PZnp-c
PZy \Js ) 4 %
. trinca / [ )
PZ(9) insensiveis
26,/Sy e —2
x, § ,A'{?
]
Py ' %
Pz
210 \ , T30
On _
Sy =0.7 2
pzu=l& plana-G|
I S%{ 70 Kj=0nvral

Figura 95 — Comparag@o entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para 7 = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de tensdo com ¢,/Sy = 0,7.

A Figura 96 mostra as estimativas de zonas pldsticas sob estado plano de

tensdo com G;/Sy = 0,8.
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Figura 96 — Comparag@o entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para 7 = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de tensdo com ¢,/Sy = 0,8.

A Figura 97 mostra as estimativas de zonas plésticas sob estado plano de

deformacdo com ¢,/Sy = 0,2.
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Figura 97 — Comparagdo entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para 7 = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de deformagdo com 6,/Sy =0,2.

A Figura 98 mostra as estimativas de zonas plasticas sob estado plano de

deformacdo com ¢,/Sy = 0,4.
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Figura 98 — Comparag@o entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para 7 = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de deformacao com ¢;/Sy = 0.4.

A Figura 99 mostra as estimativas de zonas plésticas sob estado plano de

deformacdo com ¢,/Sy=0,5.
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Figura 99 — Comparagdo entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de deformagdo com 6,/Sy =0,5.

A Figura 100 mostra as estimativas de zonas plasticas sob estado plano de

deformagio com G,/Sy = 0,6.
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Figura 100 — Comparacio entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para h = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de deformacao com ¢;/Sy = 0,6.

A Figura 101 mostra as estimativas de zonas plésticas sob estado plano de

deformacdo com ¢,/Sy=0,7.
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Figura 101 — Comparacio entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de deformagdo com 6,/Sy =0,7.

A Figura 102 mostra as estimativas de zonas plasticas sob estado plano de

deformacdo com ¢,/Sy = 0,8.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710941/CA

153

WigeqHardgy,
Poypig =20
PZp m=0.3)

ard;
pZM,pl.s _ E‘l\)}li,t[%lt;q}[ gy, o,
Pz, i PZym=0.1)
180 1]
Pz(p) insensiveis WigreqHardg,
a6, /Sy Pinipie 2Oy
PZy m=0.0)
WigteqOy
Py pie
PZy
Gn_,
<2=0.8
Sy > v=0.J3
K lana-¢
pzu=L_21 plana
I Sy 270 K;=Cn/71a|

Figura 102 — Comparacio entre as pz que consideram os efeitos do encruamento para h = 0,1 e 0,3

com as pz corrigidas sob estado plano de deformacao com ¢;/Sy = 0,8.

4.3. Conclusoes do capitulo

Como visto no Capitulo 3, até as zonas pldsticas obtidas por campos de
tensdes lineares eldsticos completos ndo sdo realistas por ndo considerarem o
escoamento do material. Dessa maneira, este capitulo apresentou, baseado no
trabalho pioneiro de Irwin (1958) e no trabalho de Rodriguez (2007), mais trés
propostas de correcdo das zonas plasticas lineares elasticas (LE) que consideram
materiais perfeitamente pldsticos. Em todas essas trés propostas, considera-se o
campo de tensdes gerado a partir de uma fun¢do de tensdo de Westergaard,
conforme foi feito por Rodriguez. A ideia bdsica dessas corre¢des é de que as
forcas que estdo associadas as tensdes superiores ao limite de escoamento do
material devem ser redistribuidas, ou seja, devem ser equilibradas. Para que isso
possa ocorrer, uma quantidade maior de material deforma plasticamente, fazendo
com que as zonas pldsticas originais, obtidas pelos campos de tensdes LE, dobrem
de tamanho, conforme verificado por Irwin. Em seguida, este capitulo apresentou,
fundamentado nas ideias de Kujawski & Ellyin (1985), uma proposta de se fazer
as correcdes nas zonas plasticas LE de tal forma que se considere também os
efeitos do encruamento do material. Para estudar os efeitos do encruamento nas

zonas pldsticas, usou-se o caso da placa de Griffith com dois materiais com
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comportamentos diferentes (um com maior encruamento do que o outro).
Conforme o esperado, o material com maior encruamento apresentou zonas
plasticas menores do que o material com o menor encruamento. Isso acontece
devido ao fato de que com maior encruamento, o material suporta tensdes mais
elevadas dentro da zona pldstica.

Todas as zonas pldsticas corrigidas apresentadas neste capitulo partem de
campos de tensdes determinados analiticamente. Para os casos em que ndo se
conhece ou em que ndo se tem um campo de tensdes analitico, ¢ imprescindivel o
uso de ferramentas numéricas. Dessa maneira, o préximo capitulo mostra a
estimativa de zonas plasticas obtidas a partir de campos de tensdes determinados
numericamente. Dois métodos numéricos sao usados. O Método dos Elementos

Finitos (MEF) e o Método Hibrido dos Elementos de Contorno (MHEC).
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