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Estimativas de zonas plasticas a partir do uso da Mecanica
da Fratura Linear Elastica com os campos de tensodes
obtidos analiticamente

Como visto nos Capitulos 1 e 2, o campo de tensdes linear eldstico usado na
MFLE pode ser gerado por expressdes que usam K, o que corresponde a utilizar a
Eq. (2). Também foi comentado no Capitulo 2 que no caso da placa de Griffith,
tanto a funcdo de tensdo de Westergaard quanto a série de Williams resultam,
apo6s algumas simplificagdes, no K;. Entretanto, foi mostrado no Capitulo 1 que ao
se utilizar o campo de tensdes gerado por K; as zonas plésticas para o caso da
placa de Griffith sdo insensiveis a relacdo ¢,/Sy. Além disso, a resposta esperada
para componente oy, que deveria tender para a tensdo nominal para pontos
afastados da frente da trinca, isto €, 0,,(K;, r — oo, 8= 0) = 0, ndo € satisfeita.
Em vez disso, o resultado obtido € oy(Kj, r — oo, 8= 0) = 0. Por esses motivos,
este capitulo avalia as estimativas de zonas pldsticas feitas a partir do uso dos
campos de tensdes obtidos K, K; com adicdo da T-stress, pela série de Williams e
pela funcao de tensdo de Westergaard.

Todas essas informagdes sobre os campos de tensdes e sobre as zonas
plésticas obtidas a partir de uma abordagem analitica sdo tratadas neste capitulo,
que ¢ dividido em sete secdes. A primeira se¢do mostra como o campo de tensdes
€ determinado a partir de K;. A segunda secdo apresenta a proposta de estender o
uso da MFLE a partir da adicdo da 7T-stress na componente oy, que € obtida a
partir do campo de tensdes determinado por K;. A terceira se¢do explica como
obter o campo de tensdes a partir da funcdo de tensdo de Westergaard. A quarta
secdo mostra como utilizar a série de Williams para representar o campo de
tensdes. A quinta secdo explica como utilizar o Método dos Minimos Quadrados
para ajustar o campo de tensdes obtido pela série de Williams ao campo de
tensdes determinado pela fun¢éo de tensdo de Westergaard. A sexta se¢do mostra
em termos de estimativa de zonas pldsticas como a 7T-stress corresponde ao

primeiro termo constante de ordem zero da série de Williams, e que, por isso
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mesmo, ndo representa a solucdo completa do campo de tensdes. A sétima secio
faz alguns comentdrios importantes sobre as estimativas analiticas das zonas

plésticas a partir dos quatro campos de tensdes utilizados pela MFLE.

3.1. Campo de tensoes gerado a partir de expressoes que utilizam o
K;

Ao se usar a Eq.(2) para representar o campo de tensdes na placa de
Griffith, a resposta esperada para a componente Oy, em regides longe da ponta da
trinca, que € 0;,(K;, r — oo, 8= 0) = 0;, ndo € encontrada. Em vez disso, obtém-se
O(K;, r =00, 8 =0) =0, o que € um erro. Quanto a estimativa das zonas
plésticas, foi visto que elas sdo insensiveis a relagdo G,/Sy, conforme se viu na

Figura 4 e na Figura 5 do Capitulo 1.

3.2. Campo de tensoes gerado a partir de expressoes que utilizam K;
com adicao da T-stress

Como visto anteriormente no Capitulo 2, o termo 7T-stress foi proposto
primeiramente por Irwin (1958) para ajustar resultados experimentais
fotoelasticos feitos por Wells & Post (1958). Larsson & Carlsson (1973), que
investigaram os limites recomnedados pela ASTM (1970) para o uso de Kj,
disseram que a adi¢do da T-stress na componente Oy, ajustava as formas das zonas
plésticas obtidas a partir de uma andlise linear eldstica com as formas das zonas
plésticas obtidas a partir de uma andlise niao linear com elementos finitos. A

adi¢do da T-stress no campo linear elastico pode ser visto na Eq. (26):

. (9) . (30)
1—sin| — |sin| —
O-xx I'% P ; 320 Tstress
o, = L_cos| — K1+sin| — |sin| = [}+4 O +. 26
o= a3 ol 3 20

Oy . (9) . (39) 0
sinf — |S1in| —
2 2

A T-stress pode ser interpretada como o termo constante de ordem zero na

série de Williams, conforme € visto na subsecdo 3.6. Entretanto, apesar de mudar
a forma das zonas plasticas e de fazer com que elas fiquem sensiveis a relagdo
0,/Sy, a solugdo linear elastica gerada por K; mais T-stress ndo € completa por ndo

reproduzir as condi¢des de contorno e nem satisfazer a resposta esperada para a
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componente o,,. Como exemplo, cita-se o caso da placa de Griffith em que a
resposta Gy, = 0, nao € encontrada.

Os efeitos da adi¢do da T-stress no tamanho e forma das zonas plésticas
podem ser vistos no exemplo de um disco circular com uma trinca interna. Esse
exemplo mostra que as zonas plasticas obtidas a partir do campo gerado por K;
mais 7-stress sao sensiveis a relacdo 0,/Sy e aos parametros geométricos, como a

relacdo entre o comprimento da trinca e o didmetro do disco.

3.2.1. Disco circular com uma trinca interna

A Figura 8 mostra um disco circular com uma trinca interna de
comprimento 2a sob uma pressio interna constante de valor igual a ¢, e com um

diametro igual a 2R.

Figura 8 — Disco circular com uma trinca interna (adaptada de Fett, 1998).
Fett (1998) apresentou a Eq. (27) que fornece os valores da 7-stress para o
caso do disco circular com uma trinca interna. Os valores da T-stress dependem

de o, e da relagdo a/R.

I oy -1+a/R-2.34a/R* +4.27° =3.326a/R" +0.9824°
stress n l—a/R °

(27)

Os valores de K; para o caso do disco circular com uma trinca interna podem

ser obtidos por:
K, =0,Vma F(a/R), (28)
em que os valores de F(a/R) sdo obtidos no trabalho de Tada et al (1985),

conforme a Tabela 1.
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alR 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
F(a/w) 1.000 1.022 1.062 1.135 1.252
alR 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Fla/W) 1.393 1.513 1.597 2.236 3.036

Os valores de K; também dependem de o e da relagdo a/R. Com os valores
de K; obtidos a partir da Tabela 1 e da Eq. (28) somados aos valores da T-stress
obtidos pela Eq. (27), pode-se estimar as zonas plasticas para o caso do disco
circular com uma trinca interna. As zonas plasticas pz(6)y sob a influéncia de K;

mais 7-stress sdo mostradas na Figura 9 para o caso de tensdo plana
(pz(@)ﬁ{ ;lT_a), para relacdes de a/R iguais a 0,4 e a 0,5 e para razdes de ¢,/Sy iguais

a0,2¢e0,8.

trinca

Pz(p) insensiveis
A0y 8y

nsy m Ki=0nV7d

Figura 9 — Zonas pldsticas estimadas para o exemplo do disco circular com uma trinca interna, em

que o campo de tensdes € obtido a partir de K; mais T-stress, Eq. (26), sob condi¢des de tensdo
Ki+T

plana (pZ(Q)M’pl_U )

A Figura 10 refere-se ao caso de deformacao plana (pz(@ )f/ ;lT_g )



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710941/CA

79

90

trinca
Pz(0) insensiveis
a6, /Sy

, V=03
pzu=l& plana-€
2n S%g 7m0 K;=Cn/71a|

Figura 10 — Zonas plasticas estimadas para o exemplo do disco circular com uma trinca interna,
em que o campo de tensdes € obtido a partir de K; mais 7-stress, Eq. (26), sob condi¢des de

deformagio plana (pz ((9 )f,ll ;lT_ ¢ )

Ao se analisar a Figura 9 e a Figura 10, é possivel ver que com a adicdo da
T-stress na componente Oy,, as pz(6)y se tornam sensiveis a relacdo ¢,/Sy e aos
parametros geométricos. O efeito de ¢,/Sy pode ser visto ao se fixar a/R = 0,4 ou
0,5. Em seguida, para cada valor de a/R adotado, aumenta-se o,/Sy de 0,2 a 0,8.
De maneira semelhante, o efeito de a/R pode ser visto ao se fixar ¢,/Sy = 0,2 ou
0,8. Em seguida, aumenta-se a/R de 0,4 a 0,5. Tem-se como resultado, que as
zonas pldsticas aumentam tanto com o aumento de G,/Sy quanto com o aumento

de a/R, conforme foi observado por Irwin (1958).

3.3. Campo de tensoes gerado a partir da funcao de tensao de
Westergaard

De acordo com a revisdo bibliografica feita neste trabalho, apenas dois tipos
de fungdes de tensdo de Westergaard foram encontradas. Uma para o caso da
placa de Griffith, que foi mostrada na Eq. (15) e outra para o caso de uma placa
retangular semi infinita com uma trinca central, cuja funcio de tensdo de

Westergaard € dada pela Eq. (29):
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o, sin| — | ——csc| —
W)W W

RetPlaca — ’ ( )
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que foi apresentada por Efits & Liebowitz (1972). E importante mencionar que

essa funcdo € aproximada e que por isso, ela tem um limite de validade
estabelecido para (a;z/ W <<0,3), em que W é a largura da placa.

O campo de tensdes para a placa de Griffith e para a placa retangular semi
infinita é dado pela Eq. (16), Eq. (17), e Eq. (18). Para os dois exemplos, quando
se tem o caso uniaxial, € necessario que se adicione -¢; na componente Gy, de tal
forma que se force a obteng@o das respostas esperadas. Para o caso da placa de
Griffith, o que se espera para o caso uniaxial é 0;,(x = o) = 0. Para o caso da placa
retangular com trinca central a resposta esperada é o, (x = W) = 0.

Nos dois exemplos, o campo de tensdes obtido a partir K; mais T-stress,
embora resulte em zonas plasticas sensiveis a ¢;/Sy e aos pardmetros geométricos,
ndo € a solucdo linear eldstica completa, pois a componente oy, gerada por esse
campo de tensdes ndo reproduz a resposta esperada no contorno. Em
contrapartida, a solugdo obtida a partir da fun¢do de tensio de Westergaard
satisfaz todas as condi¢des de contorno e todas as respostas esperadas das
componentes de tensdao nos bordos das pecas.

Em relacdo as estimativas das zonas plésticas, os resultados gerados pela
funcdo de tensdo de Westergaard sdo praticamente idénticos aos resultados
gerados pelo campo de tensdes obtido por K; mais T-stress para baixos niveis de
tensdo. Para niveis de tensdo maiores que 0,2; os resultados das estimativas das
zonas pldsticas obtidos a partir da func¢io de tensdo de Westergaard sdo menores
que os resultados gerados pelo campo de tensdes obtido por K; mais T-stress.

A placa de Gritffith uniaxialmente carregada, que ja foi estudada por
Rodriguez (2007), serd o primeiro exemplo em que se mostra os efeitos da relagdo
0,/S, nas estimativas das zonas pldsticas. Em seguida, apresentam-se as
estimativas das zonas pldsticas para o caso da placa retangular com uma trinca
central, em que se usa a funcdo de tensdo de Westergaard representada pela

Eq. (29).
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3.3.1. Placa de Griffith uniaxialmente carregada

A Figura 11 mostra a placa de Griffith uniaxialmente carregada.

O
AR EEREERERE

ARRARARARRARER
G.

Figura 11 — Placa de Griffith uniaxialmente carregada.

A Figura 12 mostra as estimativas das zonas pldsticas para o caso da placa

de Griffith sob tensdo plana (pzﬂvztfp,_a) com os valores de 6,/Sy iguais a 0,2; 0,4;

0,6; 0,7 ¢ 0,8.
]
PIn o
PZy,
150 0
PZ(0) insensiveis
a6y /Sy
2
pz‘]:LK_ZI plana-G|
n Sy 270 Ki=0nvTal

Figura 12 — Zonas plésticas pz( 6)y estimadas para o caso da placa de Griffith sob tensdo plana e

com G;/Sy=0,2;0,4;0,6;0,7¢0,8.
A Figura 13 mostra as estimativas das zonas pldsticas para o caso da placa
de Griffith sob deformacao plana (pzﬂvf,’f”p,_g) com os valores de ¢;/Sy iguais a 0,2;

0,4;0,6; 0,7 € 0,8.
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Figura 13 — Zonas plésticas pz( 6), estimadas para o caso da placa de Griffith sob deformacio
plana e com 6,/Sy=0,2; 0,4; 0,6; 0,7 ¢ 0,8.
Ao se analisar a Figura 12 e a Figura 13, percebe-se que a medida que o

valor ¢,/Sy aumenta, as zonas pldsticas aumentam de tamanho.

3.3.2. Placa retangular semi infinita tracionada com uma trinca
central

A Figura 14 mostra uma placa retangular semi infinita tracionada com uma
trinca central, cujo comprimento € igual a 2a e que tem uma carga distribuida que
gera uma tensdo nominal de valor igual a ©;, com uma largura de W.

Nesse exemplo, mostra-se que as zonas pldsticas correspondentes ao
exemplo da placa retangular semi infinita com a/W = 0,025 reproduzem os
resultados de zonas pldsticas obtidas para o caso da placa de Griffith. Em seguida,
mostra-se o efeito dos pardmetros geométricos, tal como o ligamento residual.
Para tanto, comparam-se as estimativas de zonas plasticas correspondentes a trés
valores de a/W: a/W =0,025; a/W = 0,05 e para /W = 0,091. Todos os valores
estdo dentro do limite de validade da funcdo de tensdo da placa retangular semi

infinita com uma trinca central.
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Figura 14 — Placa retangular semi infinita com uma trinca central.

A Figura 15 mostra que para /W = 0,025 as zonas plésticas sob tensdo

plana para a placa retangular semi infinita com uma trinca central (pzztgl;l“ v ) sdo

praticamente iguais as zonas pldsticas para o caso da placa de Griffith (pzﬂvg’j"pl_(,).

o0
priviaa —0025 o
~EOMLpl-G
PZy % —02
Y
PInp-c
PL, T
180
1 K}
PZo=3. 2
TSy 0 Ki=0nvTal

Figura 15 — Zonas pldsticas estimadas para uma placa retangular semi infinita com a/W = 0,025 e

para a placa de Griffith sob tensdo plana para ¢,/Sy = 0,2; 0,4; 0,6; 0,7 ¢ 0,8.

A Figura 16 mostra que para /W = 0,025 as zonas plasticas sob deformagio

e e . . Wi w) ~
plana para a placa retangular semi infinita com uma trinca central (pthgI;f I ) sdo

praticamente iguais as zonas plasticas para o caso da placa de Griffith (pzﬂv?fpl_ 5).
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Figura 16 — Zonas pldsticas estimadas para uma placa retangular semi infinita com a/W = 0,025 e
para a placa de Griffith sob deformacao plana para o,/Sy = 0,2; 0,4; 0,6; 0,7 ¢ 0,8.

A Figura 17 mostra as estimativas das zonas pldsticas para o caso da placa
retangular semi infinita com uma trinca central sob tensdo plana para /W = 0,025;

a/W = 0,05 e para a/W = 0,091.

W Wig,a W = 0050

PZnpiic
oM,
PZyon_ £ Wig v =0091
1 zwtg,n W= 0,025 Sy 04 p_M.pl—O'
Piypic PZoon_,,
PZgon E
150 ¥ 30
Wig,aW= 0,050 Wig,a'W = 0,025
Piyipic Py pi'
05n _g5 qu%:gs
Y Y
ZWVtgAW =0025 Z VN “hoso
Py il Piypic
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A Zg On _
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Sy
2 240
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Figura 17 — Zonas plésticas estimadas para uma placa retangular semi infinita com a/W = 0,025;
0,05 e 0,091 e para a placa de Griffith sob tensdo plana para 6,/Sy = 0,2; 0,4; 0,6; 0,7 ¢ 0,8.

A Figura 18 mostra as estimativas das zonas pldsticas para o caso da placa
retangular semi infinita com uma trinca central sob deformag@o plana para

a/W = 0,025; a/W = 0,05 e para a/W = 0,091.
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Figura 18 — Zonas plasticas estimadas para uma placa retangular semi infinita com a/W = 0,025;
0,05 e 0,091 e para a placa de Griffith sob deformacio plana para ¢,/Sy = 0,2; 0,4; 0,6; 0,7 e 0,8.

Ao se analisar a Figura 17 e a Figura 18, percebe-se, em ambos os estados
planos, que a medida que se aumenta a relacdo a/W, o que corresponde a diminuir
o ligamento residual, as zonas plasticas aumentam de tamanho. Esse resultado ja
era esperado, pois a medida que o ligamento residual diminui, a tensdo aumenta
nessa regides, gerando, consequentemente, uma maior zona de plastificacdo.

Uma outra observagdo bastante importante, é que as zonas pldsticas
estimadas para a/W = 0,05 sdo bem préximas das zonas plésticas obtidas para
a/W =0,025 que por sua vez reproduzem as zonas pldsticas correspondentes a
placa de Griffith. A préxima subsecdo avalia os efeitos da T-stress nas estimativas
das zonas plésticas para o caso de uma placa retangular com uma trinca central.
Juntamente com essas estimativas geradas a partir do campo de tensdes obtido por
K; mais T-stress, também se avalia as zonas plasticas geradas pelo campo de
tensdes obtido a partir fungdo de tensdo de Westergaard. Com isso, € possivel ver
que a partir de um determinado nivel de tensdo, as zonas plésticas geradas por K;
mais 7-stress ndo reproduzem as estimativas obtidas a partir da funcdo de tensio

de Westergaard, que € a solugdo linear eldstica para corpos trincados.
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3.3.3. Placa retangular com uma trinca central

A Figura 19 mostra uma placa retangular com uma trinca central, cujo
comprimento da trinca € igual a 2a e que tem uma carga distribuida que gera uma
tensdo nominal de valor igual a ¢;, com uma largura de 2W e com uma altura de

2H.

O,
AAbaibaibaigany
} -
\
|
Yy
%j 2f
22
|
2w
_ Y
H%HHQHHH

Figura 19 — Placa retangular com uma trinca central.

Como visto na secdo anterior, os valores de a/W = 0,05 para placa retangular
semi infinita com uma trinca central geram estimativas de zonas plésticas
praticamente iguais aos resultados obtidos para o caso da placa de Griffith. E
importante observar que para o caso da placa retangular semi infinita com uma
trinca central, a largura da placa foi definida por W. J4 para o caso da placa
retangular com uma trinca central, a largura é definida por 2W. Dessa forma, os
resultados obtidos para /W = 0,05 para o caso da placa retangular semi infinita
com uma trinca central correspondem a a/W = 0,1 para o caso da placa retangular
com uma trinca central.

Fett (1998) apresentou a Eq. (30) em que se obtém os valores da T-stress em
funcdo da tensdo nominal o, da relacdo a/W e de ¥ para uma placa retangular

com uma trinca interna:

o
Tpess = (IT/j;V) ; (30)
em que o parametro ¥y depende da relacio H/W e € obtido pela Tabela 2, de
acordo com o que foi mostrado por Fett (1998). Como se pretende simular nesse
exemplo o caso da placa retangular semi infinita com uma trinca central, usa-se o

maior valor da relacdo H/W apresentado por Fett, que corresponde a H/W = 1,25.
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Tabela 2 — Valores de ¥ dependentes da relacdo a/W e H/W (Fett, 1998).

alW 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
H/W =1,25 -1,0 -0,9 -0,83 -0,777 -0,716 -0,656
alW 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
H/W=125 | -0,596 -0,53 -0,47 -0,43 -0,413

Os valores de K; para a placa retangular com trinca central também podem
ser obtidos pela Eq. (28). A diferenca entre os dois casos é que para o caso da
placa retangular, os valores de F(a/W) sdo dadas pela Tabela 3, conforme
mostrado por Tada et al (1985).

Tabela 3 — Valores de F' (a/ W) dependentes da relacdo a/W (Tada et al, 1985).

alW 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
F(a/w) 1.0000 1.0060 1.0246 1.0577 1.1094
alW 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Fla/w) 1.1867 1.3033 1.4882 1.8160 2.5776

O préximo passo € estudar as estimativas das zonas pldsticas a partir dos

trés campos de tensdes, que sdo: campo de tensdes gerado por K; (pz(e)ﬁl )

campo de tensdes obtido por K; mais T-stress (pz(&)f/ +T) e pela funcao de tensdo

de Westergaard (pz(&)f‘ng). A Figura 20 mostra as zonas plésticas pz(O)yu

estimadas sob tensdo plana para ¢;/Sy=0,2 e paraa/W=0,1¢ 0,2.

P2y pl-o
PZy ¢
130 1
pz(p) insensiveis
26y /8y
on=02
Y 2
=1K plana-G|
PZy 2 2
T Sy a7 Kj=0CnvTa|

Figura 20 — Zonas plasticas pz( 6)y estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob tensdo plana com a/W=0,1 e 0,2 e com 6,/Sy =0,2.
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A Figura 21 mostra as zonas plasticas pz(8)y estimadas sob tensdo plana

para 6,/Sy=0,4 e paraa/W=0,1¢0,2.

%‘I]\/I:r%l-c £
oo

Pz(9) insensiveis
ac,/S Y

GCn
=N 0.4
Sy (K3
- i
PZy=z—-—
2 SZY Ea Kj=0nvnal

Figura 21 — Zonas plasticas pz( 6)y, estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob tensdo plana com a/W=0,1 e 0,2 e com ,/Sy = 0,4.

A Figura 22 mostra as zonas plasticas pz(8)y estimadas sob tensdo plana

para 6;/Sy= 0,5 e para a/W=0,1 ¢ 0,2.

[T lg

Py prc ’ﬁ'\““ «
Py o P
. A PZLyaw =01

Pz(p) insensiveis
a0, /Sy

Sy 270 Kj=0pval

Figura 22 — Zonas plasticas pz( 6)y estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob tensdo plana com a/W=0,1 e 0,2 e com 5,/Sy = 0,5.
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A Figura 23 mostra as zonas plasticas pz(8)y estimadas sob tensdo plana

para 6,/Sy=0,6 e para a/W =0,1 e 0,2.

Py o
L,
150 0
PZ(9) insensiveis
a0, /Sy
On _ 0.6
Sy
KZ
pz0=2l_; plana-G|
T SY 0 KI =G0y vTal

Figura 23 — Zonas pldsticas pz( ), estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob tensdo plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com ¢,/Sy = 0,6.

A Figura 24 mostra as zonas plasticas pz(6)y estimadas sob tensdo plana

para 6,/Sy= 0,7 e para a/W =0,1 ¢ 0,2.

PIv o
PZ, 7
120 0
Pz(p) insensiveis
a6y, /Sy
n-0.7
'Y KZ
PZD=L—ZI plana-G|
2 Sv 70 Kj=onvnal

Figura 24 — Zonas plasticas pz( 6)y estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob tensdo plana com a/W = 0,1 ¢ 0,2 e com ¢,/Sy=0,7.

A Figura 25 mostra as zonas pldsticas pz(8)y estimadas sob tensdo plana

para 6,/Sy= 0,8 e para a/W =0,1 ¢ 0,2.
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acy 'Sy

_1Kf
pz"_ﬁs_%{

a7

plana-G|
Ki=oy7al

Figura 25 — Zonas plasticas pz( 6)y, estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob tensdo plana com a/W = 0,1 ¢ 0,2 e com ¢,/Sy=0,8.

90

A Figura 26 mostra as zonas pldasticas pz(6)y estimadas sob deformagdo

plana para 6,/Sy=0,2 e para a/W = 0,1 e 0,2.

PZpgpie
PZo

1an,

2
T Sy B

v=0.3

plana-€
Ky=Cy/78

Figura 26 — Zonas plasticas pz( 6)), estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob deformacdo plana com /W = 0,1 e 0,2 e com 6,/Sy=0,2.

A Figura 27 mostra as zonas pldsticas pz(8)y estimadas sob deformacdo

plana para 6,/Sy = 0,4 e para a/W=0,1 e 0,2.
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v=0.3
plana-€
Ki=Cn/Tia

Figura 27 — Zonas plasticas pz( 6)), estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob deformacdo plana com /W = 0,1 e 0,2 e com ¢,/Sy= 0.4.

A Figura 28 mostra as zonas pldsticas pz(8)y estimadas sob deformacdo

plana para 6;/Sy = 0,5 e para a/W=0,1¢ 0,2.

Ppz(p) insensiveis
acy,/Sy

On_g.5

Sy 03 » v=0.3|

on=lK—ZI plana-€|
2n Sy 20 Ky=Ony/7a|

Figura 28 — Zonas pldsticas pz(6),, estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob deformacdo plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com ¢,/Sy=0,5.

A Figura 29 mostra as zonas plasticas pz(6)y estimadas sob deformacio

plana para 6,/Sy = 0,6 e para a/W = 0,1 e 0,2.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710941/CA

92

Pz(0) insensiveis
a On 'SY

Cu_,
Sy =0.6

PZy

_1Ki

1
2
n Sy 2

plana-g
Ky=Cu/7a

v=0.3|

Figura 29 — Zonas plésticas pz( 6)y estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob deformacdo plana com /W = 0,1 e 0,2 e com ¢,/Sy= 0,6.

A Figura 30 mostra as zonas pldsticas pz(8)y estimadas sob deformacdo

plana para 6;/Sy = 0,7 e para a/W=0,1¢ 0,2.

_1K
|on-ﬁs—§l{

m

plana-€
K; =G/

v=0.3

Figura 30 — Zonas pldsticas pz( ), estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca

central sob deformacdo plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com ¢,/Sy=0,7.

A Figura 31 mostra as zonas pldasticas pz(6)y estimadas sob deformacgdo

plana para 6;,/Sy = 0,8 e para a/W=0,1¢ 0,2.
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pz(p) insensiveis
a6, /Sy

On_ 3

Sy 2 v=0.3

pz0=lK_21 plana-g|
In Sy m Ki=Cw/Tia

Figura 31 — Zonas plasticas pz( 6),, estimadas para o caso da placa retangular com uma trinca
central sob deformacdo plana com /W = 0,1 e 0,2 e com ¢,/Sy=0,8.

E possivel observar nas doze figuras anteriores que a adicdo da T-stress na
componente O, obtida a partir K; consegue capturar os efeitos da relagdo 0,/Sy no
tamanho e forma das zonas pldasticas, conforme ja tinha sido visto no exemplo do
disco circular com um trinca interna. Além disso, essas figuras mostram que os
efeitos 0,/Sy também podem ser identificados ao se utilizar o campo de tensdes
gerado pela funcdo de tensdo de Westergaard. Os efeitos dos parametros
geométricos também podem ser vistos nessas figuras pelos dois valores a/W
utilizados, pois de acordo com o que era esperado, as zonas plasticas pz(OG)y
correspondentes a /W = 0,1 s3o menores que as zonas plasticas pz(O)u
correspondentes a a/W = 0,2. O fato das zonas pldsticas correspondentes a
a/W=0,1 serem menores que as zonas plasticas correspondentes a a/W = 0,2
ocorre independentemente do valor de o,/Sy.

Também € importante observar que para baixos niveis de tensdo, 6,/Sy = 0,2
e 6,/Sy = 0,4 por exemplo, as zonas plasticas obtidas a partir do campo de tensdes
gerado por K; mais T-stress sdo bem semelhantes as zonas pldsticas obtidas a
partir do campo de tensdes gerado pela funcdo de tensdo de Westergaard.
Entretanto, quando o valor 6,/Sy cresce, a diferenca entre as duas estimativas
aumenta, e as zonas plasticas obtidas a partir do campo de tensdes gerado por K;
mais 7-stress sao maiores que as zonas pldsticas geradas pelo campo de tensdes

obtido pela funcdo de tensdo de Westergaard.
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3.4. O campo de tensoes gerado pela série de Williams

E muito importante comentar que a demonstracio utilizada nesta subsecio
foi retirada do trabalho de Lopes (2002), que é co-orientador deste trabalho.

Williams apresentou uma forma diferente para a Eq. (19):

aalc sin[(/l +1) 9*]+ c, cos[(/l +1) 9*]+
- Cy sin[(/i—l)ﬁ*]+ Cy cos[(i—l)ﬁ*] ’ Gh
em que cy, Cz, C3 € C4 S30 constantes e 4 é um expoente que deve ser determinado
conforme as condi¢des de contorno do problema. A Eq. (31) pode ser reescrita em

uma forma mais compacta, de acordo com o que mostra a Eq. (32):

o=r""F(o",4). (32)
Para que & seja uma fungdo de tensdo, € necessdrio que ela satisfaga a
Eq. (33):
via(r.6')=0. (33)
sendo que as componentes de tensdo podem ser obtidas conforme mostra a

Eq (34):

1o 100
2 2
o r agazq) r or
O, = — 5 s 34
) 32 (34)
o) |192 10
r* 06" roroé

em que, por simplicidade, tem-se que P = CID(r, 9*).
Ao se substituir a funcdo de tensdo proposta por Williams, Eq. (31) ou

Eq. (32), na Eq. (34), tem-se:

o, Flo°)+(1+1)Flo’)
opt=r"1 2+ FEl7) L, (35)
O, ~AFle’)

em que F '(67*) é a derivada de F com respeito a 6 . Para que a condicdo de
superficie livre seja satisfeita nas faces da trinca, € necessario que:
045(0)=04(27)=0,,(0)=0,,(27)=0, (36)

implicando em:
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F(0)=F(2z)=F'(0)=F'(27)=0. (37)
Na solu¢do geral da Eq. (31) as constantes ndo sdo nulas, as condicdes de
contorno descritas pela Eq. (37) sao satisfeitas se:
sin(2724) =0, (38)

com
, (39)

emquen=1,2,3,...
Ao se substituir a Eq.(37) e a Eq.(39) na Eq. (31), se elimina duas

constantes, tendo-se como resultado a Eq. (40):
C,4| sin T —n_2sin Tilet ||+
=2
Cy| cos (E - 1)9* —cos (E + 1)9*
2 2
Ao se escrever # =68 —r e n =1 naEq. (40), tem-se que:

K ) e e | B

+ s2r2 [l—cos(2t9)]+ 2

(40)

em que s; e tj sdo constantes que precisam ser definidas (i=1, 2, 3, ...). A troca de

varidvel de @ para @ é importante para que se possa relacionar os termos da

Eq. (40) com os termos de K. Ao se substituir a Eq. (41) na Eq. (34), obtém-se:
6 36
$;| —5cos ) +cos > +
O-rr
c —L S —3cos(gj—cos(ﬁj +
0”” ar | 2 2
ro . (ej . (39)
$;| —sin| — |—sin| — | [+
2 2
t| =5 sin(gj + 3sin(ﬁj
2 2
t| =3 sin(gj -3 sin(ﬁj
2 2
2

, (42)
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As constantes s; e t; podem ser relacionadas aos modos I e II de
trincamento. Dessa forma, tem-se que:

KII

KI
-——L et =—4L.
N R 43)

Slz

3.5. A utilizacao do Método dos Minimos Quadrados para ajustar a
série de Williams a funcao de tensao de Westergaard

Esta subsecdo, que também foi feita na sua esséncia a partir do trabalho de
Lopes (2002), apresenta a obtengdo de n termos da série de Williams, de tal forma
que se ajuste a série de Williams aos resultados obtidos pelas componentes de
tensdo obtidas a partir da funcdo de tensdo de Westergaard. Para elucidar esse
ajuste, € necessdrio definir os seguintes vetores e matrizes:

1) matriz T que armazena em suas linhas os n primeiros termos da série de
Williams que sdo avaliados nos mesmo pontos em que se avalia as componentes
de tensdo obtidas a partir da fung@o de tensdo de Westergaard;

2) vetor ¢ que tem em seus elementos representando os coeficientes dos n
primeiros termos da série de Williams;

3) vetor t, que armazena as componentes de tensdo obtidas a partir da
funcdo de tensdo de Westergaard.

De acordo com o Método dos Minimos Quadrados, o vetor ¢ precisa ser tal
que:

™17 —¢,"(Te—t,)=min. (44)

Ao se derivar a Eq. (44) em relagdo a ¢ e igualando o resultado a zero, tem-

se que:
-1
c=(T"T) "1, . (45)
Como resultado se terd o campo de tensdes a partir do uso de dois termos da série
a1 Wil Wil Wil
de Williams (o, ', Gy, , Oy, ). Com os valores de n = 1, 2, 3, ... adotados na
série de Williams mostrada na se¢do anterior, percebe-se que nao se tem o termo
constante de ordem zero, que corresponde a T-stress, conforme é mostrado na
secdo 3.6. Dessa maneira, sem perda de generalidade, pode-se adicionar a T-stress

no campo de tensdes determinado pela série de Williams. Como resultado, tem-se:
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Wil+T Wil

O-xx O-)C)C TS‘Z‘I‘ESS

oni=3om b4y 0 ¢ (46)
Wil+T Wil

o, O 0

Para ilustrar a expansdo da série de Williams feita neste trabalho, mostra-se
abaixo o aspecto dos vetores ¢ e t, € da matriz T para o caso em que se expande a
série de Williams com dois termos a partir da avaliagdo dos valores de oy, obtido
pelo campo de tensdes determinado pela fungdo de tensdo de Westergaard sob trés

pontos na direcio 8=0: Pl(r1,6?=0), Pz(r2,9=0), e P3(r3,6?=0). O vetor t,

apresenta trés elementos em que cada elemento tem o valor de a;,"" avaliado em

cada ponto.

6,7 =" (R(1.6=0)) 0" (P,(1,,0=0)) "*(P,(r,0=0)). (47)

Yy yy yy
A matriz T tem trés linhas correspondentes aos trés pontos e tem duas
colunas correspondentes aos dois termos da série de Williams:
F(R(1.0=0) F(A(;.0=0)
T= F3(P2(’”2’9:0)) F4(P2(’"279:0)) . (48)
Fy(Py(r,.0=0)) Fy(R(r,6=0))
em que Fi(r,é? =0)i=1, ..., 6 sdo funcio trigonométricas obtidas a partir da série
de Williams, como mostrado pela Eq. (35). O vetor ¢ apresenta dois elementos

correspondentes aos dois termos usados na série de Williams:

{C}T = [C1 Cz]- (49)
em que C; e C, sdo os coeficientes do ajuste da série de Williams. Esses valores
sdao avaliados conforme mostra a Eq. (45). Depois disso, € possivel substituir os
valores de n=1 e n=2 e a Eq. (49) na Eq. (35). Ap6s se obter o campo de
tensdes pela série de Williams, adiciona-se a T-stress e obtém-se o campo de
tensdes correspondente a Eq. (46).

A proxima subsec@o mostra dois exemplos em que se faz o ajuste da série
de Williams a partir da fungdo de tensdo de Westergaard. O Método dos Minimos
Quadrados € utilizado para esse ajuste. O primeiro exemplo trata da placa de
Griffith biaxialmente carregada. O segundo exemplo estuda a placa de Griffith

uniaxialmente carregada. Nos dois exemplos, mostra-se que a partir do nimero

adequado de termos, Num, utilizados na série de Williams (pz(@)%ﬂ_mm), obtém-
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se as mesmas estimativas de zonas plasticas quando se usa a funcdo de tensdo de

Westergaard (pz (@) )

3.5.1. O ajuste da série de Williams a funcao de tensao de
Westergaard para o caso da placa de Griffith biaxialmente carregada

Este exemplo tem solugdo analitica, Eq. (16), Eq. (17), e Eq. (18). A seguir,
estuda-se o efeito do nimero de termos da série de Williams na estimativa das
zonas plésticas para o caso da placa de Griffith biaxialmente carregada. O campo
de tensdes gerado pela série de Williams € mostrado na Eq. (46). Nesse exemplo o
valor da T-stress igual a 0.

A Figura 32 mostra as estimativas das zonas plésticas sob tensdo plana para

0/Sy = 0,2. Pode-se observar que para esse nivel de tensdo, apenas um termo

Wil-1t N

basta para ajustar a estimativa obtida pela série de Williams, PZ(B)M,a_pz’

estimativa obtida pela funcdo de tensdo de Westergaard pz(ﬁ)ﬂv‘;g .

20
PIn Lo
PL, 7}
Jap (riNCA .
Pz(p) insensiveis Z Wil 1647
a Op "‘.SY
On_o2
Sy s
pz‘?:Lﬁ plana-G|
n S% 270 Kj=0nvna
i anci L Wil—-Num o W i
Figura 32 — Convergéncia das estimativas pz(g) Ml UM ~s estimativas pz(g)Mg sob tensio

plana para ¢,/Sy=0,2.

A Figura 33 mostra as estimativas pz( )y sob tensdo plana para ¢;/Sy = 0,4.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0710941/CA

99

PZWIL-26+T

2
M, pl-O
7y P

Pz(g) insensiveis
Q Gll /SY

Gn
ol =0.4
qu=L& plana-G|
2n S%( 270 KI = O'n\/ﬁ
. AL . . Wil—Ni N . . Wt ~
Figura 33 — Convergéncia das estimativas pz(@) Mt " 3s estimativas pz (9) Mg sob tensdo

plana para o,/Sy =0,4.
No caso da Figura 33 sdo necessarios dois termos para ajustar as estimativas
(6))7"%"  as estimati 6)%. A tidade de t g 4ri
pe\0)y 5 s estimativas pz(6)),” . A mesma quantidade de termos € necessdria

para o caso em que 6;/Sy = 0,5, conforme mostra a Figura 34.

S0

Pz WiL2tiT
vt 3\1, -

pz(p) insensiveis
A6y /Sy

On_p=
< =0.5
pz.]:l& plana-G|
2n S% 270 KI =Gn\/'."|:7a
. A . . Wil—Num . . Wt ~
Figura 34 — Convergéncia das estimativas pz(ﬁ) Mt “" as estimativas pz(é’) Mg sob tensdo

plana para o,/Sy=0,5.

A Figura 35 mostra as estimativas pz( 6)y sob tensdo plana para ¢;/Sy = 0,6.
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2

PZ(g) insensiveis
a Gll' SY

plana-G]
Ki=0v7a

Figura 35 — Convergéncia das estimativas pz(@)

plana para ¢,/Sy = 0,6.

Wil—Num
M

N . . Wt ~
as estimativas pz (9) Mg sob tensdo

No caso da Figura 35, sdo necessdrios trés termos na série de Williams para

Wil-31¢ N

ajustar a estimativa pz(6)y 52,

Wig

a estimativa pz(@)M . A mesma quantidade

termos € necessdria para o caso em que 6;/S, = 0,7, conforme mostra a Figura 36.

10 LALINCA {

50

T
PZ(p) insensiveis

plana-G]
Ky=0nvTal

Figura 36 — Convergéncia das estimativas pz(ﬁ)

plana para ¢,/Sy=0,7.

Wil—Num
M

N W, ~
as estimativas pz(ﬁ)Mg sob tensdo

A Figura 37 mostra as estimativas pz( )y sob tensdo plana para ¢,/Sy = 0,8.
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2
2n Sy 0

plana-G|
Ky=Govd

. o L Wil —Ni
Figura 37 — Convergéncia das estimativas pz(@) Ml o

plana para ¢,/Sy=0,8.

101

N W ~
as estimativas pz(G)Mg sob tensdo

No caso ilustrado pela Figura 37, percebe-se que sdo necessarios quatro

Wil—4

termos na série de Williams para ajustar a estimativa pz(é’)M, o

t
pl

a estimativa

pz(e)ﬁwjg . A Figura 38 mostra as estimativas pz(6)y sob deformacgdo plana para

/Sy =0,2. Percebe-se que neste caso, apenas um termo na série de Williams é

Ari 1 : : Wil-1t . . Wig
necessario para a]ustar a estimativa pz(G)M’g_pl a estimativa pZ(H)M
o0
Py pig
7 _—
0 Tz M-S
1ap trinca | PZy ’ .
pz(Q) insensiveis pzﬁu—le
i / —=NM,pl-£
Gy, SY PZy
On _
S v=0.3
pzu=l& plana-€
b S% 70 KI=(jIl /mal
Wil—Num Wig

Figura 38 — Convergéncia das estimativas pz(ﬁ) M

deformacdo plana para ¢;/Sy = 0,2.

as estimativas pz (49)

M

sob
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A Figura 39 mostra as estimativas pz(6)y sob deformagdo plana para
o,/Sy = 0,4. Percebe-se que no caso em que se tem o,/Sy = 0,4 sob deformacio

plana, s@o necessarios dois termos na série de Williams para ajustar a estimativa

Wil-21 . . W
pz(0)y 22 o A estimativa pz(0)5 .
50
7 Wig
150 L=M,pl-2 k]
0
pzM,pl—S .
PZs 10 Erlll—ﬁtJrT
‘ _ pziLp-E
\ap trinca | )
PZ(p) insensiveis WILLEHT
a Gn’f SY EM _1_
pzity €
O _
Sy 4 v=03
pzo=l& plana-g¢
2n Sif 20 K;=Cnv/7a
. A s . . Wil—Num . . W,
Figura 39 — Convergéncia das estimativas pz(ﬁ) Ml “ as estimativas pz (9) Mg sob

deformacdo plana para ¢;/Sy = 0.4.

A Figura 40 mostra as estimativas pz(6)y sob deformagdo plana para

o/Sy=0,5.

Py e ' pzyistT
PZy Py "

PZ(p) insensiveis
aoy, /Sy PEWiIL26+T

pzWik1t+T
[
Gn_,, =
ST V=03
z,=-L 1 plana-€
PZy 2 2 =
T Sy 0 KI—Gm/ﬁ
. N . . Wil —Num . . W,
Figura 40 — Convergéncia das estimativas pz(@) Ml “" as estimativas pz (6’) Mg sob

deformac@o plana para o,/Sy=0,5.
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A Figura 41 mostra as estimativas pz(6)y sob deformagdo plana para

o,/Sy = 0,6.

90
PZngpe
PZo 10
120 0
Wil-1t+
EM,pl—e
)
On
S 6 V=03
Pry=-L 1 plana-€
ngt 27 K;=GCnv/Tal
. A . . Wil—Num . . Wr,
Figura 41 — Convergéncia das estimativas pz(@) Ml “ 3 estimativas pz(@) Mg sob

deformac@o plana para o,/Sy = 0,6.

A Figura 42 mostra as estimativas pz(6)y sob deformagdo plana para

0/Sy=0,7.

o0
7 Wig
Iy
PLygpe -
o MLPLE 7, Wil- 3¢+ T
P, Y %‘ll\a,pl-s
120 - 0
Pz(g) insensiveis
acy /Sy
On _
S, v=03
p:"O:LK_zI plana-€
In Sy am K;=Cny/Ta
. A . . Wil—Num . . 4
Figura 42 — Convergéncia das estimativas pz(ﬁ) Ml “" as estimativas 224 (9) Mg sob

deformacdo plana para o,/Sy = 0,7.
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Nos casos em que se tem G,/Sy = 0,5; 0,6 e 0,7 sdo necessdrios trés termos

L. . . . . il— R . .
na série de Williams para ajustar a estimativa pz(@)%’ 83;, a estimativa pz(G)ng .

A Figura 43 mostra as estimativas pz( )y sob deformacdo plana para o;/Sy = 0,8.

el
PIn e
PZ; —10
120 o
On _
Sy 8 V=03
szLﬁ plana-g€
2n st 270 K;=Cw/Ta
. A N Wil-Num L 4
Figura 43 — Convergéncia das estimativas pz(ﬁ) Ml “ as estimativas pz (49) Mtg sob

deformacdo plana para o,/Sy = 0,8.
No caso em que se tem 6;/Sy = 0,8 sdo necessarios quatro termos na série de
Williams para ajustar a estimativa (Q)W”_M a estimati (H)th
p J pz\0)y .-, @estimativa pz(6)),” .
Todos os parametros utilizados para o caso da placa de Griffith biaxialmente

carregada sdo feitos no proximo exemplo. A diferenca € que o exemplo seguinte

trata do caso da placa de Griffith uniaxialmente carregada.

3.5.2. O ajuste da série de Williams a funcao de tensao de
Westergaard para o caso da placa de Griffith uniaxialmente
carregada

Os detalhes deste problema podem ser vistos na Figura 1. Abaixo se mostra
o efeito do nimero de termos da série de Williams nas estimativas das zonas
plésticas para ambos os estados planos. A Figura 44 mostra as estimativas pz(6)y

sob tensdo plana para ¢,/Sy = 0,2. Percebe-se que neste caso, apenas um termo na

L. - . L. . o Wil=1t
série de Williams € necessdrio para ajustar a estimativa pz(H)M' o—p A estimativa
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pz(é’)[v:;tg . O campo de tensdes gerado pela série de Williams é mostrado na Eq.

(46). Nesse exemplo o valor da T-stress igual a - ;.

PZ(g) insensiveis
a0, /Sy

5., =02
Y 2
Plu=l& plana-G]
n S%( 270 Kj=0nvnal
. A . . . Wil—Num . . Wi ~
Figura 44 — Convergéncia das estimativas pz(@) Ml “ s estimativas )24 ((9 ) Mtg sob tensdo

plana para ¢,/Sy=0,2.

A Figura 45 mostra as estimativas pz( )y sob tensdo plana para ¢,/Sy = 0,4.

2

E possivel ver que neste caso, dois termos na série de Williams ajustam a

Wil-21 s Wig

estimativa pz(é’)M",_P, a estimativa pz(ﬁ)M . J4 quando se tem ¢,/Sy=0,5 e

0,/Sy=10,6 sdo necessdrios trés termos na série de Williams para estimar as

pz(e)zif;i;l. Quando se tem 6,/Sy=0,7 quatro termos na série de Williams sdo

Wil—-4t

N . . Wig
M.o—p @ estimativa pz(H)M . Para o

necessdrios para ajustar a estimativa pz(@)

caso em que G;/Sy = 0,8 sdo necessdrios seis termos na série de Williams para se

fazer o ajuste.
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p—{ AEE 4 p_Mc

trinca f | % 1 pzﬂ )
pz(p) insensiveis . z Wik-16+T
S s e

S

m
So=0.4

On
2
pg;n:LK_ZI “ *  plana-G
n SY 770 KI = Gn\/ﬁ
. A L Wil—Num L W ~
Figura 45 — Convergéncia das estimativas pz(9) Mt " 3s estimativas pz (9) Mg sob tensdo

plana para ¢,/Sy=0,4.

A Figura 46 mostra as estimativas pz( )y sob tensdo plana para o,/Sy = 0,5.

50

120 &0

7 , z Wig kY
== M, pl-C
PZp "

Pl e J P (
Sl .
HERRE: . A
130 trinca f ] 2 plzl] | D
Pz(9) insensiveis pz Wil 20T

Lo ) I M,pl-G
a0, /Sy . “"- pZy P
o

pz Wil-1t+T
ﬁ,pl-o' fan
o plana-G]
2 Kj=0nvnal
. Al . . Wil—Ni N . . Wi, ~
Figura 46 — Convergéncia das estimativas pz(ﬂ) v asestimativas pz (9) v sob tensio

plana para ¢,/Sy=0,5.

A Figura 47 mostra as estimativas pz( )y sob tensdo plana para ¢,/Sy = 0,6.
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Figura 47 — Convergéncia das estimativas pz(9)

plana para ¢,/Sy = 0,6.

M

o0

Pryvps |
Ply | ¢ s
1xu{ trinca [ o
PZ(p) insensiveis \l

n-0.6
Sy N
pzo=Lﬁ plana-G|

In S%; 270 Kj=onvnal

Wil—Num

107

T W ~
as estimativas pz(l9)Mg sob tensio

A Figura 48 mostra as estimativas pz( )y sob tensdo plana para o,/Sy = 0,7.

5 J
trinca f [ ]
PZ(B) insensiveis
On /Sy

50

a0

=—NM,pl-C

7 Wil-4t+T
Z \
PZ

1
PEWIL3C+T

/ .
L pz Wil 2t+T
= pEILP-O

i

Figura 48 — Convergéncia das estimativas pz (9 )

plana para o,/Sy=0,7.

G Wil-1¢+T
S—“ =0.7 ,p—iM,pl-c
Y K2 P 300
pZy=-L—1 plana-G|
2 S%E 7 KI =GO vTa|
Wil—Num

M

N . . Wt ~
as estimativas pz(ﬂ)Mg sob tensdo

A Figura 49 mostra as estimativas pz( )y sob tensdo plana para ¢,/Sy = 0,8.
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7 Wik 4t+T
PO 4 T MLpLC
PZy, § PZy
trinca I 4
PZ(Q) insensiveis

=08
¥ 2
pz‘]:Lﬁ plana-G|
In S%{ F Kj=0nvnal
. A . . Wil—Num . . Wi, ~
Figura 49 — Convergéncia das estimativas pz(H) Ml " 3s estimativas pz (9 ) Mg sob tensdo

plana para ¢,/Sy=0,8.

Para o caso sob deformacgdo plana em que se tem 6,/Sy = 0,2, a Figura 50

L. 11 . . . Wil-1
mostra que apenas um termo na série de Williams ajusta a estimativa pz(6) W g_tpl

< . . Wrt, . ~ L.
a estimativa pz(8),,° . De acordo com a Figura 51, percebe-se que siao necessarios
M

dois termos na série de Williams para o ajuste quando o,/Sy=0,4. Para

6/Sy=0,5 e para 7,/Sy = 0,6 sdo necessdrios trés termos para ajustar a estimativa

pz(@)lvlvjfi;l a estimativa pz(@)%’g , vide Figura 52 e Figura 53. De acordo com a

Figura 54, vé-se que sdo necessdrios quatro termos para o ajuste quando
o/Sy=0,7. O ultimo caso, em que se tem 0,/Sy = 0,8 percebe-se que sio

necessdrios cinco termos na série de Williams para ajustar a estimativa

pz(&)zif;f ;z a estimativa pz(ﬁ)ﬂv‘fg , conforme mostra a Figura 55.
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on

10

150

S%a
A“ % 3“5']%1_8

G0

m

Pz(p) insensiveis
acy /Sy v" <
210
on=0.2
p: _1Kf .
L™ S% Fae

';'u

pz Wil-1¢+T
74 M,pl-£

,l/ m
- v=0.J3
plana-€
KI=G“\/ﬁ

Wil —Num

Figura 50 — Convergéncia das estimativas pz(9) M

deformacdo plana para ¢;/Sy = 0,2.

o W
as estimativas pz(l9)Mg sob

Abaixo, mostra-se a Figura 51 para o caso de deformagio plana com

c,/Sy = 0,4
o0
150 30
PZngpe o
— [ Wil-2(+T
PZy [ F 5y 4 ';_’.“ E‘,:M,pl—s
g | 1ADCR ; [ 1 d Py 0
PZ(g) insensiveis 7 {V]'l— l‘t +T
a [« ‘MSY ,_‘ ﬁM,pl-S
210 '// 330
Gn
< =04
Sy 2 b - v=0.3
pzy=-L=1 plana-€
2n S%( Fae K;=CnvTal

Figura 51 — Convergéncia das estimativas pz(@)

deformacdo plana para c;/Sy = 04.

Wil—Num

M

N . . Wt
as estimativas pz(ﬂ)Mg sob

Abaixo, mostra-se a Figura 52 para o caso de deformacdo plana com

o/Sy=0,5.
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a0

pzWie
PRy
{:" Z Wik 3t+T,

SR M-S \

—_ 4 4 J

PZy

120

150 '
PZng e '
[ P2 1

: !

l trinca ’ |
PZ(8) insensiveis
Q Gll ‘-""SY

L Y
TR

e
7 Wil 16+ T
210 \ p_Malll-E

PZy 3

S V=03
- 1K e - lana-€
P4 3n st i
S 270 K;=CnvTal
. A . . Wil—Ni N . . Wi,
Figura 52 — Convergéncia das estimativas pz(H) Ml " 3s estimativas pz (9) Mg sob

deformacdo plana para ¢;/Sy=0,5.

Abaixo, mostra-se a Figura 53 para o caso de deformagio plana com

c,/Sy = 0,6

o0
PZngp e ] ’ L Eﬁﬂ;ﬁféﬂ
PZy T T ] PZy
130’ frinca _ \ 1 "
Pz(p) insensiveis
Aoy /Sy
Cn
<L =0.6
Sy > v=0.3
1Ky lana-€
PLy=5-3 p
TSy 270 K;=CnvTal
. s . . Wil—Ni N . . \43
Figura 53 — Convergéncia das estimativas pz(@) Ml “" s estimativas pz (9) Mg sob

deformacdo plana para o,/Sy = 0,6.

Abaixo, mostra-se a Figura 54 para o caso de deformagio plana com

o/Sy=0,7.
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7 Wil 3t+T
prII-E

7 Wig

Z <
P2y ple ipe

trinca
Pz(p) insensiveis
a gy, ‘SY

130

z Wil 2(+T
P
pziir-e

z WL 1t T
—‘1)\151'1-8

Gn_;
< =0
Sy > v=0.3
pzu=l& plana-€
2n S%( 7 Ki=On/7ia|
. A . . Wil—Num . . Wi,
Figura 54 — Convergéncia das estimativas pz(H) Ml " 3s estimativas pz (9 ) Mg sob

deformacdo plana para ¢;/Sy=0,7.

Abaixo, mostra-se a Figura 55 para o caso de deformagio plana com

c,/Sy = 0,8

7 Wil St+T
pZo e

PZngpre
Py ] ¢ .

trinca

Pz(p) insensiveis

120

Sy =0.8 R V=023
pzo=l& plana-€
2n S%{ 7 K1=Gm/ﬁ
. A . . Wil—Num . . Wt
Figura 55 — Convergéncia das estimativas pz(@) Ml “" s estimativas pz (9 ) Mg sob

deformacdo plana para o,/Sy = 0,8.

Ao se analisar ambos os estados planos para o caso da placa Griffith
uniaxialmente tracionada, percebe-se que para valores altos de ¢,/Sy sdo

necessdrios mais termos na série de Williams para ajustar as estimativas
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Wil—-Numt

pz(6)7N"" em tensdo plana e as estimativas PZ(H)M,g—pz

M.o—pl em deformacio

plana as estimativas pz(@)y° .

A préxima subsec@o mostra, a partir da estimativa de zonas plésticas, que a

T-stress € o termo constante de ordem zero da série de Williams.

3.6. A T-stress como a constante de ordem zero da série de Williams

Fett (1998) apresentou a série de Williams para uma placa retangular com

uma trinca central como:

3

= [ j+% 3 j+— 1
CID:O',,W2Z(—) A, cos(j+5jt9— zcos(j—EJe +

N 1
5 : (50)

J —
N Jj+2

o, W? Z;)(Wj B, [cos(j +2)0 —cos(j8)]
j=

em que o, € a tensdo nominal, a € a metade do comprimento da trincae W € a

metade da largura da placa. Depois disso, Fett mostrou como fica a componente

Oy para 6 =0:

1
> -x\Y 2 (2j+3)2j+1
O_xx(ezo):_o_n ZAJ-(GWX) 2( J-(; )(_1,])+ )_
=0 J . (51)

oo J
a—Xx
o 4B . i+1
]Z:;) ,( w j (j+1)

Ao se analisar o primeiro termo, que corresponde j = 0, pode-se relacionar
A, com K.
L
2 (2j+3)2)+1)

c.(0=0)=-0, ,%Af(av;xj ( ~

(2j-1)

(52)

o, §4B,,-("V_ijj(j+1)

Jj=0
O termo com coeficiente B, representa a tensio oy, total localizada na ponta
da trinca (x = a).

o.| (6=0)=-40, B,. (53)

.X)C|x:a
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Essa tensdo oy, total inclui as contribuicdes que estdo presentes para a

localizagdo x = a em uma estrutura nao trincada, 6(0)

XX

, € 0 termo adicional que

X=a
¢é gerado exclusivamente pela trinca. E essa contribuicdo que € a T-stress. Dessa

maneira, a T-stress para o caso da placa de Griffith € dada por:

T,

stress

=—40, B,-ol

XX

(54)

X=a

A seguir, mostra-se em termos de estimativas de zonas plasticas, que a 7-
stress e o primeiro termo da série de Williams séo equivalentes quando se usa a
Eq. (50). Para isso, utiliza-se o exemplo da placa retangular com uma trinca

central com uma relagdo de a/W = 0,1.

A Figura 56 mostra que a estimativa pz(ﬁ)vﬂ‘;f;l_tpl e a estimativa

KT o o e o .
pz(H)M’ ;_P, sdo iguais. A andlise é feita sob o estado plano de tensdo com

c,/Sy= 0,2.

PZy,p-c
P, | ¢ s
trinca

3

180

PZ(9) insensiveis
A0, /Sy

oA

=02
Sy >
1K plana-G|
PZy 2
2w s3 P K;=GyvT|

Figura 56 — Comparac@o das estimativas pz (9 )‘Aa;[;l_tpl . pz(6 )‘ffﬁ._ ol € pz(ﬁ)ll‘(/ :i p1 Sob
tensdo plana com ¢,/Sy = 0,2.

A Figura 57 mostra que a estimativa pz(ﬁ)vﬂ‘;f;l_tpl e a estimativa

Kr+T ~ . . 41 P . ~
pz(H)M’ ;—pl sdo iguais. A andlise é feita sob o estado plano de tensio com

c,/Sy = 0,4.
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PZn pc
PZy 6 s
13 [txinca ! ‘f ] )
PZ(p) insensiveis
a0y, /Sy Zl\\}[“’l‘”T
HzMP-C,
Py P
0 PpzWik2t+T/3m
.
¥ 2 - 00
sz:L& plana-G|
2ns — D gt

. S il—1
Figura 57 — Comparagdo das estimativas pZ (9);‘,? a_tpl ,

tensdo plana com ¢,/Sy = 0,4.

A Figura 58 mostra que a estimativa pz(6)

Pz (a)lll(ll,;ipl

o/Sy=0,5.

POy i € P2

Wil-1t
M ,o-pl

PZn,p-c
PZy -
120 . | )
Pz(p) insensiveis
a0, /Sy
Gu_p
Sy 0.5 N
qu=lﬁ plana-C|
nst g Ky= oV
i 5 P Wil—1t West
Figura 58 — Comparag@o das estimativas pz(B)M,O__pl , pz(g)M,O'—pl e pz

tensdo plana com ¢,/Sy = 0,5.

©)

Ki+T
M ,0—p

; Sob

114

e a estimativa

)

Ki+T
M ,c—p

; sob

sdo iguais. A andlise é feita sob o estado plano de tensdo com
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Wil-1t

Mo-p € @ estimativa

A Figura 59 mostra que a estimativa pz(6)

KT o o e o .
pZ(O)MI ;_p, sdo iguais. A andlise € feita sob o estado plano de tensdo com

o,/Sy = 0,6.

PIngp-o
PZy

120

Z Wil- 3¢+T
M,pl-O
0

0.6
-1 Kt lana-O|
z -1 KT P
P73 0 K;=GnVTea|

Figura 59 — Comparagdo das estimativas pz (H)Wf;l_tpl , Pz (9)‘;/;’3;__ ol € pz(ﬁ)f/, :i p1 S0b

tensao plana com ¢,/Sy = 0,6.

Wil-1t

Mo-p © @ estimativa

A Figura 60 mostra que a estimativa pz(6)

Ki+T ~ . . 1 . . ~
pz(G)M’ ;—pl sdo iguais. A andlise é feita sob o estado plano de tensdo com

0/Sy=0,7.
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PIng o
PZy

180

Pz(p) insensiveis
a [« 'SY

plana-C]
m Ki=0nvnal

Figura 60 — Comparagio das estimativas pz (9);‘;{;1_’[,1 74 (H)KVZS;— ol € pZ(@)

tensdo plana com ¢,/Sy = 0,7.

A Figura 61 mostra que a estimativa pz(6)

Wil-1t
M ,c-pl

Ki+T
M ,o—

»l sob

116

e a estimativa

Kr+T ~ . . 1 . . ~
pz(G)M’ ;—pl sdo iguais. A andlise é feita sob o estado plano de tensdo com

0,/Sy=0,8.
50
120 , El‘\’[‘:}%l-o' 0
1]
Ki+T
PZng pi
Pin e pZONIa}EVl S
PZy ] ¢ s
150 trinca } o
PZ(p) insensiveis
A0y /Sy pZWILICT
prMPC
2 WIL6t+T i
== M,pl-C
o
G,
08
pz‘]:Lﬁ plana-C|
2m s} Ky=opval
. ~ . . Wil—1t ( )West ( )
Figura 61 — Comparacio das estimativas pz(@)M’a_pl , pz\@ M.o-pl € PZ o

tensdo plana com ¢,/Sy = 0,8.

Ki+T
M ,o—

»l sob
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Wil-1t
M ,o-pl

117

€ a estimativa

pz(é’)K’ i 1 S30 iguais. A andlise € feita sob o estado plano de deformagdo com

M, o—

o/Sy=0,2.

PZy

z Wtg
1= M,pl-g

PZyp e
—_— .
PZy ) T
150 trinca 0
P2(p) insensiveis
40,/Sy
pr Vi 1T
pzye
On _,
e =0.2
Sy > V=03
1 lana-g
pro=L X p
n Sy am Ky =COn/7i4)

Wil—1t (H)West

Figura 62 — Comparacdo das estimativas pz (9 ) M.o—pl>

deformacdo plana com ¢;/Sy = 0,2.

A Figura 63 mostra que a estimativa pz(ﬁ)

M ,o—-pl e pz

Wil-1t
M ,c-pl

(e)llffll,gipl sob

€ a estimativa

pz(@)K’ pd 1 S30 1guais. A andlise € feita sob o estado plano de deformagdo com

M, o—

o/Sy=0,4.
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PZyen =01
| | ol

PZyg e | " ‘h'(’ o
PL, s sy (’W“,“ Phiype
|

A6,/ ‘h.“}‘ p—‘zl\\}l,ul;k.‘ch
n/ Sy ‘!’.' PZ;
\ 2 Wik 26+T

E 240 00 v=0.3
PZu=lﬁ plana-€
n S%( m Ki=Cn/Tia|

Figura 63 — Comparagdo das estimativas pz (9);‘,7{;1_[,71 . pz(6 )Zeﬁ__ ol € pz(ﬁ)f/, :i p1 S0b

deformacdo plana com ¢;/Sy = 0,4.

A Figura 64 mostra que a estimativa pz(ﬁ)v,&if;l_’pl e a estimativa

pz(&)ﬁ{ i 1 S30 1guais. A andlise € feita sob o estado plano de deformagdo com

c,/Sy = 0,5

P2y pl-g

B

/
)
N

trinca
Pz(p) insensiveis 4 ‘

NS
b

240 300 v=0.3
pz‘):Lﬁ plana-€
2n S%{ 2710 K;=Cw/Tta

Figura 64 — Comparagdo das estimativas pz (9);‘,7{;1_[,,1 , Pz (49);‘,/;’3;__ ol € pz(ﬁ)f/, :i p1 S0b

deformacdo plana com ¢;/Sy = 0,5.
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Wil-1t

M o—pl € a estimativa

A Figura 65 mostra que a estimativa pz(0)

pz(@)ﬁ{ ;{P, sdo iguais. A andlise é feita sob o estado plano de deformacdo com

o/Sy=0,6.

PZnpie
PR, 7 s
trinca
PZ(p) insensiveis
Gy 'Sy

Cn

Sy 0.6 , v=03

pzp=L KL plana-€
In S%{ 2 K;=Onv/Tta)

Figura 65 — Comparagdo das estimativas pZ (9 )Iv:/,;l;l_tpl , D2 (9 )Ivtv,;‘z_ ol € pz(e)f,l{ :i pl SOb

deformac@o plana com ¢,/Sy = 0,6.

A Figura 66 mostra que a estimativa pz(é’)vgf;_tp, e a estimativa

pz(@)ﬁ{ ;{P, sdo iguais. A andlise ¢ feita sob o estado plano de deformacido com

o/Sy=10,7. Em seguida a Figura 67 mostra que a estimativa pz(e)ﬁ:fﬁl ea

estimativa pz(ﬁ)ﬁ{im sdo iguais para 0,/Sy=0,8 sob o estado plano de

deformacao.
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Figura 66 — Comparagdo das estimativas pz (9 )AW,;{;I_tpl . pz(6 )AW,;AOI__ ol € pz(ﬁ)f/, :i p1 S0b
deformacdo plana com ¢,/Sy = 0,7.

A Figura 67 mostra o caso de deformacdo plana com 6,/Sy = 0,8.
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Figura 67 — Comparagdo das estimativas pz(6 )AW,;{;I_IPI . pz(6 )AW,;AOI__ ol € D2 (0)11511 :i p1 S0b

deformacdo plana com ¢;/Sy = 0,8.

3.7. Conclusodes do capitulo e comentarios importantes sobre as
estimativas analiticas das zonas plasticas a partir do uso da MFLE

Até agora, foram mostradas estimativas de zonas plasticas obtidas a partir
do truncamento de quatro campos de tensdes, que sdo: o campo de tensdes gerado

a partir do Kj, o campo de tensdes obtido a partir do K; mais T-stress, o campo de
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tensdes gerado pela fungdo de tensdo de Westergaard e pelo campo de tensdes
obtido pela série de Williams. Entende-se por truncamento do campo de tensdes a
definicdo do contorno da zona plastica quando o valor da tensdo de Mises for
igual a tensdo de escoamento do material, conforme indica a Eq. (10).

O campo de tensdes obtido a partir do K; além de ndo satisfazer as respostas
esperadas e as condigdes de contorno, geram estimativas pz(@)y que sdo
insensiveis a relacdo ¢;,/Sy. Essa insensiblidade nio acontece no campo de tensdes
gerado a partir da adi¢do da T-stress na componente Oy, obtida a partir do Kj,
conforme se viu em dois exemplos, o caso do disco circular com uma trinca
interna e o caso da placa retangular com uma trinca centrada.

O exemplo do disco circular com uma trinca interna mostrou que a adi¢ao
da T-stress faz com que as pz(@)y sejam sensiveis a 0,/Sy e aos parametros
geométricos. Entretanto, a adicdo da T-stress na componente Oy, ndo resolve o
problema da componente oy, que € gerada por K; para o exemplo da placa de
Griffith, pois conforme foi comentado, tem-se Oy(x = o) = 0 em vez de se ter
O}y(x =00) = Op.

Outra observacdo importante é que as estimativas pz(6)y obtidas a partir de
K; mais T-stress sao normalmente maiores que as estimativas pz( @)y obtidas a
partir da funcdo de tensdo de Westergaard. Essa diferenga aumenta conforme
cresce a relagdo o,/Sy. Entretanto, partindo do principio que a fungdo de tensdo de
Westergaard € uma funcdo de tensdo, e que por isso, satisfaz as condigdes de
equilibrio, pode-se concluir que ela é a solucdo linear eldstica do problema
idealizado para o caso da placa de Griffith por também satisfazer as condi¢des de
contorno e de superficie livre. Portanto, as estimativas lineares elasticas das zonas
plésticas obtidas por uma funcio de tensdo de Westergaard sdo geradas a partir da
solugdo matematica do problema elastico plano de corpos trincados.

O campo de tensdes gerado a partir da série de Williams, que nada mais € do
que escrever a funcdo de tensdo de Westergaard em forma de uma série infinita,
mostra os efeitos dos nimeros de termos da série na estimativa das zonas
plésticas. A equivaléncia entre a série de Williams e a funcdo de tensdo de
Westergaard foi mostrada em termos de estimativa de zonas pldsticas, pois,
independentemente do valor 6;/Sy, as duas estimativas s@o idénticas conforme se

aumente o numero de termos da série. Ainda no exemplo da placa de Griffith
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uniaxialmente tracionada, mostrou-se que a 7-stress gera estimativas pz(@)uy
idénticas as estimativas pz(6)y obtidas a partir da série de Williams com apenas
um termo. Como para altos valores ¢,/Sy sdo necessdrios mais termos na série de
Williams para ajustar as estimativas das zonas pldsticas obtidas a partir da funcio
de tensdo de Westergaard, conclui-se que a adicdo da T-stress ndo é suficiente
para estimar as zonas pldsticas do problema linear eldstico completo para altos
valores de G,/Sy.

O problema dos campos lineares de tensdes obtidos pelo K;, K; mais 7-
stress, série de Williams e pela func¢io de tensdo de Westergaard é que eles geram
tensdes singulares na ponta das trincas. Essas tensdes singulares sdo
caracteristicas do problema matemdtico, elas ndo reproduzem o real
comportamento mecanico, pois nenhum material suporta tens@o infinita, ou ele
rompe ou ele plastifica. Para tentar contornar esse problema, o préximo capitulo
apresenta algumas propostas de correcdo das zonas plasticas geradas a partir dos
campos de tensdes lineares eldsticos e que apresentam singularidade na ponta da
trinca. Primeiramente, sdo apresentadas propostas de corre¢do para o caso em que
se tem um material perfeitamente plastico. Em seguida, s@o apresentadas

propostas que tentam considerar os efeitos do encruamento nas estimativas

POy
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