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Apêndice 

O apêndice deste trabalho é dividido em três seções. A primeira seção 

mostra o processo de obtenção das zonas plásticas feitas a partir do uso do 

programa DEMO-IMO, desenvolvido pelo Tecgraf/PUC-Rio, que captura a 

fronteira elastoplástica resultante do pós-processamento da análise de elementos 

finitos. A segunda seção mostra a sensibilidade das estimativas das zonas plásticas 

feitas a partir do Método dos Elementos Finitos (MEF) em relação ao nível de 

refinamento da malha e faz uma breve comparação dessas estimativas com as 

estimativas feitas pelo Método Híbrido dos Elementos de Contorno (MHEC). A 

terceira seção apresenta o programa desenvolvido em Mathcad que foi usado na 

seção 5.7 para determinar os valores do comprimento da trinca, largura da placa e 

da força aplicada nos espécimes CCT, SENT e SENB de tal forma que se pudesse 

manter fixo o valor de KI e de σn/SY de cada espécime. 

A.1. Obtenção das zonas plásticas a partir do pós-processamento da 
análise de elementos finitos  

No exemplo estudado nesta seção, adota-se um material com tensão de 

escoamento igual à 250 MPa. Devido ao alto gradiente de tensões presente nas 

proximidades da ponta das trincas, o modelo de elementos finitos é dividido em 

vários subdomínios, cada um com diferentes graus de refinamento da malha. Para 

ilustrar melhor esse procedimento, mostra-se a Figura A.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CA



 

 

273 

 

 
Figura A.1 – Divisão do modelo completo do espécime CCT em subdomínios com diferentes 

graus de refinamento da malha. 

Após criar os subdomínios do modelo e resolver o sistema de equações para 

o caso plano (tensão plana para este exemplo), visualiza-se no programa ANSYS 

(2001) as tensões nodais segundo o critério de escoamento de Mises e se limita a 

tensão máxima ao valor da tensão de escoamento, conforme mostra a Figura A.2. 
 

 
Figura A.2 – Resposta nodal da tensão equivalente de Mises com a tensão máxima limitada a 

tensão de escoamento em que se visualiza a zona plástica na ponta da trinca para o modelo do 

espécime CCT sob tensão plana. 
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A parte que não está colorida (cor cinza) na Figura A.2 é a zona plástica do 

exemplo estudado. Para se obter o contorno elastoplástico, aproveitam-se os 

subdomínios de tamanhos conhecidos para servirem referência ao programa 

DEMO-IMO. A Figura A.3 mostra o resultado do tratamento da Figura A.2 em 

que se delimita as fronteiras de um subdomínio adjacente à ponta da trinca que 

servirão de escala para o programa DEMO-IMO. 
 

 
Figura A.3 – Uso do programa DEMO-IMO após se delimitar a fronteira de um subdomínio 

adjacente à ponta da trinca em que se conhece previamente as suas dimensões. 

Na Figura A.3 o valor distância é conhecido e serve de escala para o 

programa DEMO-IMO. Após se definir os limites do subdomínio e a escala do 

modelo, os pontos sob fronteira elastoplástica são coletados manualmente, 

conforme mostra a Figura A.4. A curva vermelha mostrada na Figura A.4 é a zona 

plástica utilizada ao longo de todo este trabalho. 
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Figura A.4 – Obtenção da zona plástica a partir do uso do programa DEMO-IMO. 

A próxima seção deste apêndice faz uma breve discussão sobre a 

sensibilidade das zonas plásticas obtidas por uma análise numérica feita por 

elementos finitos em relação ao nível de refinamento da malha. 

A.2. Sensibilidade das estimativas das zonas plásticas obtidas pelo 
método dos elementos finitos em relação ao nível de refinamento da 
malha 

Para mostrar a sensibilidade das estimativas das zonas plásticas em relação 

ao nível de refinamento da malha, adotou-se uma relação σn/SY = 0,4 para uma 

relação de a/W = 0,1 para o espécime CCT sob estado plano de tensão. Entretanto, 

é importante ressaltar que todas as estimativas de zonas plásticas obtidas a partir 

do uso do MEF que foram apresentadas ao longo deste trabalho foram testadas em 

relação ao nível de refinamento da malha. 

Foram necessários cinco níveis de refinamento da malha de ementos finitos 

para se fazer com que a estimativa das zonas plásticas obtidas pelo MEF fossem 
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coincidentes com as estimativas de zonas plásticas obtidas pelo MHEC. A malha 

de elementos de contorno usada nesse exemplo pode ser visualizada na Figura 

A.5, em que NE o número de elementos utilizados no contorno e NET indica o 

número de elementos utilizados na trinca. 
 

 

NE = 400 1D, 

        NET = 30 1D 

Figura A.5 – Obtenção da zona plástica a partir do uso do programa DEMO-IMO. 

Três dos cinco níveis de refinamento de malha utilizados no programa 

ANSYS (2001) podem ser visualizadas na Figura A.6.  
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4 

 

 

 

(a) – NE = 4294 2D, NET = 20 1D  (b) – NE = 12352 2D, NET = 50 1D 

 

(c) – NE = 26002 2D, NET = 120 1D 

Figura A.6 – Detalhe de três dos cinco níveis de refinamento utilizados nas malhas de elementos 

finitos para o estado de tensão plana, com σn/SY = 0,4 e para a/W = 0,10, em que (a) mostra o menor 

nível de refinamento usado, (b) mostra um nível de refinamento intermediário e (c) mostra o maior 

nível de refinamento usado na estimativa das zonas plásticas. 

A Figura A.7 mostra a zona plástica MHECLE
Mpz

−  para o único nível de 

refinamento usado no MHEC, conforme mostra a Figura A.5 e a zona plástica 

MEFLE
Mpz

−  estimada para o primeiro nível de refinamento usado no MEF. 
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Figura A.7 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo MEF sob estado de 

tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para o exemplo do espécime CCT para o primeiro 

nível de refinamento da malha de elementos finitos. 

A Figura A.8 mostra a zona plástica MHECLE
Mpz

−  para o único nível de 

refinamento usado no MHEC, conforme mostra a Figura A.5 e a zona plástica 

MEFLE
Mpz

−  estimada para o segundo nível de refinamento usado no MEF. 
 

 
Figura A.8 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo MEF sob estado de 

tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para o exemplo do espécime CCT para o segundo 

nível de refinamento da malha de elementos finitos. 
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A Figura A.9 mostra a zona plástica MHECLE
Mpz

−  para o único nível de 

refinamento usado no MHEC, conforme mostra a Figura A.5 e a zona plástica 

MEFLE
Mpz

−  estimada para o terceiro nível de refinamento usado no MEF. 
 

 
Figura A.9 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo MEF sob estado de 

tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para o exemplo do espécime CCT para o terceiro 

nível de refinamento da malha de elementos finitos. 

A Figura A.10 mostra a zona plástica MHECLE
Mpz

−  para o único nível de 

refinamento usado no MHEC, conforme mostra a Figura A.5 e a zona plástica 

MEFLE
Mpz

−  estimada para o quarto nível de refinamento usado no MEF. 
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Figura A.10 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo MEF para um estado 

de tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para o exemplo do espécime CCT para o quarto 

nível de refinamento da malha de elementos finitos. 

A Figura A.11 mostra a zona plástica MHECLE
Mpz

−  para o único nível de 

refinamento usado no MHEC, conforme mostra a Figura A.5 e a zona plástica 

MEFLE
Mpz

−  estimada para o quinto nível de refinamento usado no MEF. 
 

 
Figura A.11 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo MEF sob estado de 

tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para o exemplo do espécime CCT para o quinto 

nível de refinamento da malha de elementos finitos. 
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A.3. Programa desenvolvido que ajusta os valores da geometria e da 
carga dos espécimes CCT, SENT e SENB sob um mesmo KI e mesmo 
valor de σσσσn/SY 

A Figura A.12 mostra o programa desenvolvido para calcular os valores da 

geometria e da carga dos espécimes CCT, SENT e SENB de tal maneira que se 

mantenha fixo os valores de KI e de σn/SY. Na Figura A.12 o valor utilizado de 

σn/SY = 0,4.  

FATOR DE INTENSIDADE DE TENSÃO PARA O ESPÉCIME SENT 

KISENT P a, w, B, ( )
P

B w⋅

2 tan
π a⋅

2 w⋅








⋅

cos
π a⋅

2 w⋅




















0.752 2.02
a

w








⋅+ 0.37 1 sin
π a⋅

2 w⋅








−








3

⋅+








⋅













⋅:=  

FATOR DE INTENSIDADE DE TENSÃO PARA O ESPÉCIME SENB 

KISENBP a, w, B, L, ( )
P

B w⋅

3

L

w
⋅

a

w
⋅

2 1 2
a

w
⋅+









⋅ 1
a

w
−









3

2

⋅

















1.99
a

w
1

a

w
−









⋅ 2.15 3.93
a

w







⋅− 2.7
a

w







2

+








⋅−








⋅

















⋅:=  

FATOR DE INTENSIDADE DE TENSÃO PARA O ESPÉCIME CCT 

KICCT P a, w, B, ( )
P

B w⋅

π a⋅

4 w⋅
sec

π a⋅

2 w⋅








⋅








1 0.025
a

w








2

⋅− 0.06
a

w








4

⋅+








⋅








⋅:=  

PARÂMETROS GERAIS 

Valor fixo de KI (MPa) 

KI 30 106⋅:=  

Valor fixo da tensão de escoamento (MPa) 
Se 250 106⋅:=  

Espessura unitária 

Bg 1:=  

Relação entre a tensão nominal e a tensão de escoamento que se quer avaliar 
SnSe 0.4:=  

DADOS DO ESPÉCIME SENB 

Valor fixo do comprimento da placa (m) 
Lb 4:=  

Valor inicial do comprimento da trinca (m) 
ab 0.151:=  

Valor inicial da largura da placa (m) 
wb 2.8:=  

Tensão devido à flexão 

σ

Mmax y⋅

I
 

Equação que fornece o valor fixo da carga aplicada (N) 

PSENB SnSe Se, ( )

Bg wb( )3
⋅

12









Lb

4

wb( )
2

⋅








SnSe Se⋅( )⋅:=  
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P02SENB PSENB SnSe Se, ( ) 1.307 108×=:=  

Equação que fornece o valor entre a tensão "nominal" e a tensão de escoamento 

SnSeSENB Pb w, a, ( )
1

Se

Pb Lb⋅

4

w( )
2

⋅

Bg w( )
3

⋅

12

⋅:=  

Usando o comando "Given" do mathcad 

Given 

P02SENB

Bg wb⋅

3

Lb

wb
⋅

ab

wb
⋅

2 1 2

ab

wb
⋅+









⋅ 1

ab

wb
−









3

2

⋅



















1.99

ab

wb
1

ab

wb
−









⋅ 2.15 3.93

ab

wb









⋅− 2.7

ab

wb









2

+









⋅−









⋅



















⋅ KI 

P02SENB

Bg wb( )3
⋅

12









Lb
4

wb( )
2

⋅








SnSe Se⋅( )⋅  

Chama a função "Find" que determina os valores "k" e "q" que satisfazem as 
equações acima 

k

q









Find ab wb, ( ):=  

Resultado dos novos tamanhos da trinca e da largura da placa 

k

q









0.023

2.8







=  

Verifica se os valores determinados pelo comando "Find" realmente satisfazem as 
equações de restrição 

KISENB P02SENB k, q, Bg, Lb, ( ) 3 107×=  

SnSeSENB P02SENB q, k, ( ) 0.4=  

DADOS DO ESPÉCIME SENT 

Valor inicial do comprimento da trinca (m) 
at 0.096:=  

Valor inicial da largura da placa (m) 
wt 2.:=  

Equação que fornece o valor fixo da carga aplicada (N) 
PSENT SnSe Se, ( ) wt( ) Bg⋅ SnSe Se⋅( )⋅:=  

P02SENT PSENT SnSe Se, ( ) 2 108×=:=  

Equação que fornece o valor entre a tensão "nominal" e a tensão de escoamento 

SnSeSENT Pb w, a, ( )

Pb

w Bg⋅

Se
:=  

Usando o comando "Given" do mathcad 

Given 

P02SENT

Bg wt⋅

2 tan
π at⋅

2 wt⋅









⋅

cos
π at⋅

2 wt⋅























0.752 2.02

at

wt









⋅+ 0.37 1 sin
π at⋅

2 wt⋅









−








3

⋅+









⋅















⋅ KI 
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P02SENT wt( ) Bg⋅ SnSe Se⋅( )⋅  

Chama a função "Find" que determina os valores "k" e "q" que satisfazem as 
equações acima 

kt

qt







Find at wt, ( ):=  

Resultado dos novos tamanhos da trinca e da largura da placa 

kt

qt







0.023

2







=  

Verifica se os valores determinados pelo comando "Find" realmente satisfazem as 
equações de restrição 

KISENT P02SENT kt, qt, Bg, ( ) 3 107×=  

SnSeSENT P02SENT qt, kt, ( ) 0.4=  

DADOS DO ESPÉCIME CCT 

Valor inicial do comprimento da trinca (m) 
act 0.129:=  

Valor inicial da largura da placa (m) 
wct 3:=  

Equação que fornece o valor fixo da carga aplicada (N) 
PCCT SnSe Se, ( ) 2 wct⋅ Bg⋅ SnSe Se⋅( )⋅:=  

P02CCT PCCT SnSe Se, ( ) 6 108×=:=  

Equação que fornece o valor entre a tensão "nominal" e a tensão de escoamento 

SnSeCCT Pb w, a, ( )

Pb

2 w⋅( ) Bg⋅ 1⋅

Se
:=  

Usando o comando "Given" do mathcad 

Given 

P02CCT

Bg wct⋅

π act⋅

4 wct⋅
sec

π act⋅

2 wct⋅









⋅






1 0.025

act

wct









2

⋅− 0.06

act

wct









4

⋅+









⋅









⋅ KI 

P02CCT 2 wct⋅( ) Bg⋅ SnSe Se⋅( )⋅  

Chama a função "Find" que determina os valores "k" e "q" que satisfazem as 
equações acima 

kct

qct







Find act wct, ( ):=  

Resultado dos novos tamanhos da trinca e da largura da placa 

kct

qct







0.029

3







=  

Verifica se os valores determinados pelo comando "Find" realmente satisfazem as 
equações de restrição 

KICCT P02CCT kct, qct, Bg, ( ) 3 107×=  

SnSeCCT P02CCT qct, kct, ( ) 0.4=  

 
Figura A.12 – Programa desenvolvido em Mathcad para calcular os valores da geometria e da 

carga dos espécimes CCT, SENT e SENB de tal maneira que se mantenha fixo os valores de KI e 

de σn/SY. 
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