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Resumo 

Sousa, Rafael Araujo de; Martha, Luiz Fernando C. R.; Lopes, Alexandre 
Antonio de Oliveira; Castro, Jaime Tupiassú Pinho de. Estimativas de 

zonas à frente de pontas de trincas. Rio de Janeiro, 2011. 283p. Tese de 
Doutorado – Departamento de Engenharia Civil, Pontifícia Universidade 
Católica do Rio de Janeiro. 

O tamanho das zonas plásticas (zps) presentes na ponta de trincas valida a 

utilização da Mecânica da Fratura Linear Elástica (MFLE). Dessa forma, a partir 

das estimativas dessas zps, este trabalho estuda o limite de validade dos dois 

parâmetros que caracterizam MFLE. Esses dois parâmetros são o Fator de 

Intensidade de Tensões (K) e a T-stress. Este trabalho mostra que esses dois 

parâmetros são termos da expansão da série de Williams partir da função de 

tensão de Westergaard. As duas formas são maneiras diferentes de se obter a 

solução linear elástica (LE) completa para o campo de tensões gerados na ponta 

de trincas. Esta tese mostra que esses dois campos de tensões têm uso limitado, 

pois eles geram tensões infinitas na ponta de trincas. Essas tensões singulares são 

características do problema matemático, não reproduzindo o real comportamento 

mecânico. Devido a isso, o problema das estimativas das zps é intrinsecamente 

não linear. Como tentativa de contornar o problema, este trabalho propõe três 

maneiras de considerar os efeitos do escoamento nas estimativas zps em que se 

adota um material perfeitamente plástico. As estimativas feitas por campos LE são 

verificadas numericamente a partir do uso do Método dos Elementos Finitos 

(MEF) e do Método Híbrido dos Elementos de Contorno (MHEC). Duas das 

propostas de considerar os efeitos do escoamento nas zps são utilizadas 

juntamente com MHEC. Como contribuição final, este trabalho estima zps a partir 

de uma análise numérica não linear via MEF em que os efeitos do encruamento 

também são testados. Essas estimativas são comparadas com as estimativas LE 

corrigidas em que se considera um material perfeitamente plástico. 

Palavras Chave: 

Zonas plásticas; Mecânica da Fratura Linear Elástica; Métodos numéricos 
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Abstract 

Sousa, Rafael Araujo de; Martha, Luiz Fernando C. R.; Lopes, Alexandre 
Antonio de Oliveira; Castro, Jaime Tupiassú Pinho de. Estimates of plastic 

zones ahead of cracks tips. Rio de Janeiro, 2011. 283p. DSc. Thesis – 
Departamento de Engenharia Civil, Pontifícia Universidade Católica do Rio 
de Janeiro. 

The size of plastic zones (pz) at the crack tips validates the use of Linear 

Elastic Fracture Mechanics (LEFM). Thus, this thesis studies the limits of validity 

of the two parameters that characterize MFLE from the pz estimates. These two 

parameters are the stress intensity factor (K) and the T-stress. This work shows 

that KI and the T-stress are terms of the Williams’ series expansion, which is the 

complete linear elastic (LE) solution for the stress fields generated at the crack 

tips. It also demonstrates that the Williams’ series is a different way of writing the 

Westergaard stress function in terms of a trigonometric series with infinite terms, 

and comments that even if the two functions are the complete LE solution for 

cracked bodies, they have limited use, because they generate infinite tensions at 

the crack tip. These singular stresses are characteristics of mathematical problem, 

not reproducing the real mechanical behavior. As an attempt to outline the 

problem of singularity in a qualitative way, this work proposes three ways to 

consider the yielding effects in pz estimates in which one adopts a perfectly 

plastic material. The completeness of the stress fields generated by the 

Westergaard stress function is verified numerically from the use of Finite Element 

Method (FEM) and from of the Hybrid Boundary Element Method (HBEM). Two 

of the proposals to consider the yielding effects in the pz are used in conjunction 

with HBEM. The problem of pz estimates is instrinsically non-linear due to the 

singularity obtained by the mathematical formulation. Finally, this thesis also 

estimates the pz from a non-linear numerical analysis via FEM. The hardening 

effects are also tested in these nonlinear estimates. Moreover, they are compared 

to estimates corrected LE in which a perfectly plastic material is considered. 

Keywords: 

Plastic zones; Linear Elastic Fracture Mechanics; Numerical methods 
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stress, Eq. (26), sob condições de tensão plana ( )( )TIK

plMθpz
+

−σ, . 78 

Figura 10 – Zonas plásticas estimadas para o exemplo do disco circular com uma 

trinca interna, em que o campo de tensões é obtido a partir de KI mais T-

stress, Eq. (26), sob condições de deformação plana ( )( )TIK

plMθpz
+

−ε, . 79 

Figura 11 – Placa de Griffith uniaxialmente carregada. 81 

Figura 12 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa de Griffith sob 

tensão plana e com σn/SY = 0,2; 0,4; 0,6; 0,7 e 0,8. 81 

Figura 13 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa de Griffith sob 

deformação plana e com σn/SY = 0,2; 0,4; 0,6; 0,7 e 0,8. 82 

Figura 14 – Placa retangular semi infinita com uma trinca central. 83 

Figura 15 – Zonas plásticas estimadas para uma placa retangular semi infinita com 
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a/W = 0,025 e para a placa de Griffith sob tensão plana para σn/SY = 0,2; 0,4; 

0,6; 0,7 e 0,8. 83 

Figura 16 – Zonas plásticas estimadas para uma placa retangular semi infinita com 

a/W = 0,025 e para a placa de Griffith sob deformação plana para σn/SY = 0,2; 

0,4; 0,6; 0,7 e 0,8. 84 

Figura 17 – Zonas plásticas estimadas para uma placa retangular semi infinita com 

a/W = 0,025; 0,05 e 0,091 e para a placa de Griffith sob tensão plana para 

σn/SY = 0,2; 0,4; 0,6; 0,7 e 0,8. 84 

Figura 18 – Zonas plásticas estimadas para uma placa retangular semi infinita com 

a/W = 0,025; 0,05 e 0,091 e para a placa de Griffith sob deformação plana 

para σn/SY = 0,2; 0,4; 0,6; 0,7 e 0,8. 85 

Figura 19 – Placa retangular com uma trinca central. 86 

Figura 20 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob tensão plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com σn/SY = 0,2. 87 

Figura 21 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob tensão plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com σn/SY = 0,4. 88 

Figura 22 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob tensão plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com σn/SY = 0,5. 88 

Figura 23 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob tensão plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com σn/SY = 0,6. 89 

Figura 24 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob tensão plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com σn/SY = 0,7. 89 

Figura 25 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob tensão plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com σn/SY = 0,8. 90 

Figura 26 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob deformação plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com 

σn/SY = 0,2. 90 

Figura 27 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob deformação plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com 

σn/SY = 0,4. 91 

Figura 28 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob deformação plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com 
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σn/SY = 0,5. 91 

Figura 29 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob deformação plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com 

σn/SY = 0,6. 92 

Figura 30 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob deformação plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com 

σn/SY = 0,7. 92 

Figura 31 – Zonas plásticas pz(θ)M estimadas para o caso da placa retangular com 

uma trinca central sob deformação plana com a/W = 0,1 e 0,2 e com 

σn/SY = 0,8. 93 

Figura 32 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,2. 98 

Figura 33 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,4. 99 

Figura 34 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,5. 99 

Figura 35 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,6. 100 

Figura 36 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,7. 100 

Figura 37 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,8. 101 

Figura 38 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,2. 101 

Figura 39 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,4. 102 

Figura 40 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,5. 102 

Figura 41 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  
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sob deformação plana para σn/SY = 0,6. 103 

Figura 42 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,7. 103 

Figura 43 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,8. 104 

Figura 44 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,2. 105 

Figura 45 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,4. 106 

Figura 46 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,5. 106 

Figura 47 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,6. 107 

Figura 48 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,7. 107 

Figura 49 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob tensão plana para σn/SY = 0,8. 108 

Figura 50 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,2. 109 

Figura 51 – Convergência das estimativas 109 

Figura 52 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,5. 110 

Figura 53 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,6. 110 

Figura 54 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,7. 111 

Figura 55 – Convergência das estimativas ( ) NumWil

Mpz
−θ  às estimativas ( )Wtg

Mpz θ  

sob deformação plana para σn/SY = 0,8. 111 
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Figura 56 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob tensão plana com σn/SY = 0,2. 113 

Figura 57 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob tensão plana com σn/SY = 0,4. 114 

Figura 58 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob tensão plana com σn/SY = 0,5. 114 

Figura 59 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob tensão plana com σn/SY = 0,6. 115 

Figura 60 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob tensão plana com σn/SY = 0,7. 116 

Figura 61 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob tensão plana com σn/SY = 0,8. 116 

Figura 62 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob deformação plana com σn/SY = 0,2. 117 

Figura 63 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob deformação plana com σn/SY = 0,4. 118 

Figura 64 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob deformação plana com σn/SY = 0,5. 118 

Figura 65 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob deformação plana com σn/SY = 0,6. 119 

Figura 66 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob deformação plana com σn/SY = 0,7. 120 

Figura 67 – Comparação das estimativas ( ) tWil

plMpz
 1

,
−

−σθ , ( )West

plMpz −σθ ,  e ( ) TIK

plMpz
+

−σθ ,  

sob deformação plana com σn/SY = 0,8. 120 

Figura 68 – Comparação entre a componente σyy(x, 0) gerada por KI e a 

componente σyy(x-x1, 0) gerada por KI e transladada de x1 (adaptada de Castro 

& Meggiolaro, 2009). 125 
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Figura 69 – Comparação entre a componente σyy(x, 0) gerada pela função de 

tensão de Westergaard e a componente σyy(r-r1, 0) gerada pela função de 

tensão de Westergaard e transladada de r1 (adaptada de Rodriguez, 2007).126 

Figura 70 – Mostra os comportamentos: (a) da componente ( )0,rxxσ , (b) da 

componente ( )0,ryyσ  e (c) da componente ( )0,rxyσ  na direção paralela ao 

plano da trinca que são geradas pelo campo de tensões gerado pela função de 

tensão de Westergaard. 128 

Figura 71 – Mostra os comportamentos: (a) da componente ( )0,rxxσ , (b) da 

componente ( )0,ryyσ  e (c) da componente ( )0,rxyσ  na direção paralela ao 

plano da trinca que são geradas pelo campo de tensões gerado pela função de 

tensão de Westergaard. 130 

Figura 72 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas lineares elásticas truncadas sob tensão plana com σn/SY = 0,2 

para o caso da placa de Griffith. 133 

Figura 73 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas lineares elásticas truncadas sob tensão plana com σn/SY = 0,4 

para o caso da placa de Griffith. 133 

Figura 74 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas lineares elásticas truncadas sob tensão plana com σn/SY = 0,5 

para o caso da placa de Griffith. 134 

Figura 75 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas lineares elásticas truncadas sob tensão plana com σn/SY = 0,6 

para o caso da placa de Griffith. 134 

Figura 76 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas lineares elásticas truncadas sob tensão plana com σn/SY = 0,7 

para o caso da placa de Griffith. 135 

Figura 77 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas lineares elásticas truncadas sob tensão plana com σn/SY = 0,8 

para o caso da placa de Griffith. 135 

Figura 78 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas LE truncadas sob deformação plana com σn/SY = 0,2 para o 
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caso da placa de Griffith. 136 

Figura 79 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas LE truncadas sob deformação plana com σn/SY = 0,4 para o 

caso da placa de Griffith. 136 

Figura 80 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas LE truncadas sob deformação plana com σn/SY = 0,5 para o 

caso da placa de Griffith. 137 

Figura 81 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas LE truncadas sob deformação plana com σn/SY = 0,6 para o 

caso da placa de Griffith. 137 

Figura 82 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas LE truncadas sob deformação plana com σn/SY = 0,7 para o 

caso da placa de Griffith. 138 

Figura 83 – Todas as propostas de correção das estimativas pz(θ)M junto com as 

zonas plásticas LE truncadas sob deformação plana com σn/SY = 0,8 para o 

caso da placa de Griffith. 138 

Figura 84 – Comportamento da componente de tensão σyy e das estimativas Wtg
Mpz , 

eqHardWtg
Mpz

+  e eqWtg
Mpz

+  para um determinado valor de θ. 141 

Figura 85 – Simulação da fase plástica de uma material que estabelece uma 

relação entre tensão e a coordenada polar r para vários valores de m e α . 142 

Figura 86 – Determinação da estimativa rExpeqHardWtg

Mpz ,σ−+
 para um determinado 

valor de θ  a partir da igualdade entre as áreas em azul pontilhado e ATotal, em 

que ATotal = ALinear + ANaoLinear. 143 

Figura 87 – Comportamento da equação de Ramberg-Osgood para eα  = 0,1 e eα  

= 0,3. 145 

Figura 88 – Comportamento da equação de Ramberg-Osgood sem a parte elástica 

para eα  = 0,1 e eα  = 0,3. 145 

Figura 89 – O ajuste da equação de Ramberg-Osgood para eα  = 0,1. 146 

Figura 90 – O ajuste da equação de Ramberg-Osgood para eα  = 0,3. 146 

Figura 91 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de tensão com σn/SY 
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= 0,2. 147 

Figura 92 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de tensão com σn/SY 

= 0,4. 148 

Figura 93 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de tensão com σn/SY 

= 0,5. 148 

Figura 94 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de tensão com σn/SY 

= 0,6. 149 

Figura 95 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de tensão com σn/SY 

= 0,7. 149 

Figura 96 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de tensão com σn/SY 

= 0,8. 150 

Figura 97 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de deformação com 

σn/SY = 0,2. 150 

Figura 98 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de deformação com 

σn/SY = 0,4. 151 

Figura 99 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de deformação com 

σn/SY = 0,5. 151 

Figura 100 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de deformação com 

σn/SY = 0,6. 152 

Figura 101 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de deformação com 

σn/SY = 0,7. 152 

Figura 102 – Comparação entre as pz que consideram os efeitos do encruamento 

para h = 0,1 e 0,3 com as pz corrigidas sob estado plano de deformação com 
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σn/SY = 0,8. 153 

Figura 103 – Determinação do ponto que satisfaz ( ) YnMises Sr <θσσ ,,  (Lopes et 

al, 2009). 156 

Figura 104 – Determinação do ponto que satisfaz ( ) tolSr YnMises <−θσσ ,,  (Lopes 

et al, 2009). 156 

Figura 105 – Trinca curva genérica modelada como uma sucessão de elementos 

retos de trinca (Lopes, 2002). 158 

Figura 106 – Representação gráfica das componentes de tensão (a) yyσ  e (b) xxσ  

(Lopes, 2002). 158 

Figura 107 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

tensão para o caso da placa de Griffith. 160 

Figura 108 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

deformação para o caso da placa de Griffith. 161 

Figura 109 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

tensão com σn/SY = 0,2 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 162 

Figura 110 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

tensão com σn/SY = 0,4 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 163 

Figura 111 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

tensão com σn/SY = 0,5 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 163 

Figura 112 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

tensão com σn/SY = 0,6 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 164 

Figura 113 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 
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Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

tensão com σn/SY = 0,7 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 164 

Figura 114 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

tensão com σn/SY = 0,8 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 165 

Figura 115 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

deformação com σn/SY = 0,2 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 165 

Figura 116 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

deformação com σn/SY = 0,4 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 166 

Figura 117 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

deformação com σn/SY = 0,5 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 166 

Figura 118 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

deformação com σn/SY = 0,6 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 167 

Figura 119 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

deformação com σn/SY = 0,7 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 167 

Figura 120 – Comparação entre as zonas plásticas obtidas pela função de tensão de 

Westergaard e as obtidas numericamente pelo MHEC sob estado plano de 

deformação com σn/SY = 0,8 para o caso de uma placa retangular semi infinita 

tracionada com uma trinca central. 168 

Figura 122 – Efeito da relação σn/SY nas zonas plásticas sob tensão plana para o 

caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com a/W = 
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0,05 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 170 

Figura 123 – Efeito da relação σn/SY nas zonas plásticas sob tensão plana para o 

caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com a/W = 

0,1 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 170 

Figura 124 – Efeito da relação σn/SY nas zonas plásticas sob tensão plana para o 

caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com a/W = 

0,4 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 171 

Figura 125 – Efeito da relação σn/SY nas zonas plásticas sob deformação plana 

para o caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com 

a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 172 

Figura 126 – Efeito da relação σn/SY nas zonas plásticas sob deformação plana 

para o caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com 

a/W = 0,1 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 172 

Figura 127 – Efeito da relação σn/SY nas zonas plásticas sob deformação plana 

para o caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com 

a/W = 0,4 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 173 

Figura 128 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob tensão plana para o 

caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY = 

0,2 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 173 

Figura 129 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob tensão plana para o 

caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY = 

0,4 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 174 

Figura 130 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob tensão plana para o 

caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY = 

0,5 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 174 

Figura 131 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob tensão plana para o 

caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY = 

0,6 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 175 

Figura 132 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob tensão plana para o 

caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY = 

0,7 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 175 

Figura 133 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob tensão plana para o 

caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY = 
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0,8 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 176 

Figura 134 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob deformação plana para 

o caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY 

= 0,2 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 176 

Figura 135 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob deformação plana para 

o caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY 

= 0,4 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 177 

Figura 136 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob deformação plana para 

o caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY 

= 0,5 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 177 

Figura 137 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob deformação plana para 

o caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY 

= 0,6 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 178 

Figura 138 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob deformação plana para 

o caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY 

= 0,7 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 178 

Figura 139 – Efeito da relação a/W nas zonas plásticas sob deformação plana para 

o caso da placa retangular com uma trinca central sob flexo tração com σn/SY 

= 0,8 para (a) ponta 1 e (b) ponta 2. 179 

Figura 140 – Espécime SENT (adaptada de Anderson, 1995). 180 

Figura 141 – Espécime SENB (adaptada de Anderson, 1995). 181 

Figura 142 – Espécime CCT (adaptada de Anderson, 1995). 181 

Figura 143 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob tensão plana para σn/SY = 0,2. 182 

Figura 144 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob tensão plana para σn/SY = 0,4. 182 

Figura 145 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob tensão plana para σn/SY = 0,5. 183 

Figura 146 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob tensão plana para σn/SY = 0,6. 183 

Figura 147 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob tensão plana para σn/SY = 0,7. 184 

Figura 148 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 
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MEF sob tensão plana para σn/SY = 0,8. 184 

Figura 149 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob deformação plana para σn/SY = 0,2. 185 

Figura 150 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob deformação plana para σn/SY = 0,4. 185 

Figura 151 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob deformação plana para σn/SY = 0,5. 186 

Figura 152 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob deformação plana para σn/SY = 0,6. 186 

Figura 153 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob deformação plana para σn/SY = 0,7. 187 

Figura 154 – Zonas plásticas dos espécimes CCT, SENB e SENT, obtidas pelo 

MEF sob deformação plana para σn/SY = 0,8. 187 

Figura 155 – Zonas plásticas para o espécime CCT obtidas pelo MEF sob tensão 

plana. 188 

Figura 156 – Zonas plásticas para o espécime CCT obtidas pelo MEF sob 

deformação plana. 188 

Figura 157 – Zonas plásticas para o espécime SENT obtidas pelo MEF sob tensão 

plana. 189 

Figura 158 – Zonas plásticas para o espécime SENT obtidas pelo MEF sob 

deformação plana. 189 

Figura 159 – Zonas plásticas para o espécime SENB obtidas pelo MEF sob tensão 

plana. 190 

Figura 160 – Zonas plásticas para o espécime SENB obtidas pelo MEF sob 

deformação plana. 190 

Figura 161 – Subidivisão do intervalo de integração numérica. 193 

Figura 162 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas pela componente σyy 

obtidas numericamente e as zonas plásticas corrigidas pela componente σyy 

obtidas analiticamente para o caso sob tensão plana. 194 

Figura 163 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas pela componente 

σMises obtidas numericamente e as zonas plásticas corrigidas por σMises obtidas 

analiticamente para o caso sob tensão plana. 194 

Figura 164 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas pela componente σyy 
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obtidas numericamente e as zonas plásticas corrigidas pela componente σyy 

obtidas analiticamente para o caso em deformação plana. 195 

Figura 165 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas pela componente 

σMises obtidas numericamente e as zonas plásticas corrigidas por σMises obtidas 

analiticamente para o caso em deformação plana. 195 

Figura 166 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σMises obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso sob tensão plana com a/W = 

0,05. 196 

Figura 167 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σyy obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso sob tensão plana com a/W = 

0,05. 197 

Figura 168 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σMises obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso sob tensão plana com a/W = 0,1.

 197 

Figura 169 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σyy obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso sob tensão plana com a/W = 0,1.

 198 

Figura 170 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σMises obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso em tensão plana com a/W = 

0,18. 198 

Figura 171 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σyy obtidas 

numericamente e as analiticamente para o caso sob tensão plana com a/W = 

0,18. 199 

Figura 172 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σMises obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso em deformação plana com a/W = 

0,05. 199 

Figura 173 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σyy obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso em deformação plana com a/W = 

0,05. 200 

Figura 174 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σMises obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso em deformação plana com a/W = 

0,10. 200 

Figura 175 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σyy obtidas 
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numericamente e analiticamente para o caso em deformação plana com a/W = 

0,10. 201 

Figura 176 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σMises obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso em deformação plana com a/W = 

0,18. 201 

Figura 177 – Comparação entre as zonas plásticas corrigidas por σyy obtidas 

numericamente e analiticamente para o caso em deformação plana com a/W = 

0,18. 202 

Figura 178 – Efeito de σn/SY nas zonas plásticas corrigidas numericamente para 

a/W = 0,05 sob tensão plana para (a) ponta 1 considerando σMises; (b) ponta 2 

considerando σMises; (c) ponta 1 considerando σyy e (d) ponta 2 considerando 

σyy. 203 

Figura 179 – Efeito de σn/SY nas zonas plásticas corrigidas numericamente para 

a/W = 0,10 em tensão plana para (a) ponta 1 considerando σMises; (b) ponta 2 

considerando σMises; (c) ponta 1 considerando σyy e (d) ponta 2 considerando 

σyy. 204 

Figura 180 – Efeito de σn/SY nas zonas plásticas corrigidas numericamente para 

a/W = 0,40 em tensão plana para (a) ponta 1 considerando σMises; (b) ponta 2 

considerando σMises; (c) ponta 1 considerando σyy e (d) ponta 2 considerando 

σyy. 205 

Figura 181 – Efeito de σn/SY nas zonas plásticas corrigidas numericamente para 

a/W = 0,05 em deformação plana para (a) ponta 1 considerando σMises; (b) 

ponta 2 considerando σMises; (c) ponta 1 considerando σyy e (d) ponta 2 

considerando σyy. 206 

Figura 182 – Efeito de σn/SY nas zonas plásticas corrigidas numericamente para 

a/W = 0,10 em deformação plana para (a) ponta 1 considerando σMises; (b) 

ponta 2 considerando σMises; (c) ponta 1 considerando σyy e (d) ponta 2 

considerando σyy. 207 

Figura 183 – Efeito de σn/SY nas zonas plásticas corrigidas numericamente para 

a/W = 0,40 em deformação plana para (a) ponta 1 considerando σMises; (b) 

ponta 2 considerando σMises; (c) ponta 1 considerando σyy e (d) ponta 2 

considerando σyy. 208 
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Figura 184 – Modelo multilinear elástico utilizado pelo programa ANSYS 

(adaptada de ANSYS, 2001). 211 

Figura 185 – Modelo bilinear elástico utilizado. 211 

Figura 186 – Gráfico que indica a convergência da análise feita pelo ANSYS 

(2001) – adaptada de ANSYS (2001). 212 

Figura 187 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,2, com a/W = 0,10 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 214 

Figura 188 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,2, com a/W = 0,15 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 214 

Figura 189 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,4, com a/W = 0,10 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 215 

Figura 190 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,4, com a/W = 0,15 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 215 

Figura 191 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,5, com a/W = 0,10 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 216 

Figura 192 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,5, com a/W = 0,15 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 216 

Figura 193 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,6, com a/W = 0,10 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 217 

Figura 194 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,6, com a/W = 0,15 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 217 

Figura 195 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,7, com a/W = 0,10 e 
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com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 218 

Figura 196 – Estimativas numérica feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,7, com a/W = 0,15 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 218 

Figura 197 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,8, com a/W = 0,10 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 219 

Figura 198 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana, para σn/SY = 0,8, com a/W = 0,15 e 

com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 219 

Figura 199 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,2, com a/W = 

0,10 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 220 

Figura 200 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,2, com a/W = 

0,15 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 220 

Figura 201 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,4, com a/W = 

0,10 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 221 

Figura 202 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,4, com a/W = 

0,15 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 221 

Figura 203 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,5, com a/W = 

0,10 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 222 

Figura 204 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,5, com a/W = 

0,15 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 222 

Figura 205 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,6, com a/W = 

0,10 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 223 
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Figura 206 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,6, com a/W = 

0,15 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 223 

Figura 207 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,7, com a/W = 

0,10 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 224 

Figura 208 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,7, com a/W = 

0,15 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 224 

Figura 209 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,8, com a/W = 

0,10 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 225 

Figura 210 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana, para σn/SY = 0,8, com a/W = 

0,15 e com os valores do coeficiente de encruamento H adotados. 225 

Figura 211 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para 

σn/SY = 0,2 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 227 

Figura 212 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para 

σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 227 

Figura 213 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para 

σn/SY = 0,5 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 228 

Figura 214 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para 

σn/SY = 0,6 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 228 

Figura 215 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para 

σn/SY = 0,7 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 229 
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Figura 216 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para 

σn/SY = 0,8 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 229 

Figura 217 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação 

para σn/SY = 0,2 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 230 

Figura 218 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação 

para σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 230 

Figura 219 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação 

para σn/SY = 0,5 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 231 

Figura 220 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação 

para σn/SY = 0,6 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 231 

Figura 221 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação 

para σn/SY = 0,7 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 232 

Figura 222 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 99,9%E e H = 1%E e zonas 

plásticas MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação 

para σn/SY = 0,8 e com a/W = 0,10 e a/W = 0,15. 232 

Figura 223 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,2 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 234 

Figura 224 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,2 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 235 

Figura 225 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 
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MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,4 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 235 

Figura 226 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,4 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 236 

Figura 227 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,5 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 236 

Figura 228 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,5 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 237 

Figura 229 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,6 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 237 

Figura 230 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,6 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 238 

Figura 231 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,7 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 238 

Figura 232 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,7 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 239 
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Figura 233 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,8 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 239 

Figura 234 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de tensão plana com σn/SY = 0,8 para os sete valores de 

H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2.

 240 

Figura 235 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,2 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 240 

Figura 236 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,2 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 241 

Figura 237 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,4 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 241 

Figura 238 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,4 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 242 

Figura 239 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,5 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 242 

Figura 240 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,5 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para 
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(b) ponta 2. 243 

Figura 241 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,6 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 243 

Figura 242 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,6 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 244 

Figura 243 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,7 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 244 

Figura 244 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,7 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 245 

Figura 245 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,8 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,05 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 245 

Figura 246 – Estimativas numéricas feitas pelo programa ANSYS (2001) das 

MEFEP
Mpz

−  para o caso de deformação plana com σn/SY = 0,8 para os sete 

valores de H adotados e com a relação de a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para 

(b) ponta 2. 246 

Figura 247 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para σn/SY = 0,2 e 

com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2. 248 

Figura 248 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para σn/SY = 0,4 e 

com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2. 248 
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Figura 249 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para σn/SY = 0,5 e 

com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2. 249 

Figura 250 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para σn/SY = 0,6 e 

com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2. 249 

Figura 251 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para σn/SY = 0,7 e 

com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2. 250 

Figura 252 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de tensão para σn/SY = 0,8 e 

com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 2. 250 

Figura 253 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação para 

σn/SY = 0,2 e com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 

2. 251 

Figura 254 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação para 

σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 

2. 251 

Figura 255 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação para 

σn/SY = 0,5 e com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 

2. 252 

Figura 256 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação para 

σn/SY = 0,6 e com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 

2. 252 

Figura 257 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação para 
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σn/SY = 0,7 e com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 

2. 253 

Figura 258 – Zonas plásticas elastoplásticas para H = 1%E e zonas plásticas 

MHECLE
Mpz

−  e eqMHECLE
Mpz

+−  sob um estado plano de deformação para 

σn/SY = 0,8 e com a/W = 0,05 e a/W = 0,40 para (a) ponta 1 e para (b) ponta 

2. 253 

Figura A.1 – Divisão do modelo completo do espécime CCT em subdomínios com 

diferentes graus de refinamento da malha. 273 

Figura A.2 – Resposta nodal da tensão equivalente de Mises com a tensão máxima 

limitada a tensão de escoamento em que se visualiza a zona plástica na ponta 

da trinca para o modelo do espécime CCT sob tensão plana. 273 

Figura A.3 – Uso do programa DEMO-IMO após se delimitar a fronteira de um 

subdomínio adjacente à ponta da trinca em que se conhece previamente as 

suas dimensões. 274 

Figura A.4 – Obtenção da zona plástica a partir do uso do programa DEMO-IMO.

 275 

Figura A.5 – Obtenção da zona plástica a partir do uso do programa DEMO-IMO.

 276 

Figura A.6 – Detalhe de três dos cinco níveis de refinamento utilizados nas malhas 

de elementos finitos para o estado de tensão plana, com σn/SY = 0,4 e para 

a/W = 0,10, em que (a) mostra o menor nível de refinamento usado, (b) 

mostra um nível de refinamento intermediário e (c) mostra o maior nível de 

refinamento usado na estimativa das zonas plásticas. 277 

Figura A.7 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo MEF 

sob estado de tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para o exemplo 

do espécime CCT para o primeiro nível de refinamento da malha de 

elementos finitos. 278 

Figura A.8 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo MEF 

sob estado de tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para o exemplo 

do espécime CCT para o segundo nível de refinamento da malha de 

elementos finitos. 278 

Figura A.9 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo MEF 

sob estado de tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para o exemplo 
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do espécime CCT para o terceiro nível de refinamento da malha de elementos 

finitos. 279 

Figura A.10 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo 

MEF para um estado de tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para 

o exemplo do espécime CCT para o quarto nível de refinamento da malha de 

elementos finitos. 280 

Figura A.11 – Zonas plásticas lineares elásticas estimadas pelo MHEC e pelo 

MEF sob estado de tensão plana com σn/SY = 0,4 e com a/W = 0,10 para o 

exemplo do espécime CCT para o quinto nível de refinamento da malha de 

elementos finitos. 280 
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geometria e da carga dos espécimes CCT, SENT e SENB de tal maneira que 

se mantenha fixo os valores de KI e de σn/SY. 283 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CB



 

Lista de tabelas 

Tabela 1 – Valores de ( )RaF  dependentes da relação a/R (Tada et al, 1985). 78 

Tabela 2 – Valores de γ  dependentes da relação a/W e H/W (Fett, 1998). 87 

Tabela 3 – Valores de ( )WaF  dependentes da relação a/W (Tada et al, 1985). 87 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710941/CB



 

Lista de símbolos 

K                                                                              Fator de Intensidade de Tensão. 

ASTM                                                 American Society for Testing and Materials. 

KI                                  Fator de Intensidade de Tensão em modo I de trincamento. 

KII                                Fator de Intensidade de Tensão em modo II de trincamento. 

KIII                              Fator de Intensidade de Tensão em modo III de trincamento. 

σxx, σyy, σzz, e σxy      Componentes de tensão escritas em coordenadas Cartesianas. 

x e y                                                                   Sistema Cartesiano de coordenadas. 

r e θ                                                                           Sistema Polar de coordenadas. 

nσ                                                                                                    Tensão nominal. 

a                                               Comprimento ou metade do comprimento de trinca. 

KIC                                               Medida de tenacidade para peças que estejam sob  

                                                                                      estado plano de deformação. 

SY                                                                        Tensão de escoamento do material. 

σn/SY                               Relação entre a tensão nominal e a tensão de escoamento. 

T                                                                                                              Tenacidade. 

MF                                                                                            Mecânica da Fratura. 

MFLE                                                              Mecânica da Fratura Linear Elástica. 

MFEP                                                                Mecânica da Fratura Elastoplástica. 

JIC                                            Medida de tenacidade sob deformação plana em que  

                                                                                                       não vale a MFLE. 

KJIC                        Medida de tenacidade sob deformação plana obtida a partir de  

                                                                                                             valores por JIC 

E1                 Módulo de elasticidade longitudinal que depende do estado de tensão 

                                        estudado, podendo ser de tensão ou de deformação plana. 

E                                                                       Módulo de elasticidade longitudinal. 

ν                                                                         Coeficiente de Poisson do material. 

CT ou CS                                                                                   Compact Specimen. 

DC(T)                                                                  Disk-Shaped Compact Specimens. 

SENB                                                                             Single Edge Notched Bend. 

SENB                                                                             Single Edge Notched Bend. 
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CCT                                                                                    Center Cracked Tension. 

t                                                                                                     Espessura da peça. 

KC(t)                      Valor empírico da tenacidade que é expresso como função de t. 

tmin                            Valor de t mínimo onde KC(t) se torna constante e igual a KIC. 

Ct                                                                      Comprimento característico da peça. 

pz(θ)           Zonas plásticas estimadas por um determinado critério de escoamento. 

pz(θ)M                   Zonas plásticas estimadas pelo critério de escoamento de Mises. 

EPE                                                         Estado de escoamento em pequena escala. 

EGE                                                           Estado de escoamento em grande escala. 

σMises                                                                            Tensão equivalente de Mises. 

( )K

plMθpz σ−,
                   Zonas plásticas estimadas para um estado plano de tensão 

     e obtidas pelo campo de tensões originado a partir de KI em que se usa a tensão 

                                                  equivalente de Mises como critério de escoamento. 

( )K

plMθpz ε−,
           Zonas plásticas estimadas para um estado plano de deformação 

     e obtidas pelo campo de tensões originado a partir de KI em que se usa a tensão  

                                                  equivalente de Mises como critério de escoamento. 

pz0                                                   Zona plástica de referência obtida para θ  = 0 o . 

Kt                                                                          Fator de Concentração de Tensão. 

J                                                                                                                  Integral J. 

T-stress                   Termo constante de ordem zero gerado pela série de Williams. 

ρ                                                                                           Raio de ponta da trinca. 

Ti                                                                                                                    Titânio. 

Al                                                                                                               Alumínio. 

δW                                                                                        Incremento de trabalho. 

K∆                                                                                                      Variação de K. 

δED                                                                    Variação da energia de deformação. 

δA                                                                                Incremento de área de trinca. 

EP                                                                                                 Energia Pontencial. 

G                                                                                       Taxa de alívio de energia. 

Z                                                                           Função de tensão de Westergaard. 

z e z                                                                  Número complexo e seu conjugado. 
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Z ′                                                       Derivada da função de tensão de Westergaard 

                                                                        em relação ao número complexo ( )z . 

0σ                                  Tensão correspondente à deformação máxima do material. 

CTOD                                                                       Crack Tip Open Displacement. 

czp                              Zonas plástica crítica que segundo a ASTM valida a MFLE. 

MEF                                                                          Método dos Elementos Finitos. 

MEC                                                                Método dos Elementos de Contorno. 

MHEC                                                Método Híbrido dos Elementos de Contorno. 

ijσ                         Componentes do campo de tensões escritas em notação indicial. 

ijε                 Componentes do campo de deformações escritas em notação indicial. 

α  e m                                 Parâmetros do modelo de encruamento rExpeqHardWtg

Mpz ,σ−+ . 

( )θijf                                    Função da coordenada θ  para cada campo de tensões. 

k                                 Parâmetro que define a intensidade biaxial do carregamento. 

Φ                                                                                                    Função de tensão. 

en                                                                   Expoente de encruamento do material. 

eα                                                              Coeficiente de encruamento do material. 
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