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12 Apéndice A

Este apéndice descreve o conceito de processos estocasticos e descreve 0s

processos estocasticos mais usados para modelar os pregos das commodities.

12.1.Processos Estocasticos

Uma variavel cujo valor muda de forma aleatoria com o tempo segue um
processo estocastico. Estes processos podem ser classificados como a tempo
discreto ou a tempo continuo. Em um processo estocastico a tempo discreto o
valor da variavel muda apenas em determinados pontos fixos no tempo, enquanto,
num processo estocastico a tempo continuo as mudancas podem ocorrer em
qualquer tempo.

Existem varios processos estocasticos usados para modelar os precos das

commodities; a seguir serdo descritos 0s processos estocasticos mais usados.

12.2.Processo de Markov

O processo de Markov é um tipo especifico de processo estocastico onde
apenas o valor corrente de uma varidvel é relevante para se prever o futuro. O
historico de uma varidvel e a maneira como o presente emergiu do passado Sao
irrelevantes, ou seja, o valor atual da varidvel encerra todas as informaces

contidas em seu historico de valores passados (Dixit & Pindyck, 1994).

12.3.Processo de Wiener

O processo de Wiener é um tipo particular do processo estocastico de
Markov que tem sido utilizado pela fisica para descrever o0 movimento de uma
particula sujeita a uma grande quantidade de pequenos choques moleculares, as
vezes denominado de Movimento Braoniano.

O comportamento de uma variavel z, que acompanha o processo de
Wiener, pode ser compreendido pelas mudangas em seu valor em pequenos
intervalos de tempo. Considerando um intervalo de tempo infinitesimal, de
extensdo dt, e definindo dz como a mudanca em z durante dt, para que z siga um

processo de Wiener, dz deve cumprir as seguintes propriedades béasicas:
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e dz relaciona-se a dt na equacao
dz=¢dt (22)
onde £ € uma varidvel aleatoria de uma distribuicdo normal com média
zero e desvio padréo 1.
e Os valores de dz, para quaisquer dois pequenos intervalos de
tempo dt distintos, séo independentes.
Logo, a partir da primeira propriedade, dz possui distribuicdo normal,
com:
E[dz] =0 (23)
Var [dz] =dt (24)

A segunda propriedade indica que z segue o processo de Markov.

12.4.Processo Generalizado de Wiener

O processo Generalizado de Wiener para uma variavel x pode ser definido

em termos de dz da seguinte forma:

dx = adt + bdz (25)

onde a e b sdo constantes.

O termo adt na equagéo (25) indica que x possui taxa de desvio esperado
de a por unidade de tempo. O termo bdz é o que agrega ruido ou variabilidade a
trajetéria seguida por X, onde a medida desse ruido é b vezes o processo de
Wiener.

Substituindo a equacédo (22) na equacdo (25) obtém-se:
dx = adt + be ﬁ (26)

onde € é uma variavel aleatdria de uma distribui¢cdo normal (0, 1). Assim,

dx possui distribuicdo normal com:
E[dx]= adt (27)
Var[dx] = b® dt (28)
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12.5.Processo de It

Este processo estocastico € semelhante ao Processo Generalizado de
Wiener, sendo que neste caso 0s parametros a e b sdo fungdes do valor da variavel

objeto, X, e do tempo, t. Algebricamente, o processo de Itd pode ser escrito como:

dx = a(x, t)dt + b(x, t)dz (29)

onde os parametros a e b sdo conhecidos como taxas de crescimento
esperado instantdneo e taxa de variancia instantanea, respectivamente, deste
processo.

Observa-se que em qualquer intervalo de tempo, a variacdo de x é
normalmente distribuida (Dixit & Pindyck, 1994; Hull, 1999).

12.6.Lema de Itd

Segundo Hull (1999), o preco de uma opg¢do é funcdo do preco da acao
objeto e do tempo. Genericamente, pode-se dizer que o preco de qualquer
derivativo é uma funcdo de suas varidveis estocasticas e do tempo. Portanto, no
estudo de derivativos, é essencial compreender um pouco do comportamento das
funcBes de variaveis estocésticas. Um resultado importante nessa &rea é conhecido
como o lema de It0.

Supondo que o valor de uma variavel x siga o processo de 1td dado pela
equacdo (29), e considerando a existéncia de um derivativo G em funcdo de x e t,
ou seja,

G="f(x1) (30)

O lema de It define o processo seguido por G como:

2 (31)
dG = §+§a? dt+@bdz
ox ot ox OX
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12.7.Movimento Geomeétrico Browniano

O Movimento Geométrico Browniano (MGB) (Dixit & Pindyck, 1994;
Hull, 1999; Dias, 2011; Dias, 1996) € um importante caso especial do processo de
It6, descrito na equacdo (29). Este processo estocastico € 0 mais usado em
financas para representar o preco de acfes, mas para commodities ndo é téo
eficiente.

Fazendo na equacdo (29) a(x, t) = ax e b(x,t) = ox, onde x representa o

preco, o € ¢ sdo constantes, obtém-Se:

dx = axdt + oxdz (32)
dx_ axdt + oxdz (33)
X

Como foi visto nas equagdes (23) e (24), o percentual de variacdo de X,
Ax/x, € normalmente distribuidos.
Utilizando o Lema de It6, equacdo (29), para derivar o processo seguido

pelo In x, define-se G = In x . Logo:

G _1 &G_1 &G (34)
ox x oxr ox2 ot

Considerando os valores para a e b usados na equacéo (32), a equacao (31)

se transforma na equacéo (30):

35
dG:(a—%azjdtmdz (35)

Visto que o ¢ 6 e sdo constantes, a equacao (35) indica que G segue um
processo generalizado de Wiener, que possui taxa de desvio constante de o = 612
e taxa de varidncia constante c°. Assim, em um intervalo finito de tempo At, a

variacdo no logaritmo de X, In(xt) - In (xt-1) , € normalmente distribuido com:

E:[In Xt }:(a—iazJAt (36)
X(t-1) 2
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xt 2 ) (37)
Var = {In x(t—l)} = (r At

Em seguida, discretiza-se a equacdo (36), considerando-se a variacdo no

logaritmo de x e notando que dz corresponde ao incremento de Wiener:

(38)

In( Xt j: (a—lolet +oev At
x(t-1) 2

Rearrumando a equacdo (38), chega-se a expressdo recursiva do

Movimento Geométrico Browniano para simular o pre¢o futuro de uma acéo:

39
Xt = x(t—1)*exp[a—%aszt+ag\/Kt , €~N(0,1) (39)

Este modelo é bastante usado e corresponde a uma extensdo do modelo
apresentado por Dixit (Dixit & Pindyck, 1994; site marco; Dias, 2003).

12.8. Processo de Reversao a Média

Do ponto de vista econdmico, este processo estocastico € o mais adequado
para precos de commodities, especialmente sob a O6tica de longo prazo
(Dias,1996), embora seja mais complexo matematicamente do que o classico
Movimento Geométrico Browniano. Neste processo a tendéncia € o preco reverter
em direcdo a meédia de longo prazo (Dixit, Pindyck, 1994), entendida como o
custo marginal médio da commodity, incluida a remuneracdo ao capital de risco.

Segundo este processo, se 0 preco de uma commodity estiver muito abaixo
da média de longo prazo, vérias firmas deixardo de produzi-la, fazendo com que
seu preco suba devido a queda da oferta global do produto. Este mesmo raciocinio
é valido em sentido oposto, isto €, se 0s precos estiverem muito acima da média
de longo prazo, a tendéncia sera de queda nos precos causada pela concorréncia

com a entrada de novos produtores ou pela entrada de produtos substitutos.
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Assim, em uma economia competitiva, ndo ha espaco nem para ganhos
elevadissimos durante muito tempo, e nem para perdas substanciais por um
periodo muito longo, devido as préprias forcas do mercado.

Segundo Pindyck e Rubinfeld (Pindyck & Rubinfeld,1991) o processo de
reversdo a média é tipicamente lento, sendo dificil a sua identificacdo em series
temporais de curta duragéo.

O modelo mais simples de reversdo & média € o modelo aritmético de
Ornstein-Uhlenbeck. Este modelo atribui probabilidades positivas para valores
negativos da variavel estocastica. Sua equacdo difere do movimento aritmético

browniano apenas no termo da tendéncia, conforme pode ser verificado em:

dx =n (xbarra —x)dt +odz (40)

onde n ¢ a velocidade de reversdao a média, x € o preco de longo prazo, x é
o prego atual, dt é o incremento no tempo, ¢ ¢ a volatilidade do preco do ativo e
dz é o incremento de Wiener.

Outro modelo muito conhecido é apresentado por Dixit e Pindyck (Dixit &
Pindyck, 1994) ou modelo geométrico de Ornstein-Uhlenbeck. Segundo, além de
possuir uma logica intuitiva adequada, este modelo é rigoroso em nao atribuir
probabilidades positivas para pre¢os negativos.

A equacdo estocastica do modelo geométrico de Ornstein-Uhlenbeck é

dada pela equacéo (40):

dx =n (xbarra —x)xdt +oxdz (41)

Segundo Dixit (Dixit, 1989), o modelo de reversdo a média aumenta a
histerese, isto €, aumenta o intervalo entre os precos de entrada e saida de uma
indUstria onde o gerente tende a adiar o investimento. Se 0s precgos estdo altos, e
conseqlientemente acima da média de longo prazo, a reversdo indica uma maior
tendéncia de queda dos precos, fazendo com que a firma se torne ainda mais
relutante em investir. Por outro lado, se 0s pregos estiverem abaixo da média, as
firmas ficardo ainda mais relutantes em exercer a op¢do de abandono, ja que a

probabilidade de recuperacéo dos pregos é maior.
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Portanto, os efeitos da incerteza e da tendéncia na regra de deciséo,
causados pela adogdo do modelo de reversdo a média, podem ser opostos, se a
média de longo prazo trabalhar com uma tendéncia contraria ao exercicio da

op¢ao e nao for alta o suficiente para deixar a op¢ao “in the money”.

12.9. Modelo de Reversao a Média de Schwartz

O modelo de Schwartz (Schwartz, 1997) € um dos mais famosos modelos
de reversdo a média. Schwartz apresentou trés modelos para precos de
commodities. No primeiro, 0 modelo de um fator, considera que o logaritmo do
preco spot segue um processo de reversao a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck. O
segundo modelo inclui outro fator estocastico, o qual também segue um processo
de reversdao a média e é positivamente correlacionado com o precgo spot. O modelo
de trés fatores € uma extensao do segundo, incluindo a taxa de juros estocastica.

Segundo Schwartz, os trés modelos sdo bastante trataveis, ja que eles
contam com formas fechadas de solucdo para pregos futuros e relagdes lineares
entre o logaritmo dos precos futuros e os fatores em questéo.

Neste trabalho é considerado o modelo de um fator, em que o preco da

commaodity segue 0 seguinte processo estocastico:

dx = n(In(xbarra)-In(x))xdt +oxdz (42)

onde x ¢ a média de longo prazo, n ¢ a velocidade de reversao a média, dt
¢ incremento no tempo, ¢ ¢ a volatilidade do prego do ativo e dz ¢ o incremento
de Wiener.

Segundo Dias (Dias, 2001), este modelo ndo € muito intuitivo, pois se
presume que investidores ndo possuem muita sensibilidade a valores expressos em
logaritmos.

Por outro lado, ele facilita a estimativa de parametros, uma vez que
considera 0 seguinte processo estocastico para a variavel x:

Xx=InP (43)

onde P é o prego.
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Aplicando o teorema de Itd é possivel derivar o processo seguido por X.
Assim, das equacdes (42) e (43), obtém-se:

z (44)
dx ﬂa+%+a—)2(b2 dt+%bdz
oP ot oOP oP

1

dx = 177(InPbarra—InP)P+l[—2)GZP2 dt+£osz
P 2\p P

dx = [n(ln Pbarra—InP) —%az}dt +odz

dx = n[(ln Pbarra—InP) —Ziaz}dt +odz
n

dx = 7 fbarra— x dt + odz

Onde,
xbarra=In Pbarra—zia2 (45)
n

Da equacdo acima se percebe que a variacdo esperada de x depende da
diferenca entre x e x . Segundo Schwartz, a variavel x tem distribuicdo normal

com:

E[xt] = xbarra+ (x0— xbarra)e """ (46)
var=[ 2" L—e 270) )
2n

Observa-se na equacdo (47) que existe um termo no qual a variancia decai
com o tempo. Para um horizonte de longo prazo, a variancia do processo tende a
zero.

Logo, neste processo de reversdo a média a variancia ndo cresce
indefinidamente como acontece com a variancia do movimento geométrico
browniano.

Em um formato neutro ao risco'* o processo P(t) é simulado usando para

tempo discreto:

14 . . . . .
O formato neutro ao risco permite o uso da taxa de interesse livre de risco como uma adequada
taxa de desconto. O processo € neutralizado ao risco mudando a tendéncia. Neste formato, a
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E[xt] = xbarra+ (x0— xbarra)e """ (48)
2 (49)
Var = (G—j(l— g 27010y
2n
P(t) = explIn Pt —1) g + [In(Pbarra) A Ir}(1— e ™)+ o /MN 01)
2n 7 2n
(50)

onde p ¢ a taxa de desconto ajustada ao risco, 1| € a velocidade de reversao

a média e r é a taxa livre de risco.

12.10.Modelo de Reversédo a Média de Dias

O modelo de reversdo a média proposto por Dias (Dias, 2001) é uma
variagdo do modelo de um fator descrito por Schwartz. Este modelo fornece uma
interpretacdo mais direta do nivel do preco de equilibrio de longo prazo.
Considera inicialmente o processo aritmético de Ornstein-Uhlembeck, adotado
por Schwartz para a variavel estocastica x (1):

(51)
dx =n(xbarra-x)dt+cdz

onde a variavel x é normalmente distribuida com média e variancia iguais:

E[x(t)] = x0(e ") + xabarral—e ") (52)

Var = (G_Zj(l— e 10 &)
21

Porém, neste modelo é considerado que x =In P, onde P € o preco de
equilibrio de longo prazo. A ideia é definir o preco do ativo como uma

distribuicdo log-normal com média igual a:

E[Pt]=eF") (54)

tendéncia a do processo é substituido por r - €, onde £ é o dividendo. Para o caso da reversao a
media, o dividendo ndo é ¢ = y — a = a-n(xbarra —x) constante, sendo uma fungdo de x: é {=p—a
= a-n(xbarra —x). Observe que, na equacao (35), a neutralizagdo ao risco pode ser interpretada
como a subtracdo do nivel de equilibrio (média de longo prazo) x do risk-premium normalizado ((u

= /).
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Segundo Dias, o processo P(t)=e*® e ndo funciona porque a exponencial
da distribuicdo Normal adiciona metade da variancia na distribui¢cdo log-normal.
Assim, com o intuito de anular este acréscimo, metade da variancia é
compensada relacionando x e P conforme a equacdo (55).
P(t) = exp{x(t)- 0.5Var[x()]} (55)

Em um formato neutro ao risco o processo x(t) € simulado usando na

equacao (54) para tempo discreto:

X(t) = X(t) exp(~77At) + [In(Pbarra) ; ﬂ}a— exp(—nAt) + & \/(l_eszN 0)
n n

(56)
onde p ¢ a taxa de desconto ajustada ao risco, 1 ¢ a velocidade de reversdo

a média e r é a taxa livre de risco.
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13 Apéndice B

Este apéndice descreve o teste de Kolmogorov-Smirnov

O teste de Kolmogorov-Smirnov (Malkovich, 1982) mede o grau de
concordéncia entre a distribuicdo de um conjunto de valores observados (amostra)
e uma determinada distribuicdo tedrica. O teste indica se os valores da amostra
podem ser considerados como provenientes de uma populacdo com uma
determinada distribuig&o.

A estatistica compara a distribuicdo acumulada de freqliéncias observadas
com a respectiva distribuicdo tedrica e determina o ponto em que essas duas
distribuicbes acusam a maior divergéncia. A distribuicdo amostral indica se essa
diferenca maxima pode ser atribuida ao acaso.

A hip6tese HO (nula) é aquela na qual os vetores tem a mesma distribuicéo
A hipotese alternativa e aquela em que a distribuicdo ndo é a mesma. O resultado
H igual a 1 € obtido se o teste rejeita a hipotese nula com x% de nivel de
significancia, 0 em caso contrario. A hip6tese HO (nula) é que os dados seguem a
distribuicdo especificada. A estatistica do teste € definida como:

(48)
h=max

I<i<n

F(yi) —ﬁ‘

Onde:

h: € o maior valor calculado e é chamado de desvio maximo.

F: é a distribuicdo acumulada teorica da distribui¢do que esta sendo testada
e deve ser uma distribuig&o continua (neste caso, a distribuicdo Normal).
F(yi) : distribuigdo acumulada das escolhas segundo HO . Isto é, para Y =
yi, o valor de F (Yi) € a proporcéo de casos esperados com escores iguais
ou menoresdoqueiy.

i/n: corresponde a freqliéncia acumulada de uma amostra aleatdria de n
observacdes, quando Y é qualquer escore possivel e i € o nimero de

observacdes ndo superiores a Y.
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