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Theodore Roosevelt


http://pensador.uol.com.br/autor/theodore_roosevelt/

\‘ Projeto de Graduagao
) DEE s

Resumo

Realizou-se esse trabalho com o objetivo de apresentar, estudar e modelar a Teoria das Ruinas
aplicadas na area de seguros. Buscou-se capturar as caracteristicas e peculiaridades das distribuigbes
das variaveis envolvidas modelo principal através de estimagdes no software @Risk. Além disso, as
deducbes de alguns resultados foram realizadas através do software Maple. Em seqliéncia, unir-se-a os
métodos de estimagdo de paréametros aplicados aos dados referentes aos seguros de veiculos o que
foram descritos pela teoria com o que tera sido observado através dos resultados praticos obtidos.

Palavras-chave: Seguro; Teoria das Ruinas; Soma Aleatdria; Momentos; Distribuicoes de
Probabilidade.
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Random sums in ruin models

Abstract

This work was written in order to present, study and model the Ruin theory applied in insurance. The
characteristics and peculiarities of the distributions of the variables involved in the main model were
estimatimated in @ Risk software. Moreover, the results of some deductions were performed using the
software Maple. Subsequently, using parameter estimation methods applied to vehicle insurance data
will join what has been described by the theory with what has been observed through the practical
results obtained.

Keywords: Insurance; Ruin theory; Moments; Random sums; Probability distributions.



\‘ Projeto de Graduagao

DEPARTAMENTO
[I [[ DE ENGENHARIA
ELETRICA

Sumario
B o (oY 11 o= o 1S 1
F= TR N 1= o =T [ TV LU o 1
o O I =Yo g =Y I I 2 WY1 o - PP 4
C. RISCO € INCEIMEZA .iiiiiiiiiiii e 5
B2 |11 o Ya [o] [o T 1 - T PP 6
3. CONCEILOS REIEVANEES ...ttt et e e et e e e 7
a. Teoria da probabilidade € varidvia aleatorias ......ovuiiriiiiiiir i e 7
D. PrOCESS0S EStOCASIICOS. 1 uutuitiuitiit ittt ettt e e et e et e e e e e e e e e 8
o] 0 = TR 11T 1o = = PP 9
a. Soma de varidveia aleatorias iNdePENAENEES .. ....iiriiiiiit i e eas 9
b. Momentos de Uma SOM@ @lEAtONIA ....uir it et e et e et e e e e 10
5. MOdel0S ClASSICOS A8 RUIN@ ..t uiuiiitiiiiiet ettt e e e e e et e e e et e e e e e e e e ans 15
= T O o] g o Tl === e [ o =] ol 1 PP 15
b. Modelo de risco coletivo e o modelo de risco individual ..........cccoviiiiiiiiiiiiii 16
T Yo | = T 1T 17
a. Estimagdes para Seguros de VEICUIOS ....uiieiriiiiiiiiiireie et e e e e e an e eaanns 17
b. Construgdo da distribuicdo da soma aleatoria .....cvuiuiiiiiiii i 22
2 © o T LU =3 o PP 25
£ T = 11 0] [ oo [ =1 - P 26
LS TR Yo Y= 1o [ T <P 27
= T\ = oo [0 e o IS a a ToT 0 1=T oY {01 PRSP PPTRRPPN 27

b. Método da VeroSSIMIINANGA ....viuii it aas 27



\‘ Projeto de Graduagao

DEPARTAMENTO
[I [[ DE ENGENHARIA
ELETRICA

Sumario de tabelas

e Figura 1- Relacdo da ruina ao 1ongo do tEMPO  c.iviriiiiiiiii e r e e e eeens 4
e Figura 2- Assimetria positiva (A), nula (B) e negativa (C)....cocvviiiiiiiiiiiiii e 13
e Figura 3- Classificagdes da curtose: leptocurtica (a), mesocurtica (b) e platicurtica (c)............. 14
e Figura 4- Indenizagdes pagas pela seguradora N0 tEMPO.....viuiiiiiiiiiiiiii e 15
e Figura 5- Distribuicdo Poisson para a variavel N .......ciiiiiiiiniiiin e 19
e Figura 6- Distribuicdo binomial negativa para a varidvel N.......cooiiviiiiiiniiiiin e 19
e Figura 7- Distribuicdo lognormal para a variavel X.....cviiiiiiiiiiiiin i 20
e Figura 8- Distribuicdo Pareto para a varidVel X....oiiiviiiiiiiiiii s 21
e Figura 9-Distribuicdo gama para @ VariaVel X ... v veiiiri i 22
e Figura 10- Distribuicdo gama para soma aleatdria .....c.coioiiviiiiiiiiiii 24
e Tabela 1 - Relagdo entre as taxas do PIB e 0S prémios de SEQUIOS .....cuiuirierienisienreninnenesnenrenees 2
e Tabela 2- Proporgdo dos prémios em relagd0 @0 PIB ........vcviiiiiiniiniiiiniiniiie e ee e e eaneneen 2
e Tabela 3 - Detalhamento dos PrémMios A& SEGUIO ....iviiiiiiitiiiiiii e e 3
e Tabela 4- Distribuicdo de prémios de seguros nos estados brasileiros. Fonte: SUSEP. ............ 3

e Tabela 5 - Base de dados. FONEE: SUSE P ..i.iiiiiiiiiiiiiiii it i i i e rsiase s siara e ranasesssanarerns 17



\‘ Projeto de Graduagéo
) DEE g

1. Introducao

Os seguros sdo instrumentos de protecdo e reparacdo indispensaveis para o homem moderno, uma vez
que este vive em busca de seguranca e estabilidade. A implantagdo do seguro na sociedade esta
relacionada com o mutualismo (interacdo que traz beneficio para ambas as partes envolvidas) e
previdéncia (capacidade de manter reserva).

O mercado brasileiro de seguros movimentou mais de R$ 107 bilhGes em 2009, numero que
corresponde a 3,1% do nosso Produto Interno Bruto (PIB). Cerca de 50% deste total retornou a
sociedade em indenizagdes de seguros gerais, posicionando o Brasil na 172 posicdo mundial deste
segmento. Esses numeros sdo reflexos da retomada da economia mundial, mas também mostram
claramente que a sociedade brasileira esta cada vez mais consciente do papel positivo dos seguros.

O estudo da Ciéncia Atuarial aplicada a area de seguros tem conquistado um consideravel espaco
devido a uma crescente demanda mundial. Tendo isto em vista, este trabalho visa abordar diferentes
estimagOes de distribuicdes probabilisticas que modelem de forma mais realistica as variaveis aleatdrias
envolvidas no processo que define o valor das indenizagdes pagas por uma seguradora, bem como suas
freqliéncias. A partir das conclusGes obtidas com estas estimacoes, serda possivel a construgdo de um
modelo que define o dispéndio total de uma seguradora. A ruina de uma seguradora, por definigdo,
ocorrerd quando esse gasto for maior que seu montante inicial somado aos recebimentos mensais
provenientes dos segurados.

a. A historia do seguro

A busca pela estabilidade sempre esteve presente na vida do homem. Desde os primérdios o homem
enfrenta provagGes através das mais diferentes situacdes que englobam desde variagdes climaticas a
prejuizos financeiros. Os homens uniam-se em grupos através de associagdes que tinham como
objetivo ressarcir membros que fossem atingidos por situagdes adversas. Com o passar do tempo, a
cobertura do risco foi fortalecida, especialmente durante o mercantilismo, uma vez que se
desenvolveram os chamados contratos de dinheiro e risco maritimo, dando inicio a gestdo de risco. A
proliferacdo das seguradoras ocorreu de forma mais intensa com a revolugdo industrial, uma vez que
0s avancos tecnoldgicos e as mudancas na vida cotidiana trouxeram riscos com possibilidade de perdas
severas.

Objetivando o aumento da seguranca e o controle do risco ao qual se é exposto, surge o seguro. Este
pode ser apresentado como um contrato entre duas ou mais partes, onde uma, chamada segurador,
assume um compromisso com o segurado, mediante o pagamento de um prémio, pagando-lhe
determinada quantia no caso de ocorréncia do evento segurado.

O setor de seguros no Brasil passou por mudancas significativas desde a implementagdo do Real em
1994. A tabela a seguir apresenta a taxa de crescimento anual do PIB e a taxa de crescimento dos
prémios de seguros dos periodos indicados:
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i Taxa de Prémios de Seguro
Periodo Crescimento

do PIB (%) Nominal (%) Real (%)

1996 2,2 17,4 7.1
1997 3,4 21,2 15,2
1998 0,0 5,5 3,7
1999 0,3 4,6 (4,0)
2000 4,3 13,3 6,9
2001 1,3 10,2 2,4
2002 2,7 8,9 (3,2)
2003 1,1 9,7 0,4
2004 5,7 14,1 6,0
2005 2,9 13,7 7,6
2006 3,7 11,9 8,5
2007 5,4 12,1 7,6
2008 5,1 15,1 9,2

Tabela 1 - Relagdo entre as taxas do PIB e os prémios de seguros
Fonte: SUSESP, FENASEG e IBGE.

Atualmente, grandes valores sdo segurados pelas seguradas no Brasil. Tomando-se como base o setor
de seguros de paises desenvolvidos, acredita-se que o mercado nacional ainda ndo atingiu seu pleno
potencial, como pode ser observado no grafico a seguir:

Penetracdio de seguros
prémios como % do PIB, 2009

rowvan (N :6.5% 1
Holanda — 13,6% #2
Reino Unido — 12,9% #3
Africa do Sul _ 12,9% #4
Heng Kang _ 11,0% #5
EUA _ 8,0% #16
incia (D 5.2% 31
Chile - 3,9% #40
China - 3,4% =44
erasil ([ 3.1% #47
Argentina - 2,6% #52
Rilssia - 2,5% #54
Mexico ([ 2,0% #61

Fanta: Sgma n® 42010

Tabela 2- Proporgdo dos prémios em relagdo ao PIB
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A receita de seguros no Brasil é proveniente basicamente da venda de apdlices de seguros de
automoéveis, salde e vida. A tabela a seguir detalha os prémios de seguros nos periodos indicados:

Exercicio Findo em 31 de dezembro

Principais Segmentos 2007 Part. de 2008 Part. de 2009 Part. de

Mercado Mercado Mercado
Automoveis 13.535,12 27,7% 15.309,85 26,7% 17.293,50 28,5%
Outros ramos elementares 14.264,15 29,2% 17.028,67 29,7% 15.580,44 25,7%
Salde 10.530,36 21,5% 12.792,88 22,3% 14.034,16 23,1%
Vida 10.586,45 21,6% 12.134,64 21,2% 13.810,86 22,7%
Total 48.916,09 100,0% 57.266,03 100,0% 60.718,97 100,00%

Tabela 3 - Detalhamento dos prémios de seguro
Fonte: SUSEP e ANS.

De acordo com a SUSEP, que é o drgdo responsavel pelo controle e fiscalizagdo do mercado de
seguros, previdéncia privada aberta e capitalizagdo, em 2009, a maior parcela de prémios de seguros
no Brasil (aproximadamente 65,9%) foi gerada na Regido Sudeste, onde esta concentrado o maior PIB
do pais. Além disso, em 2009 o Estado de S3o Paulo foi responsavel por 47,1% do volume total de
prémios de seguros, seguido pelos Estados do Rio de Janeiro (10,4%), Minas Gerais (7,3%) e Rio
Grande do Sul (7,1%). A tabela a seguir demonstra a distribuicdo de prémios de seguros entre os
estados brasileiros para os periodos indicados:

Principais estados Exercicio Findo em 31 de dezembro
2007 (%) 2008 (%) 2009 (%)

S50 Paulo 48,4 46,7 47,1
Rio de Janeiro 10,7 10,1 10,4
Minas Gerais 6,8 7,1 7,3
Rio Grande do Sul 7,0 7,0 7,1
Parana 6,3 6,4 6,3
Outros 20,8 22,7 21,9
Total 100,0 100,0 100,0

Tabela 4- Distribuicdo de prémios de seguros nos estados brasileiros. Fonte: SUSEP.

Segundo estimativas, é provavel que este ano de 2011 entre na histéria do setor de seguros no Brasil.
O mercado projeta prémios acima de R$ 200 bilhdes, com crescimento de 12%, em relacdo ao ano de
2010.

Em tempos de incerteza, a sociedade sente a necessidade de seguranca, isso é observado tanto para o
ambito pessoal quanto para corporativo. Imerso nesse contexto, faz-se necessario o estudo de teorias
e a modelagem de processos que respaldam as decisdes tomadas por ambas as partes envolvidas em
um seguro. Visto isso, segue o conceito de Teoria da Ruina, que na verdade se trata de um dos
primeiros modelos que surgiram com o propdsito de evitar e mostrar o ponto de ruina de uma
seguradora.


http://www.site.leonseg.com.br/
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b. Teoria da Ruina

A Teoria da Ruina é estudada na area de Ciéncias Atuariais. Uma vez que a teoria em questdo é
baseada na aplicacdo de diversos modelos probabilisticos e em processos estocasticos, ela também é
conhecida como teoria do risco coletivo. Ela possui sua base pautada em modelos matematicos que
visam descrever os lucros e prejuizos de uma seguradora segundo sua vulnerabilidade e insolvéncia.

O desenvolvimento dessa teoria permite o calculo de diversas medidas relacionadas a ruinas como:
déficit na ocorréncia da ruina, distribuicdo dos lucros da seguradora e a propria probabilidade de ruina,
entre muitos outros. Sendo assim, esta area passou a atrair grande atencgdo nos ultimos anos, além de
ganhar diversas novas contribuicbes para seu desenvolvimento.

Existem diversas distribuices capazes de definir fielmente as varidveis envolvidas na ocorréncia de um
evento segurado e estimacdo das indenizagdes pagas, pois cada variavel possui suas peculiaridades.

A equacdo que define o lucro de uma seguradora é apresentada a seguir:
U(t) = u + ct - S(t), t=0 (1)
Onde:
e U(t) é o capital da seguradora no tempo t;
e O capital inicial é definido por u = U(0);
e O prémio constante pago pelo segurado a cada periodo unitario de tempo é denominado por c;

N(t)
e S = in

i-1 (2)
Onde X; sdo as indenizagOes pagas pela seguradas e N(t) € o nimero de eventos de indenizacdo (processo

de contagem);
e S(t)=0se N(t)=0.

Entdo, o lucro de uma seguradora é dado pela soma de seu montante inicial e dos prémios pagos pelos
segurados, subtraido das indenizagOes pagas pela seguradora. Portanto, uma seguradora sera levada a
ruina quando o valor de U(t)< 0 na equacdo (1), ou seja, quando as indenizacbes pagas pela
seguradora forem superiores aos recebimentos da mesma, num determinado periodo. Para seguros de
automoveis esse periodo € geralmente 1 ano.

reserve R ;

~—— claims ~ F(y)
—— premiums

4 time

Figura 1- Relacdo da ruina ao longo do tempo
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c. Risco e incerteza

O risco esta relacionado aos nossos medos, ou seja, tudo aquilo que de alguma maneira representa
algum tipo de perigo ou chance de perda devido a determinado grau de exposicdo. Dessa forma,
define-se risco como sendo a probabilidade de resultados adversos ou uma estimativa para possiveis
perdas. Esses resultados ndo esperados advém das possibilidades de perdas, decorrentes das
incertezas relacionadas aos eventos aleatdrios envolvidos no processo.

Tendo em vista que se vive em um mundo cercado por incertezas, o gerenciamento de riscos permite a
analise e identificacdo de alternativas viadveis na busca de um limite de exposigdo. Como conseqliéncia,
surgem trés conceitos basicos para esse sistema de apoio a decisdo: risco, retorno e incerteza.

O retorno nada mais é que a remuneragdo, portanto um prémio, pelo risco incorrido durante o exercicio
de uma atividade. O risco € a avaliagdo numérica das incertezas ligadas ao retorno. Resumindo, o risco
€ a medida de incerteza em relacdo ao retorno esperado.

Em seguros estes conceitos sdo vastamente aplicaveis uma vez que a esséncia de sua teoria é baseada
na troca de riscos entre a seguradora e o cliente. Ou seja, o cliente busca se proteger de determinado
evento, como por exemplo, colidir o automdvel, ou até mesmo assegurar qualquer possivel problema
de salude. Em contra partida, a seguradora assume o risco da ocorréncia do evento segurado. Desta
forma, ela fornece ao cliente a protecao desejada, mediante o pagamento de um valor acordado
previamente (o prémio do seguro) resultante de estudos relacionados a modelagem, estocasticidade e
probabilidade, estimado a partir da modelagem apropriada que caracteriza a dependéncia entre o
evento adverso e seus fatores de risco.

Quantitativamente, o risco é representado pelo quantil extremo da distribuicdo de probabilidade das
distribuicdoes, o mesmo é descrito pela equagao:

F(S)=PrS, <8“) =« (3)

Onde, a assume tipicamente os valores de 95% e 99% (como percentis extremos) e o S® como sendo
o quantil associado.

Essa medida de risco é conhecida como VaR, pois ilustra a perda "maxima" a ser incorrida. A
probabilidade atribuida a esta perda maxima corresponde ao nivel de significidncia do VaR, o qual é de
99% quando a probabilidade de perder um valor superior ao VaR é de 1%; de 95%, quando esta
probabilidade risco é de 5%.

O VaR é calculado com dados do passado para projetar o futuro, e quando o futuro tem pouca
correlacdo com o passado as previsbes podem falhar. Finalmente, convém salientar que o VaR é
sensivel a bruscas movimentacdes, podendo oscilar bastante de um dia para o outro. Portanto, ndo se
trata de uma medida que compreenda seguranca e por isso, ela é utilizada, atualmente, junto a outras
ferramentas na tomada de decisGes e na anélise de risco mais completa e eficiente.
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2. Metodologia

Ao longo desse trabalho diferentes ferramentas serdo utilizadas para promover a estruturagao do
modelo de somas aleatdrias que representara a teoria apresentada. Inicialmente, a definicdo de alguns
conceitos sera relevante para o desenvolvimento do trabalho, uma vez que sera necessario um maior
respaldo para o entendimento da teoria em questdo.

Além disso, sera necessario deduzir algumas equagles referentes aos momentos de uma soma
aleatéria e para isso usar-se-a o software Maple.

Com os resultados obtidos, selecionaremos as distribuicdes que mais se assemelham ao conjunto de
dados baseados no setor de seguros automobilisticos. Vale ressaltar que os dados usados serdo
referentes aos sinistros ocorridos na Bahia entre os ano de 1998 e 2006. Para a variavel aleatdria que
representa as indenizagdes, testaremos as distribuices de Pareto, lognormal e gama e para a variavel
aleatdria que representa o numero de ocorréncias, testar-se-a a distribuigdo de Poisson e a binomial
negativa.

Para implementar as estimagdes do modelo de somas aleatérias com suas distribuicdes ja descritas
sera utilizado o software @Risk. Em seguida, far-se-& uma analise entre os dados observados na
pratica e teoricamente.
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3. Conceitos Relevantes

Faz-se necessario a apresentacdo prévia de alguns conceitos basicos relacionados ao tema para o
melhor entendimento dos temas apresentados neste trabalho.

a. Teoria da probabilidade e variaveis aleatérias

A teoria da probabilidade é pautada na ocorréncia de eventos aleatorios através de estudos
matematicos desenvolvidos por seu principal fundador, Laplace. A probabilidade tem sua base
desenvolvida por teoremas e axiomas, onde alguns destes teoremas sao descritos abaixo:

e Soma das probabilidades de todos os eventos é igual 1;

e Para eventos aleatorios X e Y, a probabilidade de sua ocorréncia simultanea serd a soma das
probabilidades de todos os eventos presentes tanto em X quanto em Y, no caso da intersecao
ser vazia, sua probabilidade é zero;

e Para estes mesmos eventos a probabilidade de ocorréncia de um ou de outro sera a soma dos
eventos pertencentesa X eY.

Logo, pode-se classificar um evento como aleatorio se, ao ser realizado diversas vezes, sob as mesmas
condicBes, seu resultado é impossivel de ser previsto antecipadamente. O conjunto de todos os
possiveis eventos de um experimento aleatério é denominado espago amostral, Q. Conseqlientemente,
cada evento ou grupo de eventos sera considerado um subconjunto de Q.

E relevante também a definicdo do conceito de varidvel aleatéria. Esta pode ser entendida como uma
fungdo que relaciona um evento qualquer pertencente a determinado espago amostral, Q, a somente
um valor real. E representada por letras mailsculas e suas ocorréncias por letras minusculas. Além
disso, ao assumir valores reais, estas sdo ditas continuas, ao passo que serdo discretas caso pertencam
a um conjunto finito ou infinito enumeravel. Por conseguinte, pode-se classifica-la como uma variavel
guantitativa, cujo resultado é dependente de razdes aleatérias.

Para determinar as probabilidades de eventos, é natural definir a distribuicdo de probabilidade, que é
uma funcdo usada para criar hipdteses sobre os eventos. A fungdo distribuicdo possui diversas
especificacdes. No caso de uma Unica dimensdo esta é conhecida como funcdo de distribuicdo
cumulativa, podendo ser conhecida previamente ou nao:

F, () =Pr[X <x]

-0 < X < 0 (4)

Esta distribuicdo pode ser definida como discreta, caso pertenga a um conjunto contavel e discreto, ou
continua. A obtencdo da probabilidade de um evento descrito por uma distribuicdo de probabilidade é
dada pela integracdo da funcdo de densidade de probabilidade vinculada a mesma.

Para uma varidvel aleatéria X com fungdo distribuigdo cumulativa Fx (x), é interessante definir algumas

caracteristicas, como a média (ou expectativa), sua variancia e seu k-ésimo momento em torno da
origem, respectivamente:

E[X]= [x-dF (x) = u

(5)
Var[X]=E[(X) - E[X])*]= I(X —E[X])? -dF (x) =o* )
E[X ]=jx dF (X) = 1, )
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Ainda associada a variavel aleatéria X, ja definida anteriormente, se faz necessario definir a Funcdo
Geradora de Momentos (FGM) da mesma:

M (t) = E[e"*] = je”dF(x) ®)

Nota-se que a FGM sé pode ser definida no intervalo de convergéncia da integral acima descrita. A FGM
lida principalmente com varidveis aleatdrias cujas funcGes de distribuicGes cumulativas tém caudas
suficientemente bem comportadas.

Além disso, € correto afirmar que se duas variadveis aleatérias tém a mesma FGM, entdo suas
distribuicoes devem ser idénticas, uma vez que existe uma relagcdo univoca entre a FGM e a fungao
distribuicdo. Se derivarmos k vezes a equacdao de M(t) em relagao a t, e finalmente usando t=0,
obtém-se:

E[X*]=M¥*(0),k=12,.. 9)

b. Processos Estocasticos

Processos estocasticos podem ser definidos como processos aleatdrios que dependem do tempo, ou
seja, trata-se de um conjunto de variaveis aleatdrias, definidas em um espacgo estado, indexadas por
um parametro t pertencente a R. Com um olhar mais abrangente pode-se inferir qualquer evolugdo no
tempo (probabilistica ou deterministica) analisavel em termos de probabilidade como um processo
estocastico. Este pode ser classificado em relacdo ao seu estado e tempo como discreto (cadeia),
guando finito e enumeravel e, continuo, caso contrario.

O processo discreto tem uma importante propriedade chamada Markoviana, ou seja, para a previsao de
valores futuros, apenas o valor atual do processo € relevante. Logo, no momento presente estara
contida toda a informagdo importante para determinagdao da distribuicdo de probabilidade de amanha.
Resumindo, pode-se afirmar que toda a informagdo passada esta expressa no valor atual da série.

Observa-se a aplicabilidade destes conceitos na area de seguros ao tratar-se tanto na probabilidade de
ocorréncia de eventos adversos como na precificagao do risco indexado a cada tipo de situacdo passivel
de cobertura pela seguradora. Uma vez que ndo se consegue determinar o futuro com precisdo, é
necessaria uma estimativa para a realizacdo de uma analise quantitativa dos possiveis eventos para a
obtencao de uma melhor interpretacdo do cenario.
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4. Somas Aleatorias

a. Soma de variaveis aleatérias independentes
Define-se S como uma soma aleatoria de varidveis aleatdrias X; (ver em equacdo (2)), onde X;~f(X;),

para todoi, i =1, 2, ...,n. Usando alguns conceitos apresentados na sessdo anterior, considere S= X+
X5, na equacgao (8) da Funcdo Geradora de Momentos:

M . (t) — E[et-(X1+X2)] — E[et-Xl 'et-Xz ]

(10)
Pela propriedade ja conhecida do valor esperado sob independéncia de X; e X,, segue que:
E[et.xl AR 1= E[et.xl]_ E[et.xz] (a1
Assim segue que a FGM da soma aleatdria S é um produto das FGMs de X; e X5:
Ms(t)ZMxl(t)‘sz ® (12)

Se um conjunto de varidveis aleatdrias Xj,...,X, forem independentes e com funcdo distribuicdo
cumulativa F; (para i=1,..,n), a distribuicdo de sua soma sera dada por F;*...*F, e tem de ser calculada
recursivamente.

Mas se o conjunto de varidveis aleatdrias X; for independente e tiver distribuicdo idéntica F, a
distribuicdo da soma delas sera F*". E se as mesmas variaveis tiverem uma FGM, M(t), comum a todas
as variaveis aleatorias, por conseguinte, a FGM de suas somas sera M,(t)". Como se prova abaixo, para
uma soma aleatdria onde as variaveis aleatorias sdo independentes e identicamente distribuidas,
S=X;+..+Xy, tem-se que:

M s (t) — E(eS-t) — E(et(X1+X2+..+XN)) — E(et-xl 'et-Xz “.‘et»XN ) — (E(et-X ))N — M )'2‘ (t) (13)

Finalmente, diante de todas estas definicbes para variaveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas, é natural definir o valor esperado e a variancia destas variaveis tendo como base a soma
aleatdria S, descrita a seguir, onde, inicialmente, assume- se N constante:

S= i X,
i1 (14)

O valor esperado quando o N é fixo, por definicdo, é dado pela equacgao:
N
E(S) =Y E(X;)=N-E(X) (15)
i=1
A varidncia de uma soma aleatéria é obtida pela expressdo geral a seguir:

Var(S) = iVar(Xi)+2-ZZcov(Xi,Xj)

(16)

Visto que as variaveis aleatérias em questdo, X's e X;'s sdo independentes, pode-se particularizar a
equacdo (16), uma vez que a covariancia € zero para qualquer i diferente de j. A partir disso, obtem-se
0 seguinte resultado:

Var(S) = N -Var(X) (17)

9
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b. Momentos de uma soma aleatoria

Para aproximar o modelo da realidade, o nimero de termos N, que foi citado na sessdo anterior como
constante presente na soma aleatdria S;, serd suposto agora como uma variavel aleatdria, N(t), com
distribuicdo a ser definida. Assim temos:

N(t)

S.=> X,

o~

Il
[

(18)

A expressdo geral para o momento de ordem m da soma aleatéria pela Lei das Expectativas Iteradas
pode ser obter como:

E(S{") =E[E(S;" IN)]=E[N,-E(X{")]=E(N,)-E(X{") ,comm=1,2,3,. (19)

Para o célculo da variancia de St, utiliza-se a expressdo conhecida:
Var(S,) = E[Var(S, | N)]+Var[E(S, [ N,)]

= E(\/ar‘-Z:Xi)+VaI‘[Nt -E(X;)] , e assim, segue que:
= E[N, -Var(X)]+Var[N, - E(X)]

var(s,) =Var(X)-E(N,) +[E(X)]* -Var(N,) (20)
A funcdo geradora de momentos da soma aleatéria S é dada por:

_ tSy _ t-s _ N
Ms () =E(e™)=E[E(e™ [N,)]=EM(") ], onde M(t) é a funcdo geradora de momentos de X; (21)

Antes de prosseguir, € valido definir N como sendo uma variavel com espaco amostral . Logo a sua
funcdo geradora de momento sera dada por:

m(t) = iet'” ‘P
n=0

(22)
Entdo, desenvolvendo a equagao (21) para seus momentos em torno da origem, temos:
M () =EIM®"1=> p, [MO]I"
n=0 (23)
Igualando (22) e (23):
2 P IMOI" =) e p, e =M (D) . t=log M (1)
n=0 n=0 (24)
Ou seja, pode- se concluir que:
Ms(t)=m(log M(t)). (25)

A fim de encontrar os m momentos da soma aleatdria S; através da funcdo M¢(t), basta derivar a
expressdo anterior, avaliando-as em t=0. Além disso, vale ressaltar algumas igualdades relevantes,
como: E[S{"]1=Ms™(0), E[N"]=m™(0) e E[X;"]=M™(0), onde m=1,2,3,.... A seguir apresentam-se 0s
resultados para os momentos de uma soma aleatéria em torno da origem:

10
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19 momento:

E[Si] = p = Ms’(0)= m’(0). M’(0),

ou seja, E[S]=E[N].E[X]. (26)

29 momento:
E[S¢’] = Ms”(0)= m”(0). M’(0)2 + m’(0).[M"(0)-M’(0)2],

ou seja, E[S¢2]=E[N2].(E[X])2+E[N].Var[X]. (27)

3% momento:

E[S:’]=Ms"(0)=m""(0).M'(0)3+3.m"(0).M"(0).M’(0)-3.m"(0).M'(0)3+m’(0).[M"/(0)-
3M”(0).M’(0)+2.M’(0)3],

ou seja, E[S:3]=E[N3].(E[X])3-3.E[N2].E[X].Var[X]+E[N].(E[X3]-3E[X2].E[ X]+2.E[X]3). (28)

40 momento:

E[S¢*] = Ms™”(0)= m””(0). (M’(0))* +6.m"’(0).M”(0).(M(0))2 - 6.m"”(0). (M’(0))*+ 3.m”(0).(M"(0))2 -
18. m”(0). (M(0))2.M”(0) + 4.m"(0).M’(0).M""(0) + 11.m”(0).(M’(0))* + m’(0).M""(0) -
4.m’(0).M"(0).M’(0) + 12.m’(0).M”(0).(M’(0))2 - 3.m’(0).(M"(0))2 - 6.m’(0).(M’(0))*,

ou seja,
E[Sc*]=E[N*].(E[X])*+6.E[N3].E[X?].E[X]?-6.E[N3].E[X]*+3E[N2].(E[X?])?-18.E[N2].(E[X])2.E[X2]+

4 E[N?].E[X].E[X3] + 11. E[N2L.E[X]* + E[NT.E[X*] - 4.E[N].E[X3].E[X]+ +12.E[N].E[X]2.E[X2] -
3.E[N].(E[X2])2 - 6E[N].(E[X])*. (29)

A fim de deduzir os momentos da soma aleatéria S; em torno da média, torna-se necessario definir
alguns momentos em torno da média, e a relagdo entre momentos em torno da média com momentos
em torno da origem:

e Momento em torno da média

30

4 =E[S—E@)",m=123,. (30)
e Momento em torno da origem

M =E[S"],m=123,... (31)

wu = E[S] (32)

11
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e Relagles entre os momentos em torno da média e os momentos em torno da origem:

u, =E[S - E(S))? :,u'z—,uz (33)
s = E[S —E(S)F = p's=3- pu- 'y +2- 4° (34)
ty =E[S—EO)' = p'y—4- p1- /546 g 41,3y (35)

A partir destes resultados é possivel entdo obter os momentos da soma aleatéria em torno da média
utilizando os momentos centrais de S. Logo, substituindo (30), (31) e (32) em (33), (34) e (35),

obtém-se:

E[S — u]* = E[S?*]-E[S]? (36)
(37)

E[S — u]° = E[S®]-3- E[S]- E[S?]+2-E[S]°

E[S — ]" = E[S*]-4-E[S]-E[S’]+6-E[S*]-E[S]* —3-E[S]" (38)

Desenvolvendo as equagdes acima propostas (36), (37), (38) a partir das equacdes ja deduzidas para
os momentos de uma soma aleatdoria em torno da origem (26) a (29), chega-se aos seguintes
resultados em fungdo das caracteristicas dos momentos das variaveis aleatorias X e N:

e Variancia de S:
E[S — 1] = E[N?].(E[X)?+ E[N].Var[q- E[NF.E[X]*; (39)
e Terceiro momento de S em torno da média:

E[S — u]° = E[N®].(E[X)3- 3.E[N2].EX]. Var[X]+ E[N].(E[X] - 3E[X?].E[X] + 2.E[X]?)

3. (E[N]-E[N?.(E[X)° + E[X]- E[N.Var[x]) + 2- E[NF E[X]"; o)

e Quarto momento de S em torno da média:

E[S — 1]* = E[N*].(E[X])* + 6.E[N®].E[X?*].E[X]? - 6.E[N°*].E[X]*

+3-E[N?].(E[X ?])? -18.E[N?].(E[X])2.E[X?] + 4.E[N?].E[X].E[X3] +11. E[N?].E[X] *

+ E[N].E[X *]- 4.E[N].E[X3].E[X] + 12.E[N].E[ X]2 E[X?] - 3. E[N].(E[X2])2 - 6E[N].(E[X])*
—4-(E[N]-E[X])- E[Ne].(E[X])3- 3.E[N?].E[ X].Var[X] + E[N].(E[X?] - 3E[X?].E[X] + 2.E[X]?)

+6- (E[N?].(E[X])2 + E[N].Var[X])- E[N]? - E[X]* —=3-E[N]* - E[X]*; (a1)

A partir do terceiro e quarto meomento em torno da média, pode-se obter os coeficientes de assimetria
e de curtose associados a variavel aleatéria S.

12
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O coeficiente de assimetria &, por definicdo, o quanto sua densidade se desvia ou se afasta da posicao
simétrica. Uma densidade € simétrica em torno da média p se e somente se, f(x-y) = f(u-x), para
qualquer que seja x. Pode-se provar que se f,(x) é simétrica em torno de p, entdo E[x-u]°=0. E
importante salientar que se ocorre simetria, entdo E[x-u]®=0, mas a reciproca n3o é sempre
verdadeira, ou seja, existe distribuicdo assimétrica onde E[x-u]>=0. Ao possuir esta caracteristica, o
coeficiente sera dito como assimétrico nulo. Os desvios positivos e negativos tém a mesma
preponderancia e as caudas da distribuicdo possuem o mesmo formato. O coeficiente pode ser
classificado como assimétrico positivo, assimétrico negativo e assimétrico nulo. A sua expressao para a
variavel S é dada por:

A - E[S — 4] :

E[[S _;U]Z]E (42)

Ja& numa distribuicdo assimétrica positiva, os desvios positivos sdo preponderantes em relagdo aos
negativos. Nesse caso, a cauda a direita é mais alongada que a cauda a esquerda e E[x-u]*>0.

Finalmente, na distribuicdo assimétrica negativa os desvios negativos sdo preponderantes em relacao
aos positivos. Nesse caso, a cauda & esquerda é mais alongada que a cauda & direita e E[x-u]*<0.

A figura a seguir ilustra as distribuicGes assimétrica positiva (A), simétrica (B), assimétrica negativa
(C) e yg é a média da distribuicdo simétrica (B):

Figura 2- Assimetria positiva (A), nula (B) e negativa (C).

Pode-se obter este coeficiente de forma direta, uma vez que suas parcelas ja foram desenvolvidas nas
equacdes (39) e (40) com referéncia as equagbes (26) a (29). Com isso, tem-se:
[E[N].(E[X])? - 3.E[N?].E[ X].Var[X] + E[N].(E[X?] - 3E[X?].E[X] + 2.E[X]?) -

a, = =3 (EINJ-EIN.ELX])° + E[X]- ENJ".Var[X]) +2- E[N] 'f[x] ] (43)

(EIN?1.(E[X])? + EIN]. Var[X] - E[N]* E[X]*)?

Por sua vez, o coeficiente de curtose captura o grau de achatamento de uma densidade em relagao a
distribuicdo normal. Elas podem ser classificadas como mesocurtica, leptocurtica e platicirtica. Sua
formula é apresentada a seguir:

_ 4
Ks = M (44)

272
EILS - 4]]
Uma distribuigdo é classificada como platiclrtica se possuir pico mais arredondado com caudas mais

curtas e mais magras, além de ter menor probabilidade que a normal de ter valores préoximos a média
e menor probabilidade que a normal de ter valores extremos.
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Uma distribuicdo pode ser dita como leptocurtica se tiver pico mais agudo com caudas mais longas
e mais pesadas, além de possuir maior probabilidade que a normal de ter valores proximos a média e
maior probabilidade que a normal de ter valores extremos.

Finalmente, se a distribuicdo € normal, entdo ela é definida como mesocurtica. Ela sera simétrica tendo
seu coeficiente de curtose Ks=4.

A figura a seguir ilustra as distribuices leptocurtica (a), mesocurtica (b) e platicurtica (c):

Figura 3-ClassificacGes da curtose: leptocurtica (a), mesocurtica (b) e platicurtica (c).

Como se pode perceber, a interpretacdo da curtose ndao é muito simples. O maior ou menor pico, como
usualmente é interpretado, ndo é o aspecto mais importante e sim a concentracdao de valores nas
caudas.

E possivel reescrever a formula (44), a partir das equacdes (39) e (41) dos segundo e quarto
momentos em torno da média da soma aleatoria. Resultando em:

E[S — #]* = E[N*].(E[X])* + 6.E[N®].E[X?].E[X]? - 6.E[N*].E[X]*

+3-E[NZ.(E[X?])? -18.E[N*].(E[X])2.E[X?] + 4.E[N*].E[X].E[X?] +11. E[N?.E[X]*

+ E[N].E[X *]- 4.E[N].E[X3].E[X] + 12.E[N].E[ X]J2.E[X?] - 3. E[N].(E[X2])?- 6E[N].(E[X])*
—4-(E[N]-E[X])-E[N3].(E[X])3- 3.E[N2].E[ X].Var[X] + E[N].(E[X3] - 3E[X?].E[X] + 2.E[X]?)
+6- (E[N?].(E[X])2+ E[N].Var[X])- E[N]* - E[X]* =3-E[N]* - E[X]*;

E[S — 2] = E[N2].(E[X)2+ E[N].Var[X - E[NF.E[X]? = Var(S):

Sendo assim, pode-se obter este coeficiente de forma direta, como apresentado a seguir:

_E[S-4]"
T NVaOF )
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5. Modelos Classicos de Ruina

a. O processo de risco

A alta probabilidade de ruina indica instabilidade de uma seguradora. A fim de evitar ocorréncias
adversas, 0 resseguro, o aumento dos prémios e a captacdo de capital de giro sdo medidas
consideraveis. No entanto, essa instabilidade ndo representa a probabilidade de quebra da seguradora
num futuro préximo, na verdade, a ruina pode demorar a acontecer.

O processo de contagem descrito pela equagdo (1) é um processo estocastico continuo no tempo N,
t=0, com Ny=0, cujas amostras formam uma fungdo degrau, que é descontinua. A interpretacdo é que
N: denota o numero de vezes que um determinado evento ocorre entre 0 e t, portanto as
descontinuidades representam a ocorréncia desses eventos e os pulos da fungdo tem tamanho 1, o que
significa que ndo ha ocorréncias simultaneas.

|
|
Xy i i |}

fo— 1 Ty e Ty e T —]

Figura 4- Indenizagdes pagas pela seguradora no tempo

Essas ocorréncias podem ser representadas pelo nimero de indenizagdes, N(t), pagas por uma
seguradora. Para modelagem de processos deste tipo, € comum o uso de distribuicdes do tipo binomial
negativa ou Poisson. No entanto, tendo em vista que o processo de Poisson é uma escolha mais
simples e popularmente usada para modelar processos de contagens, com parametro A>0, o N(t) pode
ser assumido como sendo um processo de Poisson. Entdo S; € um processo composto de Poisson, uma
vez que S; é uma soma aleatdria de parametro A (valor esperado de ocorréncias por unidade de
tempo), onde sua média e variancia sdao E[S(t)]=A.E(X).t e Var[S(t)]=A.E(X?2).t, onde E(X) e E(X?2) sdo
os dois primeiros momentos centrais da varidvel aleatéria X e o valor esperado e varidncia de N(t)
equivalem a A.t, casos particulares das equagdes (26) e (27).

A variavel aleatéria ndo negativa X; representa o valor da indenizacdo i, onde i varia de 1 até N(t).
Logo, o somatdério das indenizagdes pagas até o periodo de tempo t:

S(t)=X1+X2+...+XN(t) (46)

Para modelar as indenizacbes, assume- se que cada X; deve ser uma variavel aleatéria definida em R+
positivo, independente e identicamente distribuido, sendo independentes do nimero de acionamentos
N(t). Ha algumas distribuicGes que podem ser usadas para caraterizar X sdo elas: lognormal, Pareto e
gama. A modelagem por lognormal é mais usada quando a distribuicdo dos dados possui caudas mais
pesadas, como no caso do seguro contra incéndios. Ja a de Pareto se adequa melhor aos dados cuja
probabilidade de ocorréncia de valores de indenizacOes altas é consideravel. O uso da distribuicdo
gama é recomendado nos casos onde a cauda da FDC ndo é muito “pesada” caracterizando assim uma
assimetria positiva. Vale ressaltar que esta ultima é comumente utilizada para a modelagem referente
a seguros de veiculos.
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b. Modelo de risco coletivo e modelo de risco individual

No modelo individual de risco, o total de indenizagdes de um portfélio de contratos de seguros é a
variavel aleatéria de relevancia. Na verdade, é interessante estimar a probabilidade de certo capital ser
suficiente para atender as ocorréncias dos eventos segurados, ou seja, o Value-at-risk associado ao
portfélio citado, sendo o quantil 95% de sua distribuicdo de probabilidade acumulada. O total de
ocorréncias € modelado como a soma de todas as ocorréncias de todas as apdlices individuais, que sdo
independentes, vide equacdo (18). O Teorema do Limite Central, o qual envolve o ajuste de dois
momentos, ndo é suficientemente preciso para a cauda direita de uma distribuicdo, para resolver este
impasse existem dois métodos que sdo mais plausiveis para tal ajuste, sdo eles: Método da
Aproximagdo pela gama Deslocada e o Método da Aproximagdao Normal.

O modelo do risco coletivo em Seguros modela um conjunto de ocorréncias durante um determinado
tempo de duragdo T. Ou seja, o risco coletivo ndo trata das apolices individualmente, mas sim de um
grupo de apodlices andnimas. E valido lembrar que as ocorréncias dos eventos ndo desejados sdo
variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, como previamente apresentado na
equacao (18), e aqui mostrado novamente a seguir:

Onde: X; estd associada a i-ésima apolice; N(t) é o somatdrio de das apdlices individuais.

E comum assumir que a soma aleatéria das ocorréncias dos eventos segurados pode ser descrita pela
distribuicdo de Poisson, com parametro A e funcdo de distribuicdo cumulativa de um grupo de
ocorréncias individuais.

Em termos de aplicabilidade, pode-se concluir que o modelo de risco individual ndo é o mais
apropriado, uma vez que na maioria das vezes os dados fornecidos pela seguradora ndo sao das
apolices individuais, mas sim de um grupo de apdlices. Visto isso, o0 modelo de risco coletivo é o mais
indicado e por isso sera utilizado neste trabalho.
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6. Aplicacoes

a. Estimacdo para seguros de veiculos

A estimacdo é a maneira mais concreta de aplicar toda a teoria vista até este momento, entdo, nessa
secdo, realiza-se uma aplicacdo do modelo de somas aleatdrias para as indenizagbes de uma industria
de seguros de veiculos.

Sendo assim, coletaram-se dados referentes ao setor de seguros de veiculos nacional. Tendo em vista
a extensdo da base de dados, fornecida pela SUSEP, a qual engloba muitas categorias e grupos,
realizou-se uma selecao dos dados. A subdivisdo dos mesmos ocorreu para os anos de 1998 a 2006.
As apolices escolhidas foram referentes as colisGes de carros Fiat Palio 1.0 para pessoas do sexo
masculino de idade entre 36 e 45 anos, residentes na Bahia. Seguem na proxima tabela as
caracteristicas explicitadas:

Colisdo
Cat.Tarifaria Regido Grupos Ano Sexo Idade N° de | Total de
Sinistros | Sinistros
Todas BA - | FIAT 1998 Masculino |Entre 3615 5.797,00
Bahia PALIO 1.0 e 45 anos
Todas BA - | FIAT 1999 Masculino |Entre 36|g 11.241,00
Bahia PALIO 1.0 e 45 anos
Todas BA - | FIAT 2000 Masculino |Entre 36|g 60.353,00
Bahia PALIO 1.0 e 45 anos
Todas BA - | FIAT 2001 Masculino [Entre 365 13.633,00
Bahia PALIO 1.0 e 45 anos
Todas BA - | FIAT 2002 Masculino |Entre 3615 2.245,00
Bahia PALIO 1.0 e 45 anos
Todas BA - | FIAT 2003 Masculino |Entre 36|g 47.684,00
Bahia PALIO 1.0 e 45 anos
Todas BA - | FIAT 2004 Masculino |Entre 3649 40.364,00
Bahia PALIO 1.0 e 45 anos
Todas BA - | FIAT 2005 Masculino |Entre 36|g 20.719,00
Bahia PALIO 1.0 e 45 anos
Todas BA - | FIAT 2006 Masculino |Entre 36|44 84.788,00
Bahia PALIO 1.0 e 45 anos

Tabela 5 - Base de dados. Fonte: SUSEP

Tendo posse desses dados e contrapondo-os com as distribuicdes sugeridas na segdo 5.a, usou-se o
software @Risk para estimar as distribuicGes das variaveis aleatérias N e X, descritas anteriormente
como numero de sinistros e indenizagdes, respectivamente.

Para uma escolha mais apurada, o software @Risk elege a melhor distribuicdo dentre as candidatas
apontadas usando o critério da menor estatistica de aderéncia x2(chi quadrado). Ela se baseia no uso
de hipdteses nulas que, particularizando para contexto deste trabalho, utiliza-se a hipdtese nula
assumindo determinada varidvel aleatéria, y, como pertencente a determinada distribuicdo ja
postulada, f,(y). Ou seja:

Ho=ye f,(y)

H, =cc. (47)
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Como trabalhar-se-4 com o valor esperado de y;, o mesmo é defido pelo nimero de casos sob Hg
multiplicado pela probabilidade de ocorréncia de cada caso, como pode ser observado na equacdo a
seguir:

E[Yi] =n- p(yn) (48)

Vale ainda ressaltar que no caso da variavel aleatéria y; ser discreta p(y;) € obtido de forma direta. No
caso continuo (lognormal, gama, pareto, etc), i ird representar os intervalos, y; serda o nimero de
observacgdes nestes intervalos e E[y;] sera o valor esperado y; sob Hy (hipotese nula). Dessa forma, as
respectivas probabilidades poderao ser obtidas da seguinte forma:

y sup erior

p(y.) = [f(y)dy,
yinf erior (49)

- 2. .
O coeficiente y “ verifica se os valores observados nos dados se desviam do valor esperado sob uma

certa distribuicdo postulada. O Chi- quadrado ndo é um teste paramétrico, ou seja, ndo depende de
parametros populacionais, como a média e a varidncia. Ele pode ser calculado pela equacdo:

> (v ~E* (y))’
E™(y,)

Percebe-se que quando os dados observados sdo préximos do valor esperado sob hipdtese nula, o valor
de x2 é bem pequeno, o que mostra um bom encaixe entre os dados e a distribuicao testada. O oposto
€ observado quando x2 assume valores altos. Um ponto fraco desta estatistica é a definicdo dos
intervalos a serem utilizados e isto acarreta em distintos resultados dependendo da especificacao dos
mesmos.

2 _

X (50)
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¢ Modelo para a variavel N

Para a variavel aleatéria N foram testadas duas distribuicdes, Poisson e binomial negativa. Seguem os
resultados obtidos:

0,30 1
w= Input

0,25 Minimo 2,00
Maximo 11,00
Média 6,67
Desv Pad 3,20

0,20 Assimetria -0,4049

4 ~ . Curtose 2,1050

Versao de Treinamento|do @RISK Valores 5
PUC Rio

. Poisson
Minimo 0,00
Méaximo +00
Média 6,67
Desv Pad 2,58
Assimetria 0,3873
Curtose 3,1500

Figura 5- Distribuicdo Poisson para a variavel N

2,00 11,00

0,35 1
0,30 1
m Input
0,25 Minimo 2,00
Maximo 11,00
Média 6,67
Desv Pad 3,20
Assimetria -0,4049
0,201 & . Curtose  2,1050
Versao de Treinamento do @RISK Valores 5
PUC Ri _
0,15 . NegBin
Minimo 0,00
Méximo +00
Média 6,67
Desv Pad 3,14
Assimetria  0,6224
Curtose 3,5302

Figura 6- Distribuicdo binomial negativa para a variavel N
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Diante destes graficos, pode-se observar que a melhor escolha para modelar a variavel aleatéria N, que
representa o nimero de sinistros, € a distribuigdo Poisson. Seu parametro A é 6,67, que corresponde a
meédia das observagbes desta variavel.

e Modelo para a variavel X

Complementando esta fase de estimacgdes ja iniciada, é relevante testar a variavel aleatéria X, que
contempla as indenizagdes. Como visto também na secdo 5.a, as distribuicdes sugeridas sdo: gama,
Pareto e lognormal. No entanto, como se esta utilizando o modelo de risco coletivo e a base de dados
em uso neste trabalho ndo fornece dados explicitos sobre o valor individual de cada indenizagdo, ndo
sera possivel uma estimacdo direta a partir da tabela 5.

Diante deste contexto, é razoavel inferir alguns valores para as medidas estatisticas como média (u) e
variancia (o?). Além disso, para tornar o modelo mais realista é importante a introdugdo de um fator de
desvio que representa as franquias, este serd denotado por X,. A fim de se obter esses valores para
estimacdo utilizou-se a tabela 5, dividindo-se o valor total de sinistros pelo seu correspondente niimero
de ocorréncias, gerando uma nova coluna de dados. A partir da mesma calcularam-se os seguintes
valores para média e variancia e um valor foi arbitrado para x,, coerente com os demais valores:

u*=4051,111;
*=5969596;
Xo*= 1000.

O primeiro grafico a ser apresentado é o que ilustra os resultados obtidos para a distribuicao
lognormal~(j, o). O mesmo segue, assim como suas caracteristicas:

2.388 9.671

Lognorm
(4051,111;2443,276;RiskShi

: ft(1000))

=)

jo do @RISK  Minimo 1.000,00
9 Maximo +00
5 Média 5.051,11
© Desv Pad 2.443,28
= Assimetria 2,0287
Curtose 11,1108

2.000
4.000
6.000
8.000
10.000
12.000
14.000

Figura 7- Distribuicdo lognormal para a variavel X
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Segue agora o resultado para a distribuicdo de Pareto:

1.123 7.708

90,...
B2

W o

Minimum  1.122,50
Maximum 7.708,00
Values 9

@RISK Trial Version
For Evaluation Purposes Only

Values x 10...

= Pareto

Minimum  1.122,50
Maximum +00

e

5.000
10.000
15.000
20.000 1
25.000
30.000 -

Figura 8- Distribuicdo Pareto para a variavel X

A terceira distribuicdo sugerida pela teoria seria a distrubuicdo gama. Para fins de estimagao da
mesma, foi necessario o calculo de mais alguns parametros (a, B, y) a partir dos dados ja fornecidos
referentes a sua média, variancia e desvio.

Como pode ser visto em Kaas, R.; Goovaerts, M.; Dhaene, J.; Denuit, M. Modern Actuarial Risk Theory
(2001), paginas 35 e 36, o calculo dos parametros a*, B* e x0* da distribuicdo de gama pelo método
dos momentos, também descrito no apéndice, podem ser estimados da seguinte maneira:

a*= 7;1* (51)
* %
[* = 4 20 (52)
S
xo*:#*_z it (53)
e

Onde: p* é a média da varidvel em questdo; o* é o desvio padrdo da variavel; y* é a assimetria e x,"
€ o deslocamento da distribuigdo em relagdo a origem, representado aqui a franquia como ja posto.

Atribuindo os valores ja encontrados as varidveis u* e g>* e o valor arbitrado a xo*, pode-se resolver o
sistema de equagdes proposto em (51), (52) e (53), donde, chega-se a estimacdo dos parametros
mostrada a seguir:

a"=1,559449;

B*=1956,532;

y'=1,601565.

21



\‘ Projeto de Graduagao

DEPARTAMENTO
[I [ [ DE ENGENHARIA
ELETRICA

Visto que para a estimacdo da distribuicdo gama é necessario apenas os pardmetros a”, B* e Xo,
obtem-se através do @Risk o seguinte resultado:

1.381 8.846

Gamma
(1,559449;1956,532;RiskShi
ft(1000))

o - -

= K Trial Version Minimum 1.000,00

- .. Maximum +0o

4 ation Purposes Only  yean 4.051,11

§ Std Dev 2.443,28
Skewness 1,6016
Kurtosis 6,8475

2.000
4.000
6.000
8.000
10.000
12.000
14.000

Figura 9-Distribuicao gama para a variavel X

A andlise das trés distribuicdes comprova o que foi afirmado pela teoria. A distribuicdo gama €, de fato,
a que melhor descreve os dados, modelando assim de maneira mais fiel as indenizagdes em um modelo
de ruinas. Pode-se observar que os dados utilizados para a construgdo da varidvel X estdo bem
ajustados e coerentes.

b. Construcdo da distribuicdo da soma aleatoria

A escolha da distribuicdo que definird a soma aleatéria S serd pautada no préprio principio da ruina. A
fim de evitar a quebra de uma seguradora, o nimero de ocorréncias de eventos ndo desejados com
uma indenizacdao menor tem que ser mais freqlentes que aqueles cujas indenizagdes sao muito altas.
Essa definicdo sugere uma assimetria positiva, onde a cauda desta distribuicdo é alongada e fina.
Portanto, fica claro que a distribuicdo que melhor se adéqua € a gama, tendo em vista também toda a
teoria apresentada até este ponto.

A estimacdo da distribuicdo da soma aleatdria pode ocorrer de duas maneiras distintas: a primeira é a
partir de dados histéricos, como os observados na tabela 5; a outra maneira possivel é através da
combinagdo dos momentos centrais das variaveis aleatdrias X e N, que sdo varidveis aleatorias
positivas e descrevem as indenizacbes e o numero de sinistros, respectivamente. Ambos os métodos
serao apresentados seguir.

De posse da tabela 5, onde a ultima coluna representa exatamente os valores de S, poderia-se obter
uma estimagdo para a distribuicdo da soma aleatéria. Porém, nota-se a auséncia de resultado para a
distribuicdo gama, devido a falha na convergéncia dos dados. Isto ocorre porque o software @Risk
utiliza o método da verossimilhanca, citado no apéndice, como base para suas estimacdes.

Esse impasse foi motivador para o calculo dessa distribuicdo pelo método dos momentos, descrito
também no apéndice. Como alternativa, a soma aleatoéria S pode ser também descrita pela combinacado
dos momentos centrais das variaveis aleatérias X e N, que sdo positivas e descrevem as indenizacdes e
0 numero de sinistros, respectivamente. Visto o desenvolvimento e escolha das distribuigdes
adequadas para estas variaveis (X, como gama, e N, Poisson) pode-se construir a distribuicdo da soma
aleatdria S.

A distribuicdo gama é dada pelos parametros a*, B* e xo*. Estes parametros sdo calculados a partir da
média, varidncia e assimetria da variavel em questdo, como ja visto nas equacdes (51), (52) e (53).
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Para obter estes valores, faz- se necessaria algumas definicdes que possibilitardo seu desenvolvimento
para o caso particular da soma aleatéria:

ts™ = E[S] (54)
=E[S — u 1 (55)
E[S — . ]°
prEOZ 8L (56)
(05)?

Apds a apresentacdo dessas equacles, € relevante repetir as equacgbes (26), (27) e (40) que
representam suas parcelas:

E[S] = E[N]- E[X]
E[S?]1=E[N?]-(E[X])* + E[N]-Var[X]

E[S — #]* = E[N3].(E[X)3- 3.E[N2].E[X]. Var[X]+ E[N].(E[X] - 3E[X?].E[X] + 2.E[X]?)
-3-(E[N]- E[N2].(E[XQ)* + E[X]- E[NT.Var[X])+ 2- E[N]*.E[X]?

Visto que na segdo 6.a foram realizadas estimagdes com as varidveis X e N, que resultaram em valores
numeéricos, pode-se aplicar os mesmos nas equacodes (54), (55), (56), obtendo assim os seguintes
resultados da média, variancia e assimetria de S:

Ms =31869,33;
0%5"'=796719651;
vs =0,82842638.

J4 em posse destes valores, pode-se estimar diretamente a*, B* e x,", pardmetros que definem a
distribuicdo gama, a partir das equagdes (51), (52) e (53), chegando-se aos seguintes valores:

a"=5,828438;
B*=11691,67;

Xo = 36274,9.
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A partir destes valores e fazendo uso do software @Risk estimou-se a distribuicdo gama para a soma
aleatéria S. O grafico apresentado a seguir representa este resultado assim como fornece suas
principais caracteristicas estatisticas como média, variancia, assimetria e curtose:

65.478 156.427

Gamma
(5,82438;11691,67373;Risk
Shift(36274,9))

S
= Versjon-; inimum 36.274,90
0 o :'2: > Maximum +00
E DOSISH VIS Mean 104.371,65
K S S| Std Dev 28.216,40
n 2]
— — Skewness 0,8287
041 " " Kurtosis 4,0302

95%
99%

0,2 1

0,0

20.000
40.000
60.000
80.000
100.000
120.000
140.000
160.000
180.000

200.000

Figura 10-Distribuicdo gama para a variavel S

Apesar da escassez de dados para a analise da teoria desenvolvida no decorer deste trabalho,
conseguiu-se desenvolver estimagGes para as varidveis envolvidas no processo de ruina de uma
seguradora. De fato, o grafico obtido para a estimativa da soma aleatdria satisfez as expectativas, uma
vez que apresentou parametros coerentes com os dados trabalhados. No entanto, melhores resultados
nao foram possiveis de serem obtidos uma vez que a base de dados era limitada, pois a base de dados
s6 engloba nove anos. Isto resultou numa estimacdo ndo fiel e pouco ilustrativa para a distribuicdo
proposta, gama, a variavel em questdo, soma aleatoria.

Pode-se notar pelo grafico as marcacGes dos percentis referentes aos VaR de 95% e 99%. Como a
distribuicdo gama apresenta uma nitida assimetria positiva, esses percentis apontam as ocorréncias de
eventos extremos, ou seja, de indenizagdes de maior valor, uma vez que o VaR ilustra a perda maxima
incorrida. Dessa forma, pelo fato desses quantis representarem grandes perdas financeiras, sua
ocorréncia poderia levar ao aumento da probabilidade de ruina da uma seguradora.

Ressalta-se que diferentes tipos de técnicas de aproximacao poderiam ter sido utilizados para estimar a
distribuicdo da soma aletatéria como, por exemplo, o método de Panjer. Este faz uso da recursdo para
o calculo das probabilidades f(x). No entanto, por demandar intenso esforco computacional e
matematico para a obtencdo de seus resultados, foi feita neste trabalho, a opgdo pelo uso da
distribuicdo gama na estimativa da distribuicdo que definiu a soma aleatéria.
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7. Conclusao

Com a constante necessidade do homem de se proteger contra a ocorréncia de eventos ndo desejados
e acrescido do fato do aumento de renda, consumo e expectativa de vida, a indUstria de seguros vem
apresentando um crescimento notério.

As pessoas passaram a valorizar a necessidade de planejar e proteger seu futuro, ainda mais em paises
emergentes, onde o mercado de seguros possui uma timida penetracdo, uma vez que a cultura do
seguro ndo é difundida nestes lugares.

Nesse trabalho desenvolveu-se uma analise de varidveis da teoria da ruina, a qual aponta o momento
em que os lucros da seguradora passam a ser negativos. Diante de uma gama de dados disponiveis
nesta area de seguros, escolheram-se os dados referentes as apdlices de automoéveis no estado da
Bahia. Apds analises criticas das caracteristicas de cada distribuicdo em particular, pdde-se ressaltar
aquelas que melhor se enquadraram apontando também o porqué das outras distribuigdes testadas ndo
obterem sucesso.

Vale ressaltar que o modelo desenvolvido foi simplista, ou seja, presupostos herdicos ndo foram
utilizados para realizacdo do mesmo. Ndo cabe ao conteldo desse trabalho a analise que define o ponto
de ruina de uma seguradora, mas sim a andlise das distribuicGes para as variadveis aleatdrias
envolvidas no processo através da simulagdo dos dados usados. Posteriormente, realizou-se a
contraposicao dos resultados com a teoria estudada e detalhada. Essas simulagdes colaboram para o
desenvolvimento mais sdlido do setor, uma vez que trazem um melhor entendimento dos eventos
segurados passiveis de ocorréncia.

A construcao de um modelo que reflita mais fielmente a realidade deve considerar alguns graus de
complexidade. Primeiramente, deve-se descobrir a dependéncia dentre as informacodes fornecidas ao
modelo e como descrevé-las de forma coerente. Além disso, é relevante saber lidar com a dependéncia
na gestdo do risco inclusive pelo fato dos principios dos seguros ndao serem freqlientemente validos,
uma vez que estes sdo suscetiveis a mudancas. A modelagem, portanto, desses modelos jamais
refletiria a verdade absoluta observada na realidade.

Visto isso, existem diferentes formas para se obter uma aproximacdao para a modelagem dessa
dependéncia e seus parametros. Pode- se alcancar entdo resultados mais precisos levando em
consideragdo um termo referente ao erro; resultados assintéticos, representando uma tendéncia a
determinado resultado; e o mais comumente utilizado, por se obter um melhor tratamento da
informacdo, sdo os resultados obtidos pela modelagem estocastica. Supondo a insercdo desses graus
de complexidade para a construcdo de um modelo mais realistico algumas premissas devem ser
adotadas, uma vez que o0s cenarios sdo mais intricados, pois lidam com taxas de prémios ndo
constantes, premissas com independéncia super relaxadas para investimentos, dividendos e impostos
incorporadas ao modelo.

A partir disso, seria uma solugdo étima a seguradora investir parte de seus recebimentos em acdes e
outra parte no tesouro ou renda fixa. Esta estratégia a protege contra sua ruina, dado o rendimento
financeiro que ela obtera e através da margem obtida, a seguradora conseguira honrar a cobertura dos
sinistros, sem que isto cause um impacto em seu capital de giro.

Apesar de diversos estudos serem conduzidos nesta area, a previsdo da ocorréncia dos eventos
segurados bem como quantas vezes eles irdo ocorrer é ineficaz, uma vez que sdo aleatérios. No
entanto, a necessidade de estimar quantitativamente estes eventos levou a estruturacdo de alguns
modelos que simulam estas ocorréncias. Isso explica o notério desenvolvimento da matematica voltada
para o setor de seguros.
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9. Apéndice - Métodos de estimacao

a. Métodos dos momentos

Este método foi introduzido por Karl Pearson em 1902. O método dos momentos é pouco usado
atualmente por ter sido substituido pelo método da verossimilhanca, que serd visto mais adiante, pois
os estimadores deste possuem maior precisdo e qualidade. Entretanto, a verossimilhanca pode exigir
recursos computacionais e técnicas de solucdo muito complexas de serem estimadas, tornando-se mais
indicado o uso do método dos momentos, visto que este é mais rapido e de mais simples
desenvolvimento. Sendo assim, as estimativas pelo método dos momentos podem servir como
estimativas preliminares do método da maxima verossimilhanga.

Sua descricdo é simples e de facil entendimento. Seja uma variavel aleatdéria x, cuja populacédo
estatistica é caracterizada por um conjunto de k parametros. Considere também uma amostra aleatoéria
dessa populagdo estatistica de tamanho n.

Serdo considerados dois momentos para este desenvolvimento. O primeiro seria o momento
populacional estabelecido como fungdo dos parametros:

Hic '= K’ (81,...,8) = E (¥") (57)

O outro é referente aos momentos amostrais:

1 .
T ] H .
m, ==Yyl jel:k (58)
n ueln
Este método de estimacdo se dara por meio da igualdade entre momentos populacionais com seus
respectivos momentos amostrais. Com isso, chega-se a um sistema de equacgao resultante mostrado a
seguir:

w0 (6,,....6)=m ke{l2..} (59)

A partir entdo da resolugdo deste conjunto de equacgdes, obteremos o conjunto de estimadores
referente ao método dos momentos.

b. Método da Verossimilhanga

O método da verossimilhanca é mais recomendavel, pois possibilita realizar inferéncias com
propriedades altamente desejaveis. Dentre os motivos para o seu uso pode-se citar:

e Ambiente consistente para tratamentos dos diferentes aspectos da inferéncia estatistica:
estimacgdo e testes de hipdtese;

e O conceito de verossimilhanca é muito préoximo ao de probabilidade, de modo que a idéia
central da maxima verossimilhanga possui forte apelo intuitivo;

e Pode ser utilizada como critério para selecao de modelos.

O estimador de maxima verossimilhanga (EMV) € a estatistica que maximiza a fungdo de
verossimilhanca. E possivel utilizar os recursos do calculo diferencial e encontrar o maximo de L(8)
derivando-o e o igualando a zero: dL(B8)/d6=0. Pode-se notar também que como o logaritmo natural de
L é uma fungdo crescente, entdo In(L)=In(L(B)) tem o mesmo maximo de L(B), sendo esta conhecida
como funcao de log-verossimilhanga. Esta funcdo é ainda mais usada do que a anterior uma vez que
sua manipulagdo matematica é mais simples, pois torna os produtos e produtdérios em somas e
somatorios, respectivamente.
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Além de possuir boas propriedades, caso certas condicdoes denominadas condicdes de regularidade
sejam satisfeitas, pode-se dizer que os estimadores possuem as seguintes caracteristicas:

e Consistente;

e Assintoticamente normal;

e Assintoticamente ndo tendencioso;
e Assintoticamente eficiente;

E claro que, apesar de se tratar de um método amplamente utilizado especialmente por apresentar
boas propriedades para sua aplicagdo na area estatistica, algumas dificuldades referentes a seu uso
devem ser aqui citadas:

e Em geral, necessita da especificacdo da populagdo estatistica para ser aplicado.
e Matematica ndo trivial.

e Com excecao de alguns casos, métodos numéricos sofisticados necessitam ser utilizados.
Geralmente sdao métodos iterativos (necessitando, portanto, do estabelecimento de valores
iniciais) e pouco triviais.

e Boas propriedades validas para grandes amostras, podem ndo ser validas para pequenas
amostras.

e Estimadores de maxima verossimilhanca nem sempre existem

e Pode ser sensivel a escolha de valores iniciais. Em alguns casos, outros métodos, como o
método dos momentos, podem ser utilizados para produzir valores iniciais.

Baseado nesse respaldo teorico o tratamento dado a estimacdo dos parametros da distribuicdo em
questdo, gama, pode ser realizado através do método da maxima verossimilhanca. Por isso,
particularizando para a busca dos parametros a e B referentes a distribuicdo gama, teremos a seguinte
equacao de estimacgao:

_n _yl

(a ﬂ) = [r( )] n(a 1 Hya te’ (60)

A partir da equagdo acima e ainda levando em consideragdao o ja mencionado fato de que o trabalho
com a log-verossimilhanca além de possuir boas propriedades é de mais facil tratamento matematico
do que o método da verossimilhanga puro, a equacdo a ser utilizada sera obtida entdo a partir do
operador logaritmo aplicado na equagdo antecedente como segue:

I(, B) =—n-log( ) —n-log(I'()) + i[(a —1)-log(y:) —% (61)

De posse de ambas as equacgdes, observa-se que como também ja mencionado, tanto faz aplicarmos o
método a (61) ou (62) que o resultado serd o mesmo, ou seja, dl/d® = dL/d6 = 0 resultardo na mesma
resposta final.
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