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Metodologia

Neste capitulo serdo apresentadas as metodologias utilizadas neste
trabalho. A segdo 3.1 apresentara a Analise de Fatores cuja relevancia é de
fundamental importancia para a construgdo dos Modelos de indice de Difuséo.
Os fatores serao utilizados no preenchimento dos dados faltantes (se¢éo 3.3), e
seus escores, estimados pelo Método das Componentes Principais (se¢ao 3.2),

serao as variaveis explicativas do modelo econométrico (secao 3.4).

As secbes 3.5 e 3.6 apresentardo os Testes de Diebold-Mariano e de
Direction-of-Change, respectivamente. A finalidade de ambos os testes é
verificar o poder preditivo do modelo proposto quando comparado aos outros

modelos.

3.1

Andlise de Fatores

A Andlise de Fatores € um método estatistico multivariado que busca
resumir um grande numero de variaveis em poucas variaveis latentes nao
observadas, chamadas de fatores. Isto se da pela redugao da dimensionalidade
da matriz de dados X através da decomposicao da sua matriz de covariancia X .
Extraindo-se os autovalores e autovetores associados a esta matriz, é possivel
ordenar a combinagao de variaveis que mais explicam a variancia dos dados.
Assim, se poucos fatores sdo necessarios para explicar a maior parte da

variabilidade dos dados originais, entdo ha uma redugao de dimensionalidade.

Segundo Johnson e Wichern (1998), a motivacao para o uso desta analise
é tentar separar, em fatores, variaveis que teoricamente deveriam explicar
alguma informacado comum entre elas. Ou seja, suponha que se tenha um grupo
de variaveis que fagam parte de certo setor da economia e que sao altamente
correlacionadas entre si, porém apresentam pouca correlagdo com um diferente
grupo de variaveis que representam outro setor. Considera-se, entdo, que cada

grupo representa um fator que é responsavel pelas correlagbes observadas.
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Logo, os fatores estimados apresentam pequena ou nenhuma correlagao entre

Si.

O modelo de fatores mais utilizado é o Modelo de Fator Ortogonal (MFO).
Este modelo considera que ndo ha correlagao (ortogonalidade) entre os
mesmos. Os fatores entrardo como variaveis explicativas no modelo
econométrico e a baixa ou nenhuma correlacdo entre eles satisfara um dos
pressupostos classicos do modelo de regressao linear que é a ndo ocorréncia de

multicolinearidade entre as variaveis explicativas.

Considere o vetor aleatério X, com p componentes (Xl, Xy X p), com

média x e matriz de covaridancia ~. O modelo assume que X é linearmente

dependente de algumas varidaveis aleatérias ndo observaveis F4, Fj, ..., Fp,
chamadas fatores comuns, e p os erros aleatérios €4, €, ..., €, inerentes a ele.

Pode-se escrever esse modelo como:
X,—p =1,F +1L,F + .+ F +&
X, —py, = F +1L,F +..+1, F, +¢&,
Xo—p, =l R +1F+ +1 Fo+e,

p
(1
Ou, vetorialmente:
X-u=LF+e¢

(2)

Onde X — & um vetor (px1), L é a matriz de pesos ou cargas (loadings)
(pxm) na qual o coeficiente Iij € 0 peso da j-ésima variavel no i-ésimo fator, F

sdo os fatores comuns (mx1), e € € a matriz de erros (px1). Pode-se observar

que X — u é a combinagao linear das m+p variaveis latentes F e «.

Em relagio aos vetores F e ¢, cabe fazer algumas hipoteses:

E(F) =04y, COV(F)=E(FF") =1 -
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E(&) =0y, COV () =E(ee') =Y

(pxp) ?
(3)
onde ¥ é uma matriz diagonal.

Considera-se, também, que F e € sdo descorrelacionados,

COV(F,e)=E(Fe')=0

(pxm) -
(4)

A partir da COV (X — 1) pode-se mostrar que a matriz de covariancia X

apresenta a seguinte decomposigao:

S =COV(X)=LL+¥.

e que’

COV(X,F)=L.

E assim segue que:
o (%)= Ii21"‘|i22 +”'+Iiﬁ1 +y,, 1=12,..,p
(7)

Assim, percebe-se que a variancia de X; € decomposta em duas partes:

2

j » chamada de “comunalidade”, associada aos

m
uma correspondente a I
j=1

fatores, e a outra aos erros aleatérios. Com isso, pode-se dizer que a i-ésima
comunalidade é a soma dos quadrados dos pesos estimados da i-ésima variavel

nos m fatores.

® Johnson e Wichern (1998, pagina 398).
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Apesar da semelhanca do objetivo da Andlise de Fatores em estimar L e
Y (ver equagado (1)) com o do Modelo de Regressao Linear, € importante
verificar que aquele nao utiliza variaveis observadas. Ou seja, na Analise de
Fatores, para estimar os coeficientes e o termo de erro aleatério, utiliza-se da
matriz de covariancia X . Para isto, é preciso impor restricdes nesta para que
suas estimacdes sejam Unicas e adequadas para os dados do estudo (ver
Johnson e Wichern (1998, pag. 396)).

Com relagdo aos métodos de estimagdo dos parametros do modelo,
destacam-se o Método das Componentes Principais e o da Maxima
Verossimilhanga. Ambos sdo os mais utilizados, pois a solugcdo deles pode ser

rotacionada para simplificar a interpretagao dos fatores.

No presente trabalho sera apresentado apenas o primeiro método, pois
segundo Stock e Watson (2002 a e b), este € o indicado para a estimacao dos
fatores que serdo utilizados como variaveis explicativas no Modelo de indice de
Difusdo. Para detalhes do Método de Maxima Verossimilhanga, ver Johnson e
Wichern (1998, pagina 411).

3.2

Método das Componentes Principais

O Método das Componentes Principais tem como vantagens em relagao
aos outros métodos de estimagao sua simplicidade, facil implementagao e
adequacdo para grandes bases de dados. Além disso, pode ser utilizado para
lidar com valores faltantes na base de dados. Apesar dos fatores ndao serem
diretamente interpretados, o uso das regressoes lineares ajuda a identificar os

fatores extraidos.

O objetivo deste método é estimar I:(pxm) e \i’(pxp). Sendo X uma
matriz diagonal, o uso do Teorema da Decomposi¢cao Spectral € interessante na

demonstracdo da reducdo do conjunto de dados pelo método. Assim, seja X

com seus pares ordenados autovalor, autovetor (4,e;), com

hA2A, 224,20 . Entdo:

=466 +4,8,8,+ -+ 4,88
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_Mell_
'”‘\/Zep]* :\/ﬂ“—?elz

= [\//’L_lel VA€,

(9)
Esta é a decomposi¢cao da matriz de covariancia para a analise de fatores,
tendo (m = p) e ;= 0 para qualquer i. Assim, de (7) e (8), tem-se:
>=LL+0=LL"
(10)

Nesta decomposicio todas as matrizes apresentam dimensao (pxp). Com
isso, percebe-se que os pesos (loadings) do j-ésimo fator sdo os coeficientes da

j-ésima componente principal.

Como se quer a variancia explicada em poucos fatores (m), ignora-se a
contribuigdo dos p-m autovalores que menos explicam a variabilidade dos dados.

Assim:

ﬂ/ 1
""\/Zem ]* :\/_29 "+ Y (o)

Ve |

[\/’1—161‘\/’1—2‘32

(11)

Onde v, € a matriz diagonal de covariancia dos erros aleatérios. Ou
seja,

m
_ 2
Vi =0 _E,Iij ,
i1

(12)
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para 1=12,---,p. Essa solugdo é conhecida como Solugdo das

Componentes Principais.

A estimacdo impbe restrigdes na matriz de covaridncia dos dados X.
Sabe-se, pela inferéncia estatistica, que a matriz de covariancia amostral S é o

estimador consistente, ndo tendencioso e eficiente de X.

Para aplicar o método na matriz S a partir dos dados originais, deve-se

aplicar a variancia ()  (Xi— X)*) na forma matricial. Logo:

le _1 le _Yl
_ | Xy X, Xp5 =X,
X; —X= — =,
_ X X
Xm p XPJ Xp_

(13)

Assim, a solugdo do Método da Componente Principal para a Andlise de

Fatores & simplesmente especificar os pares aleatorios (ﬂl,él), (/12,@2),

(ﬂp,ép), onde 4, >4,>-->A4,. Fazendo m « p ser o nimero de fatores

~

comuns, a matriz de pesos (loadings) {I } € dada por:

ij

Ve,

[Vl e

(14)

Analogamente a (12), os erros aleatérios sdo estimados como:

m ~
A 2
Vi =S~ 2 ,Iij

i1

(15)

E facil verificar por (11) e (14) que a contribuicdo total do primeiro fator
equivale a ﬂtl assim como a contribuicdo do segundo fator é igual a /'Atz, e assim

por diante (assumindo-se que o autovetor tenha tamanho unitario).
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A proporgéo do total da variancia (©® ) explicada pode assim ser definida:

A~

2’]
Sy +Sy +o+S
®: pp

ﬁ
®

(16)

Onde s; equivale a variancia amostral e ¢ equivale ao numero de fatores

estimados. Cabe afirmar que a primeira razdo deve-se quando da utilizacdo da
matriz S (matriz de covariancia amostral), e a segunda, da matriz R (matriz de
correlagdo amostral). Esta ultima aparece como uma alternativa interessante, ja
que a correlacao informa a relagao linear entre as variaveis, uma a uma, levando

em consideragao a variancia de cada uma delas.

Com a obtencdo da matriz de pesos L, pode-se recuperar a matriz de
covariancia X por (10). Assim, quando se aplica a propriedade da esperanca

matematica, o termo de erro aleatério ndo é utilizado.

Os escores serao utilizados como variaveis explicativas no modelo
econométrico. Eles sdo estimativas dos fatores ndo observados da matriz de
dados X. Espera-se encontrar fatores que representem grupos que caracterizam

setores da economia.

Uma informacado pertinente a respeito do Método das Componentes
Principais esta na presenca de valores faltantes na matriz de dados. Ele nao
pode ser implementado na sua forma tradicional quando ha informacgdes

incompletas na amostra.

A literatura para a solugéo do problema de dados faltantes (missing values)
é extensa e bastante explorada. Existem diversas maneiras de solucionar tais
problemas, que vao desde solugdes simples, como interpolagao e utilizagdo da
média amostral para seus preenchimentos, a técnicas mais avancadas como o
uso do Filtro de Kalman e do Algoritmo EM (Expectation-Maximization
Algorithm).
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Devido a presenca de missing values e séries com diferentes frequéncias,
foi feito um estudo bastante cauteloso utilizando-se o algoritmo EM para o
preenchimento desses dados faltantes. Na se¢éo a seguir sera apresentada uma

explicacdo minuciosa deste algoritmo.

3.3
O Algoritmo EM para Anélise de Componentes Principais

Utilizado para preenchimento de dados faltantes na matriz de dados, o
algoritmo Expectation-Maximization (EM) foi originalmente formulado por
Dempster et al.(1977) e é utilizado para satisfazer a limitagao decorrida do
processo de estimagdo das Componentes Principais. Na base de dados do
presente estudo, o uso deste algoritmo foi de fundamental importancia, pois
havia diversas séries com periodicidades incompletas e frequéncias diferentes.
Para solucionar este problema, foi utilizada uma versao do mesmo, denominada
Algoritmo EM para Analise de Componentes Principais (ACP), elaborado por
Rowies (1997) e adotada por Stock e Watson (2002 a e b).

Segundo Rowies (1997), o preenchimento dos dados faltantes por seu
algoritmo apresenta diversas vantagens. Primeiro, permite um pequeno custo
computacional ao calcular os autovalores e seus respectivos autovetores,
mesmo na presenga de matrizes de dados de grandes dimensdes. Segundo,
permite suas estimagbes, mesmo tendo presente dados faltantes. Por fim,
aproveita todos os beneficios do algoritmo EM tradicional em termos de estimar
as informacbes faltantes pelo método da maxima verossimilhanca a cada

iteragao.

Chamando de y a amostra “completa” do espago amostral Y, e X a

‘incompleta” do espagco amostral X, pode-se referir X como uma matriz

“‘completa” na qual somente é vista desse jeito via Y .

Seja a densidade amostral f(x|¢) ,onde ¢ é o vetor de parametros, pode-

se derivar sua familia de densidade amostral g(y|¢) e escrever sua relagdo da

seguinte maneira:
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g(yl) = [ f(xylg)dx

X(y)
(17)
O algoritmo EM encontra o valor ¢ que maximiza g(y|¢) dado o valor

obervado Y, usando a densidade amostral associada f (X, y|¢) :

Na p-ésima iteragao, o procedimento é realizado em duas etapas:

e Expectation (E): sdo estimados os estados ndo observados t(x) a

partir dos dados completos.

t® — E[t(x)‘y,(zﬁ‘p)J
(18)

¢ Maximization (M): estima-se o parametro do vetor ¢(p*l) como

solucao das equacoes,

Eft(0|¢]=t®
(19)

definindo o estimador de maxima verossimilhancga de ¢.

3.4

Modelo de indice de Difusdo Linear

O modelo elaborado por Stock e Watson (2002 a e b) considera um
pequeno numero de fatores latentes estimados como representantes das
variaveis de cada setor da economia. Com isto, utilizando esses fatores como
preditores, pode-se dizer que representam o resumo do movimento das séries a
partir de sua matriz de correlagao. O uso da Analise de Fatores, neste sentido, é

uma solucao sofisticada que satisfaz todos os pressupostos estatisticos.
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Conforme discutido na secdo 2.1, diversos foram os obstaculos
encontrados para se construir modelos que satisfacam a teoria e possibilitem
fazer uma previsdo confidvel. O uso do grande numero de candidatos a
preditores (N) afetaria pressupostos importantes do modelo classico de
regressao linear. Dentre esses problemas, destaca-se o aumento nos erros de
estimacdo, tendo como consequéncia uma diminuicdo na confiabilidade da

previsao.

No artigo original, os autores mostraram que quando N é grande, as
estimativas dos fatores pelo Método das Componentes Principais s&o
consistentes e tendem ao verdadeiro fator com erros idiossincraticos
correlacionados®. Este resultado confirma-se mesmo quando N > T, onde N séao

os candidatos a previsores e T o tamanho da amostra para estimagao.
Mostraram, também, que a previsdo Y,,, dos fatores multiplicados por seus
coeficientes (ambos estimados) converge para os verdadeiros valores VY, .

Além disso, sabendo do fato da instabilidade temporal dos modelos de previsao
de ciclos de negdcios, eles comprovaram que a consisténcia dos resultados

mantém-se quando ela é pequena e fracamente dependente no espaco.

Para se fazer a previsao do modelo, deve-se usar dois procedimentos. O
primeiro consiste em estimar séries temporais dos fatores (escores) a partir dos
N preditores. O segundo consiste em estimar por Minimos Quadrados Ordinarios

a relacao entre a variavel a ser prevista e os fatores.

Assim, sejam X, os N candidatos a previsores, T o tamanho da amostra
para estimagdo e Y, a variavel a ser estimada, assume-se que o vetor (Xt , th)

admita ser representado por r fatores latentes comuns através do modelo de

fatores F,. A estimagdo do modelo da-se algebricamente da seguinte maneira:

X, =AF +e¢,

(20)

* Caso os disturbios €, em (20) fossem independentes, esta equagdo se equivaleria ao
Modelo Classico de Analise Fatorial. Para mais detalhes, ver Johnson e Wichern (1998).
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9t+h = ﬂF Ft + ﬂ\;th + éuh
(21)

A

onde h é o horizonte de previsdo, os vetores F, e W, sdo os vetores com
os fatores estimados e os lags de Y,, respectivamente. Além disso, ¢, € o erro

de previséo e €, € o vetor de disturbios idiossincraticos.

3.5

Teste de Diebold-Mariano

Apresentado em Diebold-Mariano (1995), este teste é utilizado para
comparar, estatisticamente, o desempenho preditivo do modelo de interesse,
tendo como benchmark as proje¢des ingénuas do modelo random walk (passeio
aleatdrio). Dentre diversos testes propostos na literatura de previsdo de dados
no tempo, este é o mais utilizado, tendo como uma alternativa interessante o
teste de Giacomi-White (2006).

Na sua forma tradicional assume-se a hipétese nula (H,) de que as

previsbes do modelo a ser testado e do passeio aleatério sejam iguais. O
procedimento considera a diferenca do erro quadratico médio (EQM) entre

ambos. Ou seja,

H,:d, =0
H,:d, #0
(20)
onde,
d = L(y) - L(z,).

(21)
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(22)

(23)

sendo X, Y, € Z, os dados reais, as previsbes do modelo a ser testado e as do

random walk, respectivamente, comt=1, ..., T.

Assim, de (22) e (23), conclui-se que o teste considera que a distancia

(EQM) entre as previsbes do modelo e a ingénua ¢é igual.

A estatistica de teste considera que, sob H,, ndo existe diferenca via

métrica EQM entre ambas as previsdes, assim:

a

DM = ~N(0D

~

274, (0)

5}

onde fd (0) é um estimador consistente de f,(0), sendo

fd(0>=§ S 74 (0),

a densidade espectral de L nafrequéncia zero,

74 () =E[(d, - u)(d,_, — 1)]

(24)

(25)

(26)
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é a autocovariancia de L com 7 lags e # a média da populagédo de L.

Com isso, segue-se que:

A T s ) .
27, (0) = | x5
) r;_l) (SU j 74(7)

(27)
onde
(sw)
S(T)
(28)
€ o chamado lag window e, S(T), o truncation lag. Ademais,
7a(7) = Ti i(dt - axdt—\r\ - J)
e
(29)

é a funcao de autocovariancia.

3.6

Teste de Direction-of-Change

Considerado um caso particular do Teste de Diebold-Mariano, é também
um teste que verifica o poder preditivo do modelo a ser testado. Formulado pelos
mesmos autores, busca verificar se as previsdbes do modelo a ser testado
apresentam o mesmo sinal dos dados reais. Em outras palavras, o objetivo &

saber se os movimentos preditos e reais tém o mesmo movimento.
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-1
H :d>=
0 2
H, :(T<1
2
(30)
Sendo d :
2.4,
a: t=1
T
(31)

onde d, é uma variavel indicadora, tal que:

-

=1, se a previsao do modelo acerta a mudanca de diregao;

= 0, caso contrario.

-

Assim, um valor de d maior do que 0.5 indica que o modelo consegue
prever a mudanca de direcdo. Por outro lado, se a estatistica for menor do que

0.5, as previsdes tendem a ndo seguir o movimento real da série.

A estatistica de teste pode assim ser definida:

(d -05)

“N(01).

(32)
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