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5
Cédigos e calculos complementares

51
Aproximacdo dipolar quase estatica

Solucdo da equacado de Laplace em coordenadas esféricas:

Devido ao fato de estarmos modelando o problema para uma esfera metalica
isolada, o uso das coordenadas esféricas se torna necessario. Desta forma, para se
obter o Laplaciano em coordenadas esféricas, é preciso converter o Laplaciano em
coordenadas cartesianas se utilizando das seguintes relagfes que podem ser

visualizadas na figura 57:

X = rsenécos ¢ y = rsenéseng Z=rcosé
2 2 | _2\12 4,z ay
r=x>+y2+2z%) 0 =cos (=) ¢ =tan" (=)
r X
Z
A
0
ro|
S y
d
X

Figura 56: Sistema de coordenadas esféricas.
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Apds a substituicdo das relacdes acima no Laplaciano em coordenadas

cartesianas obteremos o Laplaciano em coordenadas esféricas:

1 o ,r’o 1 0 1 o
Vi(r,0,p) = — —(senfd—
(r.0.9)= ( ) r’send 649( 86?) r’sen’d o¢°

(2.82)

Com isto estamos interessados em resolver V2(r,8,6)V (r,0,¢) =0

10 r28V)+ 1 ( ) 1 v
r2or or r’sené 00 r2sen0 9¢®

VA(r,6,¢\VN (r,0,¢) =

Vamos assumir que o problema possui simetria azimutal de modo que o

Laplaciano de V em coordenadas esféricas se resuma em:

o r2oVv 1 oV
——(send—) =0 2.83
ar( or )+ send 849( 60) ( )

Para resolver esta EDP (Equacéo Diferencial Parcial) de segunda ordem
vamos utilizar o método das varidveis separadas. Desta forma, estamos
interessados em uma funcdo V continua de classe C? (diferenciavel duas vezes)
que seja o produto de duas funcdes também continuas de classe C? com uma

dependendo de r e a outra de 9.
V(r,0) = R(r)O(6) (2.84)
Substituindo a equacédo (2.84) em (2.83) e dividindo tudo por V, obteremos:

10 ,r% 1 1 0®
- end—) =0 2.85
Rar( ) @sen0 d¢9( 89) ( )

Que ¢ uma EDP de segunda ordem nas variaveis r e 8. Desde que o primeiro
termo dependa somente de r € o segundo termo somente de 0, entdo cada um vai
ser igual a uma constante e obteremos duas EDO’s (Equagdo Diferencial

ordinéria) de 2° ordem:
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r’dr
EE( )=1(1+1) (2.86)
11 0 00
osenado o0’ MY (&0

2

. d r<dR
A equacao —
auat dr(dr

) =1(I +1)R possui a solucédo geral:

R(r) = Ar' + B

rI+1

(2.88)

onde A e B sdo constantes arbitrarias a serem determinadas a partir das condic¢des

de contorno do problema.

A obtencdo da solugdo da equagdo di(sene(;—@) =-I(l +1)send.® é nédo

trivial e requer argumentos matematicos que ndo serdo tratados nesta dedugdo. As

solucdes sdo os polinémios de Legendre na variavel cos6.

®(0) = P, (cos9) (2.89)
Onde P, (x) é definido pela férmula de Rodrigues:
d

(—)'(x*-1)" comlez". (2.90)

i )_2'|l dx

A solucdo geral para o potencial é dado pelo produto das duas soluces:

V(r,0) = (Ar' +r|—B+1)P| (cos ) (2.91)
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Aplicando as condicdes de contorno na solucdo geral:

Em geral o campo elétrico E dentro da esfera metélica é diferente do campo
elétrico fora da esfera. Sabemos também que o campo elétrico incidente nao sera
afetado pela esfera para distancias muito afastadas da esfera (r — o). Além disso,

0 campo no centro da esfera poderé ter valor finito?:2>Erro! Indicador ndo definido.

0
campo sera diferente de zero). E a quarta e ultima condicdo que garante a
continuidade das fungbes E e V na interface particula meio (r = R). Estas quatro

condigdes podem ser expressas da Tabela 1:

Resumo das condi¢cdes de contorno para o campo elétrico
Dentro vs fora da esfera Superficie da esfera (r = R)
Condigéo E1A: Condicédo E2A:

E_(%Y.2) —>Eo§ se I o EnpErint = €nEr e (Condicao radial)

Condicéo E1B: Condicédo E2B:
E,.(X,Y,2) > Finito se r— 0 E, e E, séo continuas

(Condicéao tangencial)
Tabela 6: Resumo das condigbes de contorno para o campo elétrico E. Do lado
esquerdo a condicdo associada as partes interna e externa a esfera metalica
(nanoparticula) enquanto do lado direito as condi¢cdes associadas a superficie da esfera
(r=R).

Devido ao fato da deducéo ter sido realizada para a obtencdo do potencial
dentro e fora da esfera, devemos reescrever as condi¢des de contorno para o
potencial V (Tabela 2).
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Resumo das condi¢cdes de contorno para o potencial

Dentro vs fora da esfera Superficie da esfera (r =
Condicao V1A: Condicao V2A:
limV,, (r,6) > -E,z=-E rcosé Ny NV _
r—o Enp =&, parar =
or or
se r— - :
(Condicao radial)
Condicéo V1B: Condicéo V2B:
Vi(r,6) >0 se r—0 Voint =Voen V¢,int :V¢,ext

103

R)

R

Vi (R,0) =V, (RO para r=R

(Condicéao tangencial)

Tabela 7: Resumo das condigBes de contorno para o potencial. Do lado esquerdo a

condicdo associada as partes interna e externa a esfera metalica (nanoparticula)

enquanto do lado direito as condi¢des associadas a superficie da esfera (r = R).

Vamos agora examinar a equacdo do potencial (2.91) para valores

especificos de I.
i Paral=0:

Vamos aplicar inicialmente as condi¢cGes dentro e fora da esfera

metélica. Inicialmente serd aplicada a equacdo (2.91) a condigdo V1A:

B,
r

ext

B
limV_, (r,0) =lim(A,,r° + Oext )P, (cos ) = lim(A,, +
r—oo r—oo ! r r—oo !

)= Ay« =—E,rcosd

Lembrando que o polindmio de Lengendre de ordem zero € sempre 1

para qualquer valor de X, isto ¢, P,(x)=1 ¥xeR ou €C. Com isto a

condigédo V1A nos forneceu:

Ay =—E,rcosd

Para determinar B, temos que aplicar a condi¢éo V1B, isto é:

(2.92)
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H I H 0 BO,int L 0 BO,int _
I|mVim(r,6')_I|ng(A0imr + )P, (cos @) =lim(A,,,.0" + )=
r—o r—> ' r r—o ' r

com isto deveremos ter que B,;,, = 0 para que o potencial se aproxime

de zero no centro.

By = 0 (2.93)

Agora vamos determinar os coeficientes A, e B, a partir das condicdes

de superficie (interface NP e meio dielétrico), isto €, aplicaremos as condigdes

V2A e V2B. Aplicando primeiramente a condicdo V2B, teremos que:

BO int BO ext .
Vint(Rl 0) :Vext (R7 6) = AO,int + T’ = Ao,ext + T‘ Com IStO,

substituindo B,;,, e A, dados pelas equacbes (2.92) e (2.93) na

expressao acima obteremos que:

BO ext
Ay ine = —E,rcos@+ R (2.94)

E por ultimo aplicaremos a condicdo V2A que nos fornecerd os

coeficientes finais:

c aVint =c aAO,int _ 0
R SR
oV, 0 Bo.ex By ex
en——=¢, —(-E,rcos@+—)=¢,(—E, cos g — —
L =) = 5, (-, Cos0——5)
Com isto:
ngOcosez—gm%:Eocosﬁz— :f“ = By, =—r°E,cos0
By e =—T°E, COS 6 (2.95)

Voltando agora na equacéo (2.94) veremos que:

’E 7
Ay =—TE, cosg — IS0 9¢
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2
- r‘e, cosé
Comisto V,,, = —rE, cos - ———

r’E, cosé
V.. =-rE,cos - ————

ext —

= 0! (que viola uma das quatro condigdes

da Tabela 2). Com isto, concluimos que para | = 0 ndo existe nenhuma

solucéo para o problema de contorno. Vamos examinar a solucéo para:

M 1=1:
Seguindo 0s mesmos passos acima, veremos que:

; : B, e : By eq COSO
!mvext (ra 9) = !I_rl]O(Aiext r+ r—2) Pl (COS 0) = !m(Ai,ext rcoso+ r—z)

. By e COSO
= !m(Al,extz_'_r—z) = ,extz :_Eoz
Desta forma teremos que:
A.'L,ext = _Eo (296)

Agora, se utilizando da condi¢do V1B, teremos pelo mesmo motivo

observado acima que:

- - Bl int H Bl int COS@ H
limV,, (r,0) =lim(A;,r + —-)P,(cos ) = lim(————) = com Isto
r—o r—o ' r r—o r

B, = 0 para que o potencial se aproxime de zero no centro:

=0 (2.97)

1,int

E finalmente aplicando a condi¢do V2B e V2A teremos respectivamente
que:
Vint(R! 0) :Vext (R1 9)

COS

B1,int 0 Bl,ext Cos 9 .
- Al,imRCOSQJrT = A ReosO0+—=—""——  com isto,

R2

substituindo B,;,, e A dados pelas equagbes (2.96) e (2.97) na

expressdo acima e dividindo ambos os lados por cosd e depois por R

obteremos que:
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B
A =—E, +—5 (2.98)

R3

Sabemos que:

cos @
2

Bl, ext

Vi.=A,;.rcos@ eV, =—E rcosé+
' r

E suas derivadas sdo dadas por:
: 2B, cosd
N _ A . COSO e New _ —E,cos0 - ———
or ‘ or R
Aplicando a relacéo que define a condigdo V2A, veremos que:

2B
EnpPLint COSO =&, (-E, cos 6 —

parar=R.

1 ext COS 0
R? )

B 2B, coséd
**Ycosh = ¢, (—E, cos @ —“2—3)

R3

&y (B, +

B 2¢,,B, ., COSO
— &, E, c0s0+ &y, —2cosh=—¢, E, cos——" X
Np =o Np RS m*=o R3

cos @

.. B 2¢. B
Np Plext coS 6 + m “1,ext = ngEo COSH—&‘m Eo cosé

R® R®
Enp COS O . 2¢,,€0S0

Bl,ext ( R 3 R 3

)=E,cos0(ey, —&,) e finalmente:

E.R(sy, — €
Bl,ext =— ( - m) (299)
ey 26,

Substituindo a equacdo (2.99) na equacdo (2.98) obteremos o coeficiente
Al,int :

Eo(ng _gm)
- 7

(3.00)
Eyp 26,

Al,int = _Eo

Com isto a expressao final para o potencial dentro da esfera metalica é:

E,rcosf(ey, —&n)

B, .
Vi (r,0) = A, F c0s 0 +—3 cos @ = —E,r cos & +
' r Enp + 28,

V.. (r,0) =ﬁEor cos & (3.01)

Enp T 28,



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912567/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912567/CA

107

Analogamente obteremos a expressdo final para o potencial fora da

esfera metalica:

EoRg(‘ng _gm)

B
Voo (1,0) = A, I COS O + —2* cosH:—Eorcosé’+izcos¢9( )
’ r r Eyp T 28,
Ep —€m  ER®
V. (r,0) =—E,rcosg+(—= )—° 2cos¢9 (3.02)
Enp T 26, r

Porém sabemos que E =-VV (Laplaciano em coordenadas esféricas).

Desta forma, o campo elétrico no interior da esfera metalica é dado por:

= 3 " 3 "

E (r0)=—"m" E cos@r-——=n__Esendo (3.03)
2, + &y, 28, + &y,

Vamos agora utilizar as seguintes relacfes na equacéo (3.03) com o objetivo

de obter a expressdo final para o campo elétrico no interior da esfera metélica:

n N n

r=cosédz+sendy

A

0 =-senfdz+cosfy

Com isto o campo elétrico E;,, é dado por:

= —LE; (304)
nt 26, + &y '

Analogamente, fazendo o mesmo para 0 campo externo, obteremos a

expressao final para o campo elétrico no exterior da esfera metalica.

. ~ 2R%(g, — & ~ R3(gy, —& »
£, —E, 7+ 28w ~En) E,0080 1 R (Eny =) Bysend (3.05)
26, + &y, r

2e, + &y, r

Podemos reescrever a equacdo (3.05) em funcdo do médulo do momento de

dipolo, isto é:
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_ (‘9Np _gm)

2&, + &y,

R°E

(o]

(3.06) >

E

ext

=E z

(o]

N

N 2pcosé . psend

r

3

r

3

N

0

108

(3.07)
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5.2
Parte real e imaginéria do indice de refracao

O indice de refracdo pode ser escrito em fungdo da constante dielétrica

através da seguinte equag&o:

n=+e= JEr Hlg, =Ny +in (3.08)

Serd mostrado que a parte real e imaginaria do indice de refragdo é dada por:

Jei+el +eg Jei+el —eq
n J—

2 € Mim = 2

Np = (3.09)

De (3.08) temos que:

— H _ H 2 _ 2 2 H 2 2 2 2 .
g=¢&g tigy, =(Ng +in,, )" =n;" +2ngin, —n,.° =(Ng" =N, ") + 20Ny,
Que gera um sistema linear envolvendo a parte real e imaginaria de € e n.

2

gn =Ny —n,.° (3.10)

Em = 2NNy, (3.11)

&
De (3.11) temos que nNg :2r:m que substituindo em (3.10) teremos que
Im
2 4 2
& _gL—n 2 _4n|m——€|m \V ; ; -
R = m = 3 amos primeiramente encontrar as solucoes

4n, ? 4n,

para n,, : Reescrevendo a equacdo acima, obteremos um polindmio de quarto grau

emn,, .

2
2 2 4 2 & 2 2
ER—Em =02 Ny =Ny ep — IZ =0> A=&" +¢,

an, * —4n,

Com isto teremos duas soluc¢des quadradas para n, . , isto é:

Im

2 gR""\/ng"'glmz 3.12)e n|m22 :gR_'\/ng_'_glmz (3.13)

n p—tl
Im1 2 2

Agora vamos utilizar o mesmo recurso para determinar ng:

De (3.11) temos que n,, :gi, ento (3.10) fica &, =n,” — fm__ —im
2nR 4nR

Com isto teremos um polindmio de quarto grau em ng, isto é:

2
4 2 2 4 2 Em 2 2
4nR _4nR gR_glm 209 nR _nR (C,'R— 4 _09 A:gR +8|m
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Desta forma, teremos duas solucdes quadradas para n, , isto é:
& +1[€2+8 2 & —1/6‘2+8 2
2 — R ; Im (314) e 2 — R ; Im

Resumo das solugdes quadradas:

Ney (3.15)

nRZ

n

Im1 ’ r]Im2

[ 2 2 [ 2 2
2 ErtWEr tEp ) 2 Er V€ T&p
2 2

an ’ nRZ

[ 2 2 [ 2
2 ErTyér té ) 2 ErRTWER T
2 2

Um teste rapido mostra que as solucgdes que satisfazem o sistema s&o:
2 2 2 2
2 ErTyér té e n 2 Er—WEr té&p
2 2

demonstrar.

an

como queriamos

Im2
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5.3
Codigo do KS400

# Abertura do Arquivo

imgdelete "*.*"

Gclear O

imgsetpath "Z:\AlunosIPDI\2009\EricPaula\Trabalho"
imgload "l12nmafter23.bmp", 1

# Segmentacdo

imgRGB2grey 1, 1
imgstatus 1, tamx, tamy

# Eliminando fronteiras

MSsetprop "FRAMEMODE", 1

MSsetprop "FRAMESTARTX",1
MSsetprop "FRAMESTARTY",1
MSsetprop "FRAMESIZEX", tamx-2
MSsetprop "FRAMESIZEY", tamy-2
#MSsetprop "DRAWFEAT", "DRLABELU"
MSsetprop "DRAWFEAT", "DRCONTOURU"

# Impondo conexdo 4

MSsetprop "CONNECT", 4
Gclear O

#Aplicando dvalleys

dvalleys 1,2,3.00,1
Gextract 2,128,255,13
imgdisplay 1

imgcopy 1,3

Gmerge 3,0

Gclear O

dislev 3,4,1,251,1
MSdrawmask 4,1
imgdisplay 1

Gclear O

grainsbin 4,5,2,5,1,12
Gclear O

MSdrawmask 5,1
imgdisplay 1

MSsetprop "REGIONFEAT", "AREA, FERETMIN, FERETMAX, DCIRCLE, FCIRCLE,
MAXD"

#escala = pixels/microns
# com 483 pixels
# e campo = 3pm => 6.211 nm/pixel
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# e campo = 2pm => 4.141 nm/pixel
# com 340 pixels
# e campo = 500 nm => 1.471 nm/pixel

MSsetprop "SCALEX",2.0790
MSsetprop "SCALEY",2.0790
MSsetprop "UNIT", "nm"
faltura = 40

MSsetprop "DENSFACTOR", 33.77/256

MSsetprop "DENSUNIT", "nm"

# surfgrey
1,2,32,32,448,448,4,30.0,30.0,30.0,0.50,1.00,0.10,0.90,0.50,11,0,1

MSsetprop "CONDITION", 1

MSsetprop "CONDITION", "DCIRCLE>15" # && DCIRCLE<70"
Gclear O

MSdrawmask 5,1

imgdisplay 1

MSmeasmask 5,1, "DATABASE",0,1,10

datalist "DATABASE", 0,0

datahisto "DATABASE","DCIRCLE",0,15,17.000000,70.000000,30.000000
datahisto "DATABASE","FCIRCLE",0,15,0.450000,1.000000,35.000000
datahisto "DATABASE", "MAXD",0,15,10.000000,30.000000,30.000000
datadist

"DATABASE", "DCIRCLE", "DATABASE", "MAXD",0,15,15,0.000000,100.000000
,0.000000,100.000000

datascat

"DATABASE", "DCIRCLE", "DATABASE", "MAXD", 0,17.008400,68.396100,13.47
1700,29.785500

#surfgrey
1,2,32,32,448,448,4,30.0,30.0,30.0,0.50,1.00,0.10,0.90,0.50,11,0,1

imgpal2RGB 1, "cor"

Gmerge "cor"

imgsave "cor", "so6nmspt003500nmcolorida.tif"
stop

extdisdyn 1,6,2,38,0,1,12

Gclear O

Gextract 2,128,255,13

Gmerge 6,0

Gclear O

grainsbin 6,7,2,5,1,12

Gclear O

MSdrawmask 7,1

imgdisplay 1

MSmeasmask 7,1, "DATABASE",0,1,10
datalist "DATABASE", 0,0
datahisto "DATABASE","DCIRCLE",0,15,0.000000,100.000000,100.000000
MSdrawmask 7,1

imgdisplay
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5.4
Codigo de simulacao do Maple 14

Pardmetros da simulacéo -

Carga do elétron:

> e:= 160217653 * 10" (-19)

massa efetiva do elétron:

> m:=099*9.1091 * 10" (-31)

Densidade dos elétrons livres:

> p:= 590172415543 * 10" (28)

Permissividade do Vacuo:

> e0:= 8.8541878176 * 10~ (-12)

Tempo de colisdo associada com a exitagdo coletiva dos
elétrons:

> 1:=93*10"(-15)

Damping parameter:

> B:i
T

Velocidade da Luz:

> ¢c:=3*108

Constante dielétrica do meio hospedeiro:
> eh:=1

Filling Factor Definitions:

>
> fBnm = 2-1072

> f8nm :=4-10"°

> f10nm :=6-10"2

> f12nm:=8-10"°

> f20nm = 10-1072
Lambda de ressonancia:
> Jo:= 520-1079

Frequéncia de ressonéancia:
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Frequéncia do plasma de elétrons livres:

> wp:= e~sqr‘t( P j

Funcao A(

> Ai=w—

> Aw)

m-eo

2:T-Cc

w) responsavel pela varredura das frequéncias:

114

Parte real e imaginaria da constantre dielétrica do metal vinda

do modelo de Lorentz:

>

>

>

2
el =w—1- —WPE'T 5
1+ (T'W)
eT(w)
2 = w— wif 5
W-(’I + (‘C'W) )
e2(w)

Constante dielétrica do metal:

> g = w— €l

>

>

Constante dielétrica efetiva de Maxwell-Garnet:
(gj(w) + (2-eh) + (2-f6nm-(gj( W) —eh)))

>

>

>

\%

vV V. V VvV VvV

ej(w)

w) + [-e2(w)

o )
eff = w (ej(w) + (2-8h) - (Brm-(gjw) —eh))) o
(gj(w) + (2-eh) + (2-f8nm-(ej(w) — eh)))
effg = (6j(w) + (2-8h) - (Brm-(gj(w) —eh))) o
(gj(w) + (2-eh) + (2-f10nm-(ej(w) — eh)))
eff10 = w (ej(w) + (2-eh) - (F10nm-(gj(w) - eh)))
. (gj(w) + (2-eh) + (2-f12nm-(ej(w) — eh)))
eff12 = w (ej(w) + (2-eh) - (F12nm-(ej(w) - eh)))
(gj(w) + (2-eh) + (2-f20nm-(ej(w) — eh)))
BfE0 =W = ~ejtw) + (2-¢h) - (f20nm-(ej(w) - eh)))
eff(w)
eff8(w)
eff10(w)
eff12(w)
eff20(w)
Parte Real da CDF:
> Realeff := w —»>R(eff(w))
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Realeff8 == w —R(eff8(w))
Realeff10 := w —R(eff10(w) )

Realeff12 := w —R(eff12(w))

vV V VvV V

Realeff20 := w —R(eff20(w) )

Realeff(w)
Realeff8(w)
Realeff10(w)

vV V Vv V

Realeff12(w)

> Realeff20(w)

Parte Imaginaria da CDF:
Imageff := w — J(eff(w))
Imageff8 = w —J(eff8(w) )
Imageff10 := w = J(eff10(w) )
Imageff12 := w —=J(eff12(w) )
Imageff20 = w —J(eff20(w) )
Imageff8(w)

Imageff10(w)

Imageff12(w)

vV VV V V V V VvV YV

Imagleff20(w)

Plot da parte real da CDF:
>

plot( [ Realeff(w) ],w=5-10"9.1.2-10"6, color = [ blue], style = [ line].
titlefont = ["ROMAN", 15], labels = [ "Frequency (w)",
"elMG(w)"], axesfont= [ HELVETICA, 121, labelfont
= ["HELVETICA", 12], gridlines = true, labeldirections
= [ horizontal, vertical], axes = boxed, title
= "Simulation for Real(eff)")

Plot da parte real da CDF:
>

plot( [ Realeff(w), Realeff8(w), Realeff10(w), Realeff12(w),
Realeff20(w) ],w=5.6-10"9.1-10"6 color = [ red, blue, green,
black orange], style = [ line], titlefont=["ROMAN", 15], labels
= ["Frequency (w)", "elMG(w)"], axesfont = [ HELVETICA, 12],
labelfont= ["HELVETICA", 12], gridlines = true, labeldirections
= [ horizontal, vertical], axes = boxed, title
= "Simulation for Real(eff)")
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>

Plot da parte imaginaria da CDF:

plot( [Imageff(w) ],w=6-10"9.1-10"8, color = [ red], style = [ line],
titlefont = ["ROMAN", 15], labels = [ "Frequency (w)","e2MG(w
"1, axesfont = [ HELVETICA, 12], labelfont= ["HELVETICA", 12],
gridlines = true, labeldirections = [ horizontal, vertical], axes
= boxed, title ="Simulation for Imaginary(eff)")

Plot da parte imaginéria para 5 fill factors diferentes da CDF:

>
plot( [Imageff(w), Imageff8(w), Imageff10(w), Imageff12(w),

Imageff20(w) ], w=5.8-10"9.1-10"8, color = [ red, blue, green,
black orange], style = [line], titlefont=["ROMAN", 15], labels
= ["Frequency (w)",'e2MG(w)"], axesfont = [ HELVETICA, 12],
labelfont= ["HELVETICA", 12], gridlines = true, labeldirections
= [ horizontal, vertical], axes = boxed, title
= "Simulation for Imaginary(eff)")
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