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2
Modelagem Matematica do Problema

O escoamento de uma gota imersa em um fluido através de um capilar
¢ um problema transiente, nao linear, bifasico com superficie livre e descrito

pela equagao de Navier - Stokes e as condig¢oes de contorno apropriadas.

2.1
Descricao do problema

Como ja foi discutido, o interesse do trabalho é estudar o escoamento de
uma gota imersa em um outro liquido imiscivel através de um capilar reto e com
garganta. Deseja-se determinar o efeito da geometria, da razao de viscosidades
das duas fases, da tensao interfacial, do tamanho de gota. Uma representacao

esquematica é apresentada na figura (2.1).

Figura 2.1: Gota em um capilar

Adota-se as seguintes considerac¢oes na solucao do problema:

— Escoamento axisimétrico, por isso nao considera-se a diferenca de massas
especificas nem os efeitos da gravidade. Como consequéncia o problema

3D converte-se em 2D.
— Escoamento desenvolvido na secao de entrada.
— Fluidos incompressiveis e imisciveis.

— Processo isotérmico, assim as propriedades como a massa especifica e a

viscosidade sao constantes em cada fase.
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2.2
Formulacdao matematica

2.2.1
Equacdes de conservacao da quantidade de movimento linear e massa

Em cada uma das fases (I=w ou 0), o campo de velocidade e pressao
devem satisfazer as equacoes de conservacao da quantidade de movimento

linear e massa:

ou, _ - = -
m3#+mmvm:v1H4? (2-1)
0 _
é}+vwm:o (2-2)

onde py, 4, 1) e fP representam a massa especifica, campo de veloci-
dade, tensor de tensoes e for¢a de corpo de cada uma das fases (6leo e dgua)

respectivamente.

Assumindo que os dois liquidos sao Newtonianos, o tensor das tensoes é

escrito como:

Ty = —pd + w[Vi + V") (2-3)

onde p; e j; representam a pressao e a viscosidade de cada uma das fases

respectivamente.

Na interface entre os fluidos, deve-se aplicar as condigoes cinemaéticas e
de balanco de forcas. Considerando as forcas capilares, o balanco de forcas é
escrito como: dE

- (Ty =To) = o (2-4)

di

onde 7 € o vetor unitario normal a interface, o ¢ a tensao interfacial e 7

é a curvatura da interface.

Embora tem-se mencionado as equagoes em forma dimensional, o pro-
blema poderia ter sido apresentado usando a formulacao adimensional. Os

nimeros adimensionais que governam o escoamento sao os seguintes:

— Razao de viscosidades: 5—"

w
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dgota e Dgarganta

— Razao de diametros:
Dcapilar Dcapilar

pVDcapilar
w

pwV
g

— Ntumero de Reynolds: Re =

— Numero de capilaridade: Ca =

Para o problema tratado o nimero de Reynolds é pequeno (Re ~ 107%),
uma indicacao que as forcas viscosas dominam o escoamento em comparacao
com a forgas inerciais. Por outro lado, o niimero de capilaridade Ca é utilizado
para caracterizar a maioria dos casos rodados (o # 0), os valores dele indicam
se as forcas viscosas sao mais dominantes que as forcas devido a tensao

interfacial no escoamento.

A posicao da interface entre os fluidos é desconhecida a priori e faz parte
da solucao do problema, caracterizando este escoamento como um escoamento

de superficie livre.

Neste trabalho, o problema de superficie é resolvido numericamente

utilizando o método de curvas de nivel (Level Set) descrito a seguir.

2.2.2
Método de Level Set

No método de Level Set, cada fluido é “marcado” por um campo escalar

c. O sinal do valor de ¢ define que fluido ocupa cada ponto de dominio.

c <0 = fase 6leo({));
¢ =0 = interface(09Q); (2-5)

c>0 = fase dgua(fly).

Desta forma, a viscosidade de cada ponto é escrita em funcao do campo

escalar c:

() = pa + (p2 — pa) He(c) (2-6)

onde py e o sao as viscosidades de 6leo e de agua, respectivamente e

H_(c) é conhecida como fungao Heaviside suavizada e dada por,

+ — Sin(%) (2-7)
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H_.(c) é uma fungao continua da fungao degrau que ajuda a melhorar a
estabilidade numérica quando a viscosidade ¢ interpolada ao longo da interface

e é mostrada na figura (2.2).

05

—€ € c

Figura 2.2: Funcao Heaviside suavizada

A isolinha ¢ = 0 representa a interface entre os fluidos. O movimento da
interface é descrito por uma equacao de transporte do escalar ¢ sem termos
difusivos: dc

Fril u.Ve=0 (2-8)

Como a equagao carece do termo difusivo, o campo ¢ é sé convectado

pelo campo de velocidade 1.

Tradicionalmente, o campo inicial ¢ é definido como uma fungao distancia
com sinal, isto é, além de considerar a distancia entre qualquer ponto no
dominio €2 e a interface 0f2, considera-se a relacao de pertinéncia do ponto aos

dominios para definir o sinal.

Se os erros numéricos forem despreziveis, a equacao de transporte de ¢

ird preservar a isolinha ¢ = 0 como sendo a interface entre as duas fases.
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Como a equagao (2-8) é puramente hiperbdlica, as condigoes de contorno
do campo ¢ devem ser especificadas ao longo das fronteiras do dominio onde
ocorre um fluxo entrando. Nos trabalhos relacionados com o método Level
Set, como no trabalho de Sussman[12], as fronteiras do dominio s@o paredes
e as condicoes de contorno nao sao necessarias. No problema analisado neste
trabalho, claramente existe uma fronteira com fluxo de entrada, onde a funcao
¢ deve ser especificada a cada instante de tempo. Isto inviabiliza a utilizacao
usual da funcao ¢ como a distancia de qualquer ponto até a interface do
dominio. A alternativa adotada neste trabalho foi definir a funcao ¢ de forma
que “longe o suficiente”da interface ela assuma um valor constante +1 ou —1,
de acordo com a fase. A transi¢ao entre estes dois valores extremos ocorre de

forma suave. A func¢ao ¢(z) em t = 0 foi definida como:

+1 se d(T) > &g
o(7) = ) L2+ Lsin(*LP) se —c. <d(z) < e (2-9)
-1 se d(T) < —e..

onde ¢, é um parametro que define a faixa de transicao entre os valores
extremos ¢(x) = £1 e tem unidade de comprimento (ndo deve-se confundir
com o ¢ ja definido). Além disso, d(z) é a distancia euclidiana entre o ponto

e o ponto mais perto dele pertencendo a interface 02 entre as fases.

d(z) = min(z — z..), T, € OS2 (2-10)

A figura (2.3) apresenta a fungao ¢(z) definida pela equacao (2-9) em funcao
da distancia d a interface. O campo de ¢(Z) para uma interface circular é
mostrado na figura (2.4). Em ambas figuras, pode-se observar claramente a
transicao suave entre as duas fases, o que minimiza erros numéricos na solucao

da equacao de transporte (2-8).

A forga capilar que aparece na condicao de contorno entre as fases é
incluida na solucao pelo método de Level Set através de uma forca de corpo,

como foi descrito por Brackbill[16] e é definida como:

/ ckndl = lim [ ockVed(c)dQ (2-11)

onde h; é a espessura da interface, o foi definida como a tensao interfacial

entre as fases, k é a curvatura da interface e §(c) é a funcao delta de Dirac
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+1

—€. €

Q- Qo
oleo - agua

Figura 2.3: Definicao de ¢ em fungao de d

0.04

0.02

Figura 2.4: Campo escalar ¢ no dominio do capilar

suavizada, isto é, a derivada da fungao Heaviside suavizada H.(c) e é mostrada
na figura (2.5).

5(c) = - %[1 +cos(2)) (2-12)

Como a isolinha ¢(Z) = 0 representa a interface entre as fases, segundo

Osher[17], a curvatura pode ser calculada em func¢ao do campo escalar ¢(Z):
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dH,
de

—€ €

Figura 2.5: Funcao Delta

- Ve
k=V.— (2-13)
Vel
No sistema de coordenas cilindricas a curvatura é dada por:
02267"7“ - zczcrczr + Cr2czz 1 Cr
k(cr,c,) = (c,2 + c,2)3/2 - (.2 + c,2)L/2 (2-14)

2.2.3
Aplicacao das condicoes de contorno

Para resolver o problema define-se as condigoes de contorno. De acordo
com a figura (2.6), na entrada impoe-se um perfil de velocidade parabélico

com uma vazao () prescrita.

vr(r,z:—g) =0
wlrz=—3) = 2ol (L) (2-15)
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onde R ¢ o raio e L é o comprimento do capilar.

N3o deslizamento c.c: 1

Perfil de velocidade Perfil de velocidade
conhecido c.c: 2, c=t1 desenvolvido com pressdo
Pentrada = conhecidac.c: 4

Psaida=0

Linha de simetria,
com deslizamento e
impermeabilidade c.c: 8

Figura 2.6: Condigoes de contorno para malha gerada

Na saida o perfil de velocidade é desenvolvido e a pressao conhecida,

;l
<
|
|

= 0,p=r"
= —P'n+pn.(Va)" (2-16)

;l
N
|

onde P* é a pressao na saida.

Na linha de simetria impoe-se as condigoes de simetria,

~
=
\'jl
I
o

(2-17)

;\
I
Il

o

onde t e 1 sdo os vetores unitarios tangencial e normal & linha de simetria.

Ao longo das paredes define-se condicao de nao deslizamento. Final-
mente, também se estabelece a condi¢ao de contorno para o campo c igual a

+1 s6 na entrada, ja a equacao ¢ hiperbdlica.
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